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Para responder a la gentil deferencia que han tenido con
esta obra los Profesores y Alumnos de la América Latina,
hemos introducido, en la presente edicidn, una serie de mejoras
que tienden a que este libro sea mds eficaz e interesante.

Hemos procurado que la presentacion constituya por si
sola una poderosa fuente de motivacion para el lrabajo esco-
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vital y efectivo. El uso del color, en su doble aspecto estético
y funcional, hacen de esta obra, sin lugar a dudas, el Algebra
mds pedagdgica y novedosa de las publicadas hasta hoy en
idioma espaniol.

Los Editores han estimado oportuno introducir algunos ana-
didos que contribuyan a completar el contenidode los programas
vigentes. Tales anadidos son, para enumerar solo algunos, las
Notas sobre el Concepto de Numero; Nota sobre las cantidades
complejas e imaginarias y el Cuadro de los Tipos Bdsicos de
Descomposicion Factorial.

Esperamos que el Profesorado de Hispanoemérica sepa aqui-
latar el ingente esfuerzo rendido por todos los técnicos que
han intervenido en la confeccion de esta obra. Sdlo nos queda
reiterar nuestro mds profundo agradecimiento por la acogida

que le han dispensado siempre,

Los EDITORES




Con acendrada devocién y justo orgullo, dedico este
esfuerzo ediforial, a la inolvidable memoria de mi madre,
Profesora Dofia Ana Luisa Serrano y Poncet, que fuera
Presidenta de esta Empresa duronte los afios 1921 o 1926.

Dr. José A. Lépez Serrano




CONCEPTO DE NUMERO EN LOS PUEBLOS PRIMI-
TIVOS (25,000-5,000 A. C.) Maedir y contar fueron
las primeras actividades matemaiticas del hombre pri-
mitivo. Haciendo marcas en los troncos de los irboles
lograban, estos primeros pueblos, la medicién del tiem-

ak.

ST

po y el conteo del niimero de animales que poseian;

asi surgié la Aritmética. El origen del Algebra es
posterior, Pasaron cientos de siglos para que el hom~
bre alcanxzara un concepto abstracto del nimero, base
indispensable para la formacién de la ciencia algebraica.

PRELIMINARES

ALGEBRA es la rama de la Matemdtica que estudia la cantidad consi-
derada del modo mas general posible.

@ CARACTER DEL ALGEBRA Y SU DIFERENCIA

CON LA ARITMETICA

El concepto de la cantidad en Algebra es mucho mas amplio que en

Aritmética.

En Aritmética las cantidades se representan por numeros y éstos ex-
presan valores determinados. Asi, 20 expresa un solo valor: veinte; para
expresar un valor mayor o menor que éste habrda que escribir un ntimero

distinto de 20.

En Algebra, para lograr la generalizacién, las cantidades se represen-
tan por medio de letras, las cuales pueden representar todos los valores.
Asi, a representa el valor que nosotros le asignemos, y por tanto puede re-
presentar 20 o mds de 20 o menos de 20, a nuestra elecciéon, aunque con-
viene advertir que cuando en un problema asignamos a una letra un valor
determinado, esa letra no puede representar, en ¢l mismo problema, otro
valor distinto del que le hemos asignado.

NOTACION ALGEBRAICA

Los simbolos usados en Algebra para representar las cantidades son los

nimeros y las letras.
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Los niimeros se emplean para representar cantidades conocidas y de-
términadas.

Las letras se emplean para representar toda clase de cantidades, ya
sean conocidas o desconocidas.

Las cantidades conocidas se expresan por las primeras letras del alfa-
beto;ia, 'b,.c; d. ...

Las cantidades desconocidas se representan por las dltimas letras del
alfabeto: u, v, w, x, y, z

Una misma letra puede representar distintos valores diferencidndolos
por medio de comillas; por ejemplo: a’, a”, a’’, que se leen a prima, a se-
gunda, a tercera, o también por medio de subindices; por ejemplo: a,, as,
ag, que se leen a subuno, a subdos, a subtres.

FORMULAS

Consecuencia de la generalizacion que implica la representaciéon de
las cantidades por medio de letras son las férmulas algebraicas.

Férmula algebraica es la representaciéon, por medio de letras, de una
regla o de un principio general.

Asi, la Geometria ensefia que el drea de un rectingulo es
igual al producto de su base por su altura; luego, llamando 4
al drea del rectingulo, b a la base y h a la altura, la férmula/

A=bxh

representard de un modo general’el 4rea de
cualquier rectdngulo, pues el drea de un rec-
tdngulo dado se obtendrd con sélo sustituir
b y h en la féormula anterior por sus valores
en el caso dado. Asi, si la base de un rec-
tingulo es 3 m. y su altura 2 m., su 4drea serd: /

A=bxh=3 m.x2 m.=6 m?

X34 m.=28 m2 ()

El 4rea de otro rectingulo cuya
base fuera 8 m. y su altura 3} m. serfa:

@SIGNOS DEL ALGEBRA

Los signos empleados en Algebra son de tres clases: Signos de Ope-
racion, Signos de Relacion y Signos de Agrupacién.

SIGNOS DE OPERACION

En Algebra se verifican con las cantidades las mismas operaciones que
en Aritmética: Suma, Resta, Multiplicacién, Division, Elévacién a Poten-
cias y Extraccién de Raices, que se indican con los signos siguientes:

El Signo de la Suma es +, que se lee mas. Asi u+ b se lee “a mds b".

(1) En el Cap. XVIII, pigina 270, se estudia ampliamente todo lo relacionado con las
féormulas algebraicas. b




! ] PRELIMINARES (=] T

El Signo de la Resta es —, que se lee menos. Asi, a— b se lee “a me-
nos b".

El Signo de la Multiplicacién es X, que se lee multiplicado por. Asi,
a X b se lee “a multiplicado por b".

En lugar del signo X suele emplearse un punto entre los factores y
también se indica la multiplicacién colocando los factores entre paréntesis.
Asf, a.b y (a)(b) equivalen a a X b.

Entre factores literales o entre un factor numérico y uno literal el
signo de multiplicacion suele omitirse, Asi abc equivale a a X b X ¢; 5xy
equivale a 5 X x X y.

El Signo de la Divisién es +, que se lee dividido entre. Asi, a+ b se
lee “a dividido entre b”. También se indica la divisién separando el di-

videndo y el divisor por una raya horizontal. Asi, ; equivale a m+n.

El Signo de la Elevaciéon a Potencia es el exponente,
que es un numero pequefio colocado arriba y a la de- ad=aaa; bb=bbbbb.
recha de una cantidad, el cual indica las veces que dicha
cantidad, llamada base, se toma como factor. Asi,

Cuando una letra no tiene exponente, su exponente es la unidad.
Asi, a equivale a a'; mnx equivale a mn'x?.

El Signo de Raiz es V, llamado signo radical, y bajo este signo se co-
loca la cantidad a la cual se le extrae la raiz. Asi, V'a equivale a raiz cua-
drada de a, o sea, la cantidad que elevada al cuadrado reproduce la can-
tidad a; ¥b equivale a raiz ctbica de b, o sea la cantidad que elevada
al cubo reproduce la cantidad b.

COEFICIENTE

En el producto de dos factores, cualquiera de los factores es llamado
coeficiente del otro factor.

Asi, en el producto 3a el factor 3 es coeficiente del factor a e indica
que el factor a se toma como sumando tres veces, o sea 3a=a+a+a; en
el producto 5b, el factor 5 es coeficiente de b e indica que 5b=b+b-+b+b+b.
Estos son coeficientes numéricos.

En el producto ab, el factor a es coeficiente del factor b, e indica que
el factor b se toma como sumando a veces, o sea ab=b+b+b+b...a
veces. Este es un coeficiente literal.

En el producto de mas de dos factores, uno o varios de ellos son el
coeficiente de los restantes. Asi, en el producto abcd, a es el coeficiente
de bed; ab es el coeficiente de cd; abe es el coeficiente de d.

Cuando una cantidad no tiene coeficiente numérico, su coeficiente
es la unidad. Asi, b equivale a 1b; abc equivale a labc.
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SIGNOS DE RELACION
Se emplean estos signos para indicar la relacién que existe entre dos
cantidades. Los principales son:

=, que se lee igual a. Asi, a=b se lee “a igual a b".
>, que se lee mayor que. Asi, x+y>m se lee “x+y mayor que m”.
<, que se lee menor que. Asi, a<b+c se lee “a menor que b+c".

SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacién son: el paréntesis ordinario ( ), el parénte-
sis angular o corchete [ ], las llaves { | y la barrao vinculo

Estos signos indican que la operacion colocada entre ellos debe efec-
tuarse primero. Asi, (a+ b)c indica que el resultado de la suma de a y b
debe multiplicarse por ¢; [a@ — b]m indica que la diferencia entre a y b debe
multiplicarse por m; {a+b}+{c—d}indica que la suma de a y b debe di-
vidirse entre la diferencia de ¢ y d.

MODO DE RESOLVER LOS PROBLEMAS
EN ARITMETICA Y EN ALGEBRA

Exponemos a continuacién un ejemplo para hacer notar la difeiencia
entre el método aritmético y el algebraico en la resolucion de problemas,
fundado este ultimo en la notacién algebraica y en la generalizacién que
ésta implica.

Las edades de A y B suman 48 afos. Si la edad de B es 5 veces la
edad de A, ;qué edad tiene cada uno?

METODO ARITMETICO
Edad de A mids edad de B =48 afios.
Como la edad de B es 5 veces la de A4, tendremos:
Edad de A mis 5 veces la edad de A =48 afios.
O sea, 6 veces la edad de A =48 anos;
luego, ~ Edad de A: ' i '

METODO ALGEBRAICO
Como la edad de 4 es una cantidad desconocida la represento por x.
Sea x =edad de 4.
Entonces bHx =edad de B.
Como ambas edades suman 48 anos, tendremos:
X+ 5x =48 anos;
0O sea, 6x =48 afios.
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Si 6 veces x equivale a 48 afos, x valdrd la sexta parte de 48 anos,
O sea - - e = T 5 : .- Ly [RE 35 ¥

Entonces

CANTIDADES POSITIVAS Y NEGATIVAS

En Algebra, cuando se estudian cantidades que pueden tomarse en
dos sentidos opuestos o que son de condiciéon o de modo de ser opuestos,
se expresa el sentido, condicién o modo de ser (valor relativo) de la canti-
dad por medio de los signos + y —, anteponiendo el signo + a las cantida-
des tomadas en un sentido determinado (cantidades positivas) y anteponien-
do el signo — a las cantidades tomadas en sentido opuesto al anterior (can-
tidades negativas).

Asf, el haber se designa con el signo + y las deudas con el signo —.
Para expresar que una persona tiene $100 de haber, diremos que tiene
+$100, y para expresar que debe $100, diremos que tiene — $100.

Los grados sobre cero del termémetro se designan con el signo + y
los grados bajo cero con el signo —. Asi, para indicar que el termémetro
marca 10° sobre cero escribiremos + 10° y para indicar que marca 8° bajo
cero escribiremos — 8°

El camino recorrido a la derecha o hacia arriba de un punto se desig-
na con el signo + y el camino recorrido a la izquierda o hacia abajo de
un punto se representa con el signo —. Asf, si hemos recorrido 200 m.
a la derecha de un punto dado, diremos que hemos recorrido +200 m.,
y si recorremos 300 m. a la izquierda de un punto escribiremos — 300 m.

El tiempo transcurrido después de Cristo se considera positivo y el
tiempo transcurrido antes de Cristo, negativo. Asi, +150 afios significa
150 afios D. C. y —78 afios significa 78 afios A. C.

En un poste introducido en el suelo, representamos con el signo + la
porcién que se halla del suelo hacia arriba y con el signo — la porciéon que
se halla del suelo hacia abajo. Asi, para expresar que la longitud del pos-
te que se halla del suelo hacia arriba mide 15 m., escribiremos +15 m.,
y si la porcién introducida en el suelo es de 8 m., escribiremos —8 m.

La latitud norte se designa con el signo + y la latitud sur con el sig-
no —; la longitud este se considera positiva y la longitud oeste, negativa.
Por lp tanto, un punto de la Tierra cuya situacién geogrifica sea: + 45°
de longitud y —15° de latitud se hallard a 45° al este del primer meridia-
no y a 156° bajo el Ecuador.

ELECCION DEL SENTIDO POSITIVO

La fijacién del sentido positivo en cantidades que pueden tomarse en
dos sentidos opuestos es arbitraria, depende de nuestra voluntad; es decir,
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que podemos tomar como sentido positivo el que queramos; pero una vez
fijado el sentido positivo, el sentido opuesto a éste serd el negativo.

Asi, si tomamos como sentido positivo el camino recorrido a la dere-
cha de un punto, el camino recorrido a la izquierda de ese punto serd
negativo, pero nada nos impide tomar como positivo el camino recorrido
a la izquierda del punto y entonces el camino recorrido a la derecha del
punto seria negativo.

Asi, si sobre el segmento 4B tomamos como positivo el sentido de A4
hacia B, el sentido de
B hacia A seria nega- + +
tivo, pero si fijamos '

=
=

como sentido positivo 4
de B hacia 4, el senti- - -
do de A hacia B seria femre—ae—e —
negativo.

No obstante, en la prictica se aceptan generalmente los sentidos posi-
tivos de que se traté en el niimero anterior.

CERO es la ausencia de cantidad. Asi, representar el estado econémi-

co de una persona por 0 equivale a decir que no tiene haber ni deudas.

Las cantidades positivas son mayores que 0 y las negativas menores
que 0. Asi, +3 es una cantidad que es tres unidades mayor que 0; +5 es
una cantidad que es cinco unidades mayor que 0, mientras que — 3 es una
cantidad que es tres unidades menor que 0 y —5 es una cantidad que es
cinco unidades menor que 0.

De dos cantidades positivas, es mayor la de mayor valor absoluto; asi,
+5 es mayor que + 3, mientras que de dos cantidades negativas es mayor
la de menor valor absoluto: —3 es mayor que —5; —9 es menor que —4.

EJERCICIOS SOBRE CANTIDADES POSITIVAS
Y NEGATIVAS

1) Un hombre cobra $130. Paga una deuda de $80 y luego hace com-
pras por valor de $95. :Cudnto tiene?

Teniendo $130, pagd $80; luego, se qued6 con $50. Después hace un
gasto de $95 y como sélo tiene $50 incurre en una deuda de $45. Por lo
tanto, tiene actualmente — $45. R.

B EJERCICIO 1

1. Pedro debia 60 bolivares y recibié 320. Expresar su estado econdémico.

2. Un hombre que tenfa 1170 sucres hizo una compra por valor de 1515.
Expresar su estado economico.

3. Tenia $200. Cobré $56 y pagué deudas por $189. ¢Cudnto tengo?




4.

5.

6.

7I
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Compro ropas por valor de 665 soles y alimentos por 1178. Si después
recibo 2280, ¢cudl es mi estado econémico?

Tenia $20. Pagué $15 que debia, después cobré $40 y luego hice gastos
por $75. ¢Cudnto tengor?

Enrique hace una compra por $67; después recibe $72; luego hace otra
compra por $16 y después recibe $2. Expresar su estado econémico.
Después de recibir 200 colones hago tres gastos por 78, 81 y 93. Recibo
entonces 41 y luego hago un nuevo gasto por 59. ¢Cudnto tengo?

Pedro tenia tres deudas de $45, $66 y $79 respectivamente. Entonces
recibe $200 y hace un gasto de $10. (Cudnto tiene?

2) A las 6 a. m. el termémetro marca —4°, A las 9 a. m. ha subido

7° y desde esta hora hasta las 5 p. m. ha bajado 11°. Expresar la tempe-
ratura a las 5 p. m.

A las 6 a. m. marca —4°. Como a las 9 a. m. ha subido 7°, contamos

siete divisiones de la escala desde —4° hacia arriba y tendremos 3° sobre
cero (+3°); como desde esta hora hasta las 5 p. m. ha bajado 117, contando
11 divisiones de la escala desde + 3° hacia abajo llegaremos a —8°. Lue-
go, a las 5 p. m. la temperatura es de —8°. R.

-
1.

2.

EJERCICIO 2

A las 9 a.m. el termémetro marca +12° y de esta hora a las 8 p.m. ha
bajado 15°. Expresar la temperatura a las 8 p.m,.

A las 6 a.m. el termémetro marca —3°. A las 10 a.m. la temperatura
es 8° mds alta y desde esta hora hasta las 9 p.m. ha bajado 6°. Expresar
la temperatura a las 9 p.m.

A la 1 p.m. el termémetro marca +15° y a las 10 p.m. marca —3°.
¢Cudntos grados ha bajado la temperatura?

A las 3 a.m, el termémetro marca —8° y al mediodia +5°. ¢Cudntos
grados ha subido la temperatura?

A las 8 a.m. el termémetro marca —4°; a las 9 a.m. ha subido 7°; a
las 4 p.m. ha subido 2° mds y a las 11 p.m. ha bajado 11°. Expresar
la temperatura a las 11 p.m.

A las 6 a.m. el termémetro marca —8°. De las 6 a.m. a las 11 a.m.
sube a razéon de 4° por hora. Expresar la temperatura a las 7 a.m.,, a
las 8 a.m. y a las 11 a.m.

A las 8 a.m. el termémetro marca —1°. De las 8 a.m. a las 11 a.m. baja
a razén de 2° por hora y de 11 a.m. a 2 p.m. sube a razén de 3° por
hora. Expresar la temperatura a las 10 a.m., a las 11 a.m,, a las 12 a.m.
y a las 2 p.m.

El dia 10 de diciembre un barco se halla a 56° al oeste del primer
meridiano. Del dia 10 al 18 recorre 7° hacia el este. Expresar su lon-
gitud este dia.

El dia primero de febrero la situacién de un barco es: 71° de longitud
oeste y 15° de latitud sur. Del dia primero al 26 ha recorrido 5° hacia
el este y su latitud es entonces de 5° mds al sur. Expresar su situacién
el dia 26.
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10. El dia 5 de mayo la situacién de un viajero es 18° de longitud este y
65° de latitud norte. Del dia 5 al 31 ha recorrido 3° hacia el este y se
ha acercado 4° al Ecuador. Expresar su situacién el dia 31.

11. Una ciudad fundada el ano 75 A.C. fue destruida 135 anos después.
Expresar la fecha de su destrucciéon.

3) Un movil recorre 40 m. en linea recta a la derecha de un pun-
to A y luego retrocede en la misma direccién a razén de 15 m. por segun-
do. Expresar a qué distancia se halla del punto A al cabo del 1°, 2°, 39
y 49 segundo.

El movil ha recorrido 40 m. a la derecha del punto 4; luego, su po-
sicion es + 40 m., tomando como positivo el sentido de izquierda a derecha.

Entonces empieza a moverse de la derecha hacia la izquierda (sentido
negativo) a razon de 15 m. por segundo; luego, en el primer segundo se
acerca 15 m. al punto 4 y como estaba a 40 m. de ese punto, se halla a
40 —15=25 m. a la derecha de A4; luego, su posiciéon es +25 m. R.

En el 2?2 segundo se acerca otros 15 m. al punto 4; luego, se hallard
a 26—15=10 m. a la derecha de 4; su posicion ahora es + 10 m. R.

En el 3er. segundo recorre otros 15 m. hacia A4, y como ‘estaba a
10 m. a la derecha de A4, habri llegado al punto 4 (con 10 m.) y recorri-
do 5 m. a la izquierda de 4, es decir, 10 —15=—5 m. Su posicién ahora
es —6 m. R.

En el 49 segundo recorre otros 15 m. mds hacia la izquierda y como
ya estaba a 5 m. a la izquierda de A, se hallard al cabo del 49 segundo a
20 m. a la izquierda de 4, o sea —5—15=—20 m.; luego, su posicion
ahora es —20 m. R.

- EJERCICIO 3
(SENTIDO POSITIVO: DE IZQUIERDA A DERECHA Y DE ABAJO A ARRIBA).

1. Expresar que un moévil se halla a 32 m. a la derecha del punto 4; a
16 m. a la izquierda de 4.

2. Expresar que la parte de un poste que sobresale del suelo es 10 m. y
tiene enterrados 4 m.,

3. Después de caminar 50 m. a la derecha del punto A4 recorro 85 m. en
sentido contrario. ¢A qué distancia me hallo ahora de A?

4. Si corro a la izquierda del punto B a razén de 6 m. por segundo, :a
qué distancia de B me hallaré al cabo de 11 segs.?

5. Dos corredores parten del punto 4 en sentidos opuestos. El que corre
hacia la izquierda de A4 va a 8§ m. por seg. y el que corre hacia la derecha
va a 9 m. por seg. Expresar sus distancias del punto A al cabo de § seg.

6. Partiendo de la linea de salida hacia la derecha un corredor da dos vueltas
a una pista de 400 m. de longitud. Si yo parto del mismo punto y doy
3 vueltas a la pista en sentido contrario, (qué distancia hemos recorrido?

7. Un poste de 40 pies de longitud tenia 15 pies sobre el suelo. Dias después
se introdujeron 3 pies mds. Expresar la parte que sobresale y la enterrada.
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8. Un movil recorre 55 m. a la derecha del punto 4 y luego en la misma
direccién retrocede 52 m. ¢A qué distancia se halla de A?

9. Un mévil recorre 32 m. a la izquierda del punto A4 y luego retrocede
en la misma direccion 15 m. (A qué distancia se halla de 4?

10. Un mévil recorre 35 m. a la derecha de B y luego retrocede en la misma
direccion 47 m. ;A qué distancia se halla de B?

11. Un moévil recorre 39 m. a la izquierda de M y luego retrocede en la
misma direccién 56 m. ¢A qué distancia se halla de M?

12. A partir del punto B una persona recorre 90 m. a la derecha y retro-
cede, en la misma direccion, primero 58 m. y luego 36 m. ;A qué distancia
se halla de B?

13. Un movil recorre 72 m. a la derecha de A y entonces empieza a retro-
ceder en la misma direccién, a razén de 30 m. por seg. Expresar su
distancia del punto 4 al cabo del 19, 29, 39 y 49 seg.

14. Un auto recorre 120 Km. a la izquerda del punto M y luego retrocede
a razén de 60 Km. por hora. ¢A qué distancia se halla del punto M
al cabo de la 13, 28, 3% y 4% hora?

VALOR ABSOLUTO Y RELATIVO

Valor absoluto de una cantidad es el niimero que representa la can-
tidad prescindiendo del signo o sentido de la cantidad, y valor relativo es
el sentido de la cantidad, representado por el signo.

Asi, el valor absoluto de + $8 es $8, y el valor relativo haber, expre-
sado por el signo +; el valor absoluto de —$20 es $20, y el valor relativo
deuda, expresado por el signo —.

Las cantidades +7° y —7¢ tienen el mismo valor absoluto, pero su
valor relativo es opuesto, pues el primero expresa grados sobre cero y el
segundo bajo cero; —8° y —11¢ tienen el mismo valor relativo (grados
bajo cero) y distinto valor absoluto.

El valor absoluto de una cantidad algebraica cualquiera se representa
colocando el niimero que corresponda a dicho valor entre dos lineas ver-
ticales. Asi, el valor absoluto de +8 se representa |8|.

CANTIDADES ARITMETICAS Y ALGEBRAICAS

De lo expuesto anteriormente se deduce la diferencia entre cantida-
des aritméticas y algebraicas.

Cantidades aritméticas son las que expresan solamente el valor abso-
luto de las cantidades representado por los nimeros, pero no nos dicen el
sentido o valor relativo de las cantidades.

Asi, cuando en Aritmética escribimos que una persona tiene $5, te-
nemos solamente la idea del valor absoluto $5 de esta cantidad, pere con
esto no sabemos si la persona tiene $5 de haber o de deuda. Escribiendo
que el termometro marca 8°, no sabemos si son sobre cero o bajo cero.
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Cantidades algebraicas son las que expresan el valor absoluto de las
cantidades y ademds su sentido o valor relativo por medio del signo.

Asi, escribiendo que una persona tiene + $5 expresamos el valor ab-
soluto $5 y el sentido o valor relativo (haber) expresado por el signo +;
escribiendo — $8 expresamos el valor absoluto $8 y el sentido o valor rela-
tivo (deuda) expresado por el signo —; escrihiendo que el termémetro mar-
ca +8° tenemos el valor absoluto 8° y el valor relativo (sobre cero) expre-
sado por el signo +, y escribiendo —9° tenemos el valor absoluto 9¢ y el
valor relativo (bajo cero) expresado por el signo —.

Los signos + y — tienen en Algebra dos aplicaciones: una, indicar las
operaciones de suma y resta, y otra, indicar el sentido o condicién de las
cantidades.

Esta doble aplicacion se distingue porque cuando los signos + o0 —
tienen la significacién de suma o resta, van entre términos o expresiones in-
cluidas en paréntesis, como por ejemplo en (4 8) 4 (—4) y en (—7) — (+ 6).
Cuando van precediendo a un término, ya sea literal o numérico, expresan el
sentido positivo o negativo, como por ejemplo en —a, + b, + 7, —8

REPRESENTACION GRAFICA DE LA SERIE
ALGEBRAICA DE LOS NUMEROS

Teniendo en cuenta que el 0 en Algebra es la ausencia de la canti-
dad, que las cantidades positivas son mayores que 0 y las negativas meno-
res que 0, y que las distancias medidas hacia la derecha o hacia arriba de
un punto se consideran positivas y hacia la izquierda o hacia abajo de un
punto negativas, la serie algebraica de los nimeros se puede representar

de este modo:

= | i S
il |
I |

~5~4-3=p =] 0%
=

S S

+2 +
]
I

4w
—+ h

NOMENCLATURA ALGEBRAICA

EXPRESION ALGEBRAICA es la representacién de un simbolo alge-
braico o de una o mds operaciones algebraicas.

Ejemplos

TERMINO es una expresion algebraica que consta de un solo simbolo
o de varios simbolos no separados entre si por el signo + o —. Asi,
da :
a, 3b, 2xvy, g son términos.
X
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Los elementos de un término son cuatro: el signo, el coeficiente, la
parte literal y el grado.

Por el signo, son términos positivos los que van precedidos del sig-
no + y negativos los que van precedidos del signo —. Asi, +a, +8x, + 9ab
son términos positivos y —x, —bbc y —3—: son términos negativos.

El signo + suele omitirse delante de los términos positivos. Asi,
a equivale a +a; 3ab equivale a + 3ab.

Por tanto, cuando un término no va precedido de ningin signo es
positivo.

El coeficiente, como se dijo antes, es uno cualquiera, generalmente el
primero, de los factores del término. Asi, en el término 5a el coeficiente
es H5; en —3a*x? el coeficiente es — 3.

La parte literal la constituyen las letras que haya en el término. Asi,

3xdyt : X3yt
5ab la parte literal es i

o EL GRADO DE UN TERMINO puede ser de dos clases: absoluto y con
relacién a una letra,

Grado absoluto de un término es la suma de los exponentes de sus
factores literales. Asi, el término 4a es de primer grado porque el expo-
nente del factor literal a es 1; el término ab es de segundo grado porque
la suma de los exponentes de sus factores literales es 1+1=2; el término
a*b es de tercer grado porque la suma de los exponentes de sus factores
literales es 2+ 1=3; 5a*b%* es de noveno grado porque la suma de los ex-
ponentes de sus factores literales es 4 +3+2=9.

El grado de un término con relacién a una letra es el exponente de
dicha letra. Asi el término bx?® es de primer grado con relaciéon a b y de
tercer grado con relacion a x; 4x*y* es de segundo grado con relacién a x
y de cuarto grado con relacién a y.

en Hxy la parte literal es xy; en

@ CLASES DE TERMINOS

Término entero es el que no tiene denominador literal como 5a,
2a
6ath’, —.
)

= = - - - . - 3a
Término fraccionario es el que tiene denominador literal como 3
Término racional es el que no tiene radical, como los ejemplos ante-

riores, e irracional el que tiene radical, como Vab, ——

Términos homogéneos son los que tienen el mismo grado absoluto.

Asi, 4x'y y 6x*® son homogéneos porque ambos son de quinto grado
absoluto.

Términos heterogéneos son los de distinto grado absoluto, como 5a,
que es de primer grado, y 3a* que es de segundo grado.




16 ®  ALGEBRA

- EJERCICIO 4

1. Digase qué clase de términos son los siguientes atendiendo al signo, a
si tienen o no denommador y a si tienen o no radical:

2a 4a’b'
Sa%, —da%h, o =~ V& =B, T Yo, ~ 7

2. Digase el grado absoluto de los términos siguientes:

5a, —6a%b, a*b?, —bHadbic, Bx%°, 4m3nd, —xyzb

3. Digase el grado de los términos siguientes respecto a cada uno de sus
factores literales:

—ath®, —Hxty3, 6Ga*bx®, —dabey?, 10m*n®bic®

4. De los términos siguientes escoger cuatro que sean homogéneos y tres
heterogéneos:

—4a3b?, Gab3, —x% 6x%y, —2a%x%, —ab®, 4dabex?, —2ac

5. Escribir tres términos enteros; dos fraccionarios; dos positivos, enteros y
racionales; tres negativos, fraccionarios e irracionales.

6. Escribir un término de cada uno de los grados absolutos siguientes: de
tercer grado, de quinto grado, de undécimo grado, de décimo quinto
grado, de vigésimo grado.

7. Escribir un término de dos factores literales que sea de cuarto grado con
relacion a la x; otro de cuatro factores literales que sea de séptimo
grado con relacién a la y; otro de cinco factores literales que sea de
décimo grado con relacién a la b.

CLASIFICACION DE LAS EXPRESIONES ALGEBRAICAS

MONOMIO es una expresion algebraica
que consta de un solo término, como /B

POLINOMIO es una expresion algebraica que consta de mds de un
término, como a+b, a+x—y, x*+2x*+x+17.

Binomio es un polinomio que
consta de dos términos, como:

Trinomio es un polinomio que
consta de tres términos, como —________/

@ EL GRADO de un polinomio puede ser absoluto y con relacién a una
letra.

Grado absoluto de un polinomio es el grado de su término de mayor
grado. Asi, en el polinomio x*—5x®+ x*—3x el primer término es de
cuarto grado; el segundo, de tercer grado; el tercero, de segundo grado, y
el ultimo, de primer grado; luego, el grado absoluto del polinomio es el
cuarto.
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Grado de un polinomio con relacién a una letra es el mayor expo-
nente de dicha letra en el polinomio. Asi, el polinomio a®+ a*x* —a®x* es
de sexto grado con relaciéon a la a y de cuarto grado con relacién a la x.

& EJERCICIO 5

1. Digase el grado absoluto de los siguientes polinomios:
a) x3fx+x. c) a*b—a*b2+4abs—bt.
b) 5a—3a®4-4a‘—6. d) x5—6xtyS—4a>b+x2yi—3y0.
2. Digase el grado de los siguientes polinomios con relacién a cada una
de sus letras:
a) a*+a*—ab®. ¢) 6a‘bT—4a%x+ab?—5atbixs.
b) x*44x3—6x2yt—4xyt. d) minP—mnb4+mxtyS—xi4ylo—mll,

CLASES DE POLINOMIOS

Un polinomio es entero cuando ninguno de sus términos tiene deno-
x* %

minador literal como x2%+ 5x — 6; —2-—§+-5—; fraccionario cuando alguno
: : . at b :
de sus términos tiene letras en el denominador como E-+——+8; racional
¢

cuando no contiene radicales, como en los ejemplos anteriores; irracional
cuando contiene radical, como Va+vb—Vc—Vabc; homogéneo cuando to-
dos sus términos son del mismo grado absoluto, como 4a®+ 5a*b +6ab*+ b2,
y heterogéneo cuando sus términos no son del mismo grado, como
x3 4 x2+x—6.

Polinomio completo con relacién a una letra es el que contiene todos
los exponentes sucesivos de dicha letra, desde el mds alto al mds bajo que
tenga dicha letra en el polinomio. Asi, el polinomio x°%+ x*— x% + x* — 3x
es completo respecto de la x, porque contiene todos los exponentes sucesi-
vos de la x desde el mds alto 5, hasta el mds bajo 1, o sea 5, 4, 3, 2, 1; el
polinomio a*—a®b +a?b? —ab®+ b* es completo respecto de a y b.

Polinomio ordenado con respecto a una letra es un polinomio en el
cual los exponentes de una letra escogida, llamada letra ordenatriz, van
aumentando o disminuyendo.

Asi, el polinomio x*—4x®+2x2—5x+8 estd ordenado en orden des-
cendente con relacién a la letra ordenatriz x; el polinomio a®— 2a*b + 6a%b?
—5a*b® + 3ab* — b® estd ordenado en orden descendente respecto de la letra
ordenatriz a y en orden ascendente respecto de la letra ordenatriz b.

Ordenar un polinomio es escribir sus términos de modo que los expo-
nentes de una letra escogida como letra ordenatriz queden en orden des-
cendente o ascendente. Asi, ordenar el polinomio —5x%+x5—3x+x*—x?+6 en
orden descendente con relacién a x sera escribir x®+x*—5x%—x?—3x+6.
Ordenar el polinomio x*y — 7x?y* — 5x° + 6xy* + y° — xy* en orden as-
cendente con relacién a x serd escribirlo: T
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@ Término independiente de un polinomio con relacién a una letra es
el término que no tiene dicha letra.

Asi, en el polinomio a®—a?+3a—5 el término independiente con
relacién a la a es 5 porque no tiene a; en x* —6x®+ 8x® — 9x + 20 el térmi-
no independiente es 20; en @® —a?b +3ab?+ b® el término independiente
con relaciéon a la a es b%y el término independiente con relacién a la b
es a3 El término independiente con relacién a una letra puede considerarse
que tiene esa letra con exponente cero, porque como se vera mas adelante,
toda cantidad elevada a cero equivale a 1.

Asi, en el primer ejemplo anterior, —5 equivale a —5a° y en el dlti-
mo ejemplo, b equivale a a®b®.

@ EJERCICIO 6

1. Atendiendo a si tienen o no denominador literal y a si tienen o no radi-
cal, digase de qué clase son los polinomios siguientes:

a) a3+2a2—3a. ¢) Vau +Vb—2+Vd.
at a* a4* Va

by ———+——a. d) 44+ ——6b+4.

) 5 3-i—2 a ) da+ 5 60 +

2. Escribir un polinomio de tercer grado absoluto; de quinto grado abso-
luto; de octavo grado absoluto; de décimoquinto grado absoluto.

3. Escribir un trinomio de segundo grado respecto de la x; un polinomio
de quinto grado respecto de la a; un polinomio de noveno grado res-
pecto de la m.

4. De los siguientes polii.omios:

a) 3a?b-+4a3—5b%, d) 4a—5b+6c2—8d—6.
b) a*—adb+a2b*+ab?. e) yi—ay+a?y—atyi—aly+ys.
¢) x5—bx*+abx3+abix?, fy —6a*b*—5a%b+8a2b5—b".

escoger dos que sean homogéneos y dos heterogéneos.
5. De los siguientes polinomios:
a) a*—a*+a—ad. d) mS—mitm’—m+5.
b) 5x*—8x%4x—6. e) yi—byi+b2y3—biy*4-by.
c) xiy—xdyiixtydmt,
digase cudles son completos y respecto de cudles letras.
6. Escribir tres polinomios homogéneos de tercer grado absoluto; cuatro
de quinto grado absoluto; dos polinomios completos.
7. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden
descendente:
a) m?+-6m—m3+mi.
b) 6ax?—5a*+2a%x+x3.
c) —a*b*4-atb+abi—abt.
d) a*—5a+6a3—9a*+6.
€) —xBy24x10+3xtys—xOyi4x2y8,
f) —3mn24+4m*n3—8mSni—-10m3nb4-n"—Tmon*+m5n.
8. Ordenar los siguientes polinomios respecto de cualquier letra en orden

ascendente:
a) a’—ba*+6a. d) a?bi+a*b3—alb*+-afb4-b".
b) x—5x846x2+9xt. €) y12—x0y0fxloyi_x3yl0,

c) 2yi4dyS—0y-+2y*+ 5yl
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TERMINOS SEMEJANTES

Dos o mds términos son semejantes cuando tienen la misma parte lite-
ral, o sea, cuando tienen iguales letras afectadas de iguales exponentes.

Ejemplos

Los términos 4ab y —64?b no son semejantes, porque aunque tienen
iguales letras, éstas no tienen los mismos exponentes, ya que la a del pri-
mero tiene de exponente 1 y la a del segundo tiene de exponente 2.

Los términos — bx* y ab* no son semejantes, porque aunque tienen los
mismos exponentes, las letras no son iguales.

REDUCCION DE TERMINOS SEMEJANTES es una operaciéon que tie-

ne por objeto convertir en un solo término dos o mds términos se-
mejantes.

En la reduccién de términos semejantes pueden ocurrir los tres casos
siguientes:

1) Reduccién de dos o més términos semejantes del mismo signo.

REGLA
Se suman los coeficientes, poniendo delante de esta suma el mismo
signo que tienen todos y a continuacién se escribe la parte literal.

Ejemplos

(1) 30+2a=50. R (6) ab+-ab=1ab. R.

(2) —5b—7b=—12b. R. (7) —Zxy—2xy=—xy. R.

(3) —a2—9a?2=—10c% R. (8) 5x+x+2x=8x. R

(4) 3¢ 2%+ 5a*2=8a""2 R (9) —m—3m—ém—>5m=—15m. R
¥ e 3 '

(5) —d4gm*1 —Fgm+l=—11g™*t. R (10) %x3y+ix2y+§x3y=§x=y. R.

®» EJERCICIO 7

Reducir:
1. x+2x. 6. —9m—Tm. il 2apds 14. —:—xy—%xy.
2. 8a+9a. 7. 4da*+bax. £ 2 - .
3. 11b+9b. 8. 6ax*+1+8ax+l. 12. Zab+—ab. 16. ——a?b——ah.
4 —b—5b. 9. —mx+i—Gmxtl, o X
5. —8m—m. 10. —3a*2—a*2 18. %xy+?x'y. 16. —a—-a.
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8a+9a+6a. 29. —x%y—8x2y—9x3y—20x3y.
15x+-20x+x. 30. —3a"—5am—6a"—9a™.
~Tm—8m—9m. 31 et e+ ata.
—a*b—a*b—3a%b.

2 1 1 1
-Eﬂx+—2ux+ TG“""'R“"'

a*+3a*+8a*. s
33. 0.5m+0.6m+0.7Tm+0.8m.

—bha*+ 1—36“ + 1_533 +1,
1 1 1
a+%a+%a. 34. —Tab—;ab—_“—sab—ab.
e S T 35. -%xsy—%x'y— %x'y--il;x?-y.
Yo B 36. ab*+ab+Tab*+9ab?+21ab.

iﬂx+£ﬂax+ax. 37. —m—m—8m—Tm—3m.
> 10 38_ —xa +1_8xu+1_4xlqv1_5xu+l._.xn+l_
_8 2 _,,“ Do n2

T g e 39. Satiatiatiatia
1la+8a+9a+11a. y ) . g
mE+14-3mx i dm= 1 Gmr 1, 40. —;ab—%—ab—-%ﬂb—;‘;nb—-;ab.

2) Reduccién de dos términos semejantes de distinto signo.

REGLA
Se restan los coeficientes, poniendo delante de esta diferencia el signo

del mayor y a continuacién se escribe la parte literal.

‘ Ejemplos

(1) 20—30a=—a. R (5) 250%+1 —540%+1 =—29a%*1, R.
(2) 18x—11x=7x. R (6) %a—%oz—sa, R.
(3) —20ab+11ab=—9ab. R. (7) —2a*b+ab=1c%. R
-Jo b
(4) —8a*+130*=5a"% R (8) —Jox+1+lavi=—Llgx g

De la regla anterior se deduce que dos términos semejantes de iguales coefi-
cientes y de signo contrario se anulan.

Asi: —8ab+8ab=0. R

X T, "
XY — ¥y =0. R

EJERCICIO 8

Reducir:

1. 8a—6a. 5. 2a—2a. 9. 40x%y—51x%y.
2. 6a—8a. 6. —=Tb+7b. 10. —m*n+6m3n.
3. 9ab—15ab. 7. —l4xy+32xy. 11. —15xy+40xy.
4. 15ab—9ab. 8. —206x%y+32x2y, 12. 55a*b2:—81a’b*.




13.
14.
15.
16.
17.
18.
18.

20.

21.

gla del caso anterior.

—x2y+x2y.
—9ab?*+9ab>.
TxZy—Tx%y.

—101mn+118mn.

502ab—405ab.
—1024x+1018x.
—15ab+15ab.
1

ﬂlﬂ
P

(53

23.
24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.
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_-:_x2}'+'l%x2y. 33. —xatlfxnil,
s L m—2 1 el
%ﬁm—hi-am. 34. 3 i e
Bl _.1
—am+ ~:—am. 35. SaRtl——am+l,
. : SR
{—mn-—%mn, 36, md_;as.
—atb+a2h. 31, —smn+Smn.
40t hi—5.6a%h8, 38.  Rax+2hx+3_95ax +2hx+8,
—1.2yz4+3.4yz. ,
4a*—2a*. 89, ——amb +a"be.
—Bax+148ax+1,
25m*1—32m"1. 40.  0.85mxy——mxy.

3) Reduccién de més de dos términos semejantes de signos distintos.

REGLA

Se reducen a un solo término todos los positivos, se reducen a un solo
término todos los negativos y a los dos resultados obtenidos se aplica la re-

Ejemplos

5000 e

(1) Reducir 5a —8a + o — 6a + 2la.

Reduciendo los positivos:
Reduciendo los negativos:

S5a 4o+ 2la = 27a.
— 8a — ba = — l4a.

Aplicando a estos resultados obtenidos, 27a y — 14a, la regla del caso ante-

rior, se tiene:

27a —14a=13a. R.

Esta reduccién también suele hacerse término a término, de esta manera:
50 —8a=—3a; —3a+a=—20; —2a—6a=—8a; —8a+2la=13a. R

(2) Reducir — gbx“ + %bx2 + gbx2 — 4bx? + bx®.

: - 3 9
Reduciendo los positivos: El bx* + 2bx* + bx* = zﬁbx?.

Reduciendo los negativos: — be“ — 4bx? = — -i—gbx“.
Tendremos: Z—be“ - ?bx" =- }:bx“. R.
EJERCICIO 9
Reducir:
9a—3a+-5a. 5. 19m—10m-+6m.
—8x+9x—x. 6. —1lab—15ab+26ab. 9.
12mn—23mn—omn. T —ba*+9a*—35a*. 10
—x+19x—18x. 8. —24ax+2—1Ha*+%+439a*t2. g

P

3 1 1
—m+—m——m.
o
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1%

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.
22.

~a%b+—a?b—a2b. 23.
—a+8a+9a—15a.

Tab—11ab+20ab—31ab. 24.
25x2—50x2+11x24-14x2 925.
—xy—8xy—19xy-+40xy. 26.
Tab+21ab—ab—80ab. 27.
_25xy2+11xy2+60x)'2_82xy2. 28
—T2ax+8Tax—101ax+243ax. 29
—82bx—T1bx—53bx+206bx. 3
105a%—4644a34-58a%+301a®. 30.
1 1 1 1

«}a—x—-;x+:x—--?x. 31
1 3 t 1 1

FT VA :

Bay 3 YT
6ab ?a2b+?a2b a*b.

—ab?——ab2+ab2— gb2.
—a+8a—11a+15a—T5Ha.
—Te+21c+14¢—30c+82¢.
—mn-14mn—31lmn—mn+20mn,
a*y—Ta*y—93a%y+51a%y+48ay.
—a-+a—a+a—3a-+6a.

L W S

T E Rt x—x.
—2x+%x+—:-x+x—%x.
Ta*—30a*—41a*—9a*+73a*.

33. —ar+14-7g¥+1—11a%+1 —20a*+14-28a%+1,

34. a+6a—20a+150a—80a+31a.

35. —9b—11b—17b—81b—b+110b.
36. —a2b+15a2b+a”b—85a2b—131a%b+39a2b.
37. 84m2x—501m2x—604m2x—715m2x+231m2x+165m2x.

1] 2 1 1]
38. Tabbi+2-adhi——ahi—; adbi+4adh?.

39. 40a—81a+130a+41a—83a—91a+16a.
40. —21ab+52ab—60ab+84ab—31ab—ab—23ab.

REDUCCION DE UN POLINOMIO QUE CONTENGA TERMINOS
SEMEJANTES DE DIVERSAS CLASES

‘ Ejemplos I

(1) Reducir el polinomio 5a —éb + 8¢ + 9a —20c — b+ 6b —c.
Se reducen por separado los de cada clase:

5a + 9a = 14a.
—éb—b+6b=—b.

§c—2Qc—c=-—13c.

8a3b? + 4a*b? + 6a®h? — a3b? — 9atb® — 15 — 5ab® + 8— 6ab®.

Se reducen por separado los de cada clase: 4a*b® — 9atb?

== 5aths,
8a%b? + 6a%h? — ab? = 13a®b?.
— 5ab® — bab® = — 11ab®.
=158 =—i7.

(3) Reducir el polinomio:

Zxt = 1xdy + 3yt — yt + 2yt — 0308 — Sx%y — 6+ xy — 14+ 2y
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Tendremos: -Ex‘* +3x* —0.3x1 = 3%:(‘.

1 3 1 .
By— Exay — gx:‘y =— mxsy.
Loy Ba  a—inkoa
2eyttoyt—yt=adoys

—6—14=—20.

@ EJERCICIO 10

Reducir los polinomios siguientes:

1. Ta—9b+6Ga—4b.

2. at+b—c—b—c+2¢—a.

3. Sx—11y—9+20x—1—y.

4. —6m-+8nt+b—m—n—6m—11.

5. —a+b+2b—2c+3a+2¢—3b.

6. —8lx+19y—30z+6y-+80x-+x—25y.

7. 15a®—6ab—8a*+20—bab—31+a*—ab.

8. —3a+4b—6a+81b—114b+31la—a—b.

9. —T7la*b—84atb?+50a2b+84atb2—45a8b+18ab.
10. —a+b—c+8+2a+2b—19—2¢c—3a—3—3b+3c.
11.  m24-Tlmn—14m2—65mn+m*—m2—1156m2+4-6m?.
12, xiy—x3y2+x2y—Bxiy—x2y—10+x3y2—TxSy?—9+21x*y—y*+50.
13. 5a*+1—8b*+2—gcx+3—5a*+1— 50-+4b*+2—65—b* + 2490+ ¢* + 3+Tcx 43,
14_ qm+ 22—+ 3—5+8—3a‘“ +24 Hxm+ 3_5_'-_(1171 + 2_5xm +3,
15.  0.3a+0.4b+40.5¢—0.6a—0.7b—0.9¢c+3a—3b—3c.
16, —at—b+20—3b—Sa—rb+—
b iy %m2~2mn+‘—f]m2—%mn+2mn—2m2.

3 1 5 1 3 1 1

18. ——a*+ab——" 420~ ab+-bP— b —2ab.
19, 0.4x29+31+xy?—0.6y°——x%y—0.2xy*+ 1y*—6.

8 m— 7 m— i m— _l. —2 — m— l =
i e et L i i

VALOR NUMERICO

Valor numérico de una expresién algebraica es el resultado que se
obtiene al sustituir las letras por valores numéricos dados y efectuar después
las operaciones indicadas.




24 @  ALGEBRA

VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES SIMPLES

Ejemplos

6.

@ VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES COMPUESTAS

O

(1) Hallar el valor numérico de 5ab para a=1, b=2.

Sustituimos la @ por su val

(2) Valor numérico de o*b’c* para a=2, b=3, c=%.

y la b por 2, y tendremos:

(4) Valor numérico de

4g7b®

para a=%, b=%\, c=2d=3.

EJERCICIO 11

Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para
e=1, b=9, =8, m=
7.

8.

9.
10.
11.

12.

3ab.
Hazb3e.
b2mn.
24m*ntp.

Zatbms,

34
SOpim.

|

Ejemplos I

mPnepe.

S a2,
[}

VvV 2bc2.

4m ¥/ 12bc2.

mn vV 8 a'b’.

da
3be’

1

2

13.

14.

15.

n=—, p=
5b*m*
i
b°
3@
2m

Ve

1
i)

16.

17.

18.

24mn

3V 643"
S
§Vaph?
3/1%5b6m

(1) Hallar el valor numérico de o® —5ab + 3b® para a=3, b=4.
a?—5ab+33=32—5X3X4+3X 42 =9—60+192=141. R
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(Z2) Valor numérico de E_Sib_’_i para a =2, b=l, x=l.
4 x ax 3 6
' Sab b _3X2? 5X2X§ . & _. 3.4
4 x ax _ 4 _ o 2x % ¥ 3
B EJERCICIO 12
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para
. L - 5 A - al Tl
6—3, =4 C——s, d—?, m—ﬁ. ﬂ-—T.
a2 — 2ab + b2. 7. ab  ac bd 18. a+b _b_+ﬂ_
n d m c d
5 - b—a m—b
¢+ 2cd + d*. 8. Vb+Vn+Vém. 14. +—d—-+5a.
b - = =
L4 2 01 BT AP R ED et iEins 100ae 71
c .d 2b m d
c m m* Ve Vem
LBy 0. 25 aggghy NS oo WO,
4 1“+ av 16 4b + 3 e
@ b m 1, 3¢ 4w . Vb+Vv2d  V3c+V8d
3 2 6 4 om ‘ 2 4
2 2 v azhi P
2 lpyod 12. %ﬂiﬂ = 18, = ; i T N

(3) Valor numérico de 2(2a — b) (x? +y) — (a® + b) (b — a) para
a=2,b=3, x=4, y=—;—.
202a—b)=2X(2X2—-3)=2X(4—3)=2%x1=2
Rty=4+2=16+5=16;

1
2
Ptb=243=4+3=7
b=a=3-2=1

Las operaciones indicadas
dentro de los paréntesis de-
ben efectuarse antes que
ninguna ofra, asi:

Tendremos:

220 —b) (x +y) = (@ + b) (b—a) =2 X 162 —~7 x 1 =2x £ —7=33— 7=26. R

B EJERCICIO 13
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para
e e T o i i
a=1, =2 c¢=38, d=4 m=_, n=3, p=_ x=0.
16
1. (a+b)e—d. 5. (4m+8p)(a2+b?)(6n—d). 9. % bp a.
2. (a+b)(b—a). 6. (c—b)(d—c)(b—a)(m—p). bp-o—.
3. (b—m)(c—n)+4a>. 7. b¥c+d)—a*(m-+n)+2x. 1 x&-:iap;_d ac;_%_'bz
4. (2m+3n)(4p+b2). 8. 2mx-+6(b2+c?)—4d*. 11. E ;

a c?




12.
13.

14.

15.

16.
17.

18.
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(2m+3n+4p)(8p+6n—4m)(In+20p). 19.
2(m+n)—d(m+p)+b2(n+p).

Vtd2 2 ) 20.

L m
( a vd
(4p+2b)(18n—24p)+2(8m+2)(40p+a). 21

d 2
b ' 23.
(a+b)VE+8b—mVn2.

( a;c +@ +(c+d)VP. 24,

EJERCICIOS SOBRE NOTACION

3(c—b) Vv 32m—2(d—a) V16 —-?1

Vﬁabc+ 3mn  cdnp
2V8b  2b—a) abc
2 2

gz +3(a+b)(2a+3b)

)y 1 p e | 1
Bl s g) bl )t

(2m+3n)(4p+2¢)—4m?n?,

hE.S
3 n
2ab—m  b—m
ALGEBRAICA

Con las cantidades algebraicas, representadas por letras, pueden ha-

cerse las mismas operaciones que con los niimeros aritméticos.

Como la

representacién de cantidades por medio de simbolos o letras suele ofrecer
dificultades a los alumnos, ofrecemos a continuacién algunos ejemplos.

| Ejemplos

(1) Escribase la suma del cuadrado de a con el cubo de b.
a?+b% R
(2) Un hombre tenia $a; después recibié $8 y después pagé una cuenta de $c.

3Cuénto le queda?

Teniendo $a recibié $8 luego tenia $(a + 8). Si entonces gasta $c le quedan

$fa+8—c) R
(3)

cada uno. ;Cudnto he gastado?

Compré 3 libros a $a cada uno; 6 sombreros a $b cada uno y m trajes a $x

3 libros a $a importan $3a.
6 sombreros a $b importan $6b.
m trajes a $x importan $mx.

Luego el gasto total ha sido de $(3a + 6b + mx). R.

(4)

Compro x libros iguales por $m. 3Cudnto me ha costado cada uno?

Cada libro ha costado $2. R.
X

(5)
Me quedan $(9 —x). R.

EJERCICIO 14

1. Escribase la suma de a, b y m.

Tenia $9 y gasté $x. 3Cudnto me queda?

2. Escribase la suma del cuadrado de m, el cubo de b y la cuarta poten-

cia de x.
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28.
29.

30.

31.

NOTACION ALGEBRAICA ® 27

Siendo @ un nimero entero, escribanse los dos numeros enteros conse-
cutivos posteriores a a.

Siendo x un nimero entero, escribanse los dos nimeros consecutivos
anteriores a Xx.

Siendo y un nimero entero par, escribanse los tres nimeros pares con-
secutivos posteriores a y.

Pedro tenia $a, cobré $x y le regalaron $m. ¢(Cuinto tiene Pedro?
Escribase la diferencia entre m y n.

Debia x bolivares y pagué 6. ¢Cudnto debo ahora?

De una jornada de x Km. ya se han recorrido m Km. (Cudnto falta
por andar?

Recibo $x y después $a. Si gasto $m, cudnto me queda?

Tengo que recorrer m. Km. El lunes ando a Km., el martes b Km. y
el miércoles ¢ Km. ¢Cudnto me falta por andar?

Al vender una casa en $n gano $300. ¢Cudnto me costd la casa?

Si han transcurrido x dias de un afio, ¢cudntos dias faltan por transcurrir?
Si un sombrero cuesta $a, (cudnto importardn 8 sombreros; 15 sombre-
ros; m sombreros?

Escribase la suma del duplo de a con el triplo de b y la mitad de c.
Expresar la szgerﬁcie de una sala rectangular que mide ¢ m. de largo
y b m. de ancho.

Una extensiéon rectangular de 23 m. de largo mide n» m. de ancho. Ex-
presar su superficie.

¢Cudl serd la superficie de un cuadrado de x m. de lado?

Si un sombrero cuesta $a y un traje $b, ¢cudnto importardn 3 sombreros
y 6 trajes?, ¢x sombreros y m trajes?

Escribase el producto de a+ b por x+y.

Vendo (x + 6) trajes a $8 cada uno. ¢(Cudnto importa la venta?
Compro (a—8) caballos a (x +4) bolivares cada uno. ¢Cudnto importa
la compra?

Si x ldpices cuestan 75 sucres; ¢cudnto cuesta un ldpiz?

Si por $a compro m kilos de azicar, ¢cudnto importa un kilo?

Se compran (n—1) caballos por 3000 colones. ¢Cudnto importa cada
caballo?

Compré a sombreros por x soles. ;A cémo habria salido cada sombrero
si_hubiera comprado 3 menos por el mismo precio?

La superficie de un campo rectangular es m m.? y el largo mide 14 m.
Expresar el ancho.

Si un tren ha recorrido x +1 Km. en a horas, scudl es su velocidad por
hora?

Tenia $a y cobré $b. Si el dinero que tengo lo empleo todo en comprar
(m — 2) libros, ¢a cémo sale cada libro?

En el piso bajo de un hotel hay x habitaciones. En el segundo piso hay
doble numero de habitaciones que en el primero; en el tercero la mitad
de las que hay en el primero. (Cudntas habitaciones tiene el hotel?
Pedro tiene a sucres; Juan tiene la tercera parte de lo de Pedro; Enrique
la cuarta parte del duplo de lo de Pedro. La suma de lo que tienen
los tres es menor que 1000 sucres. (Cudnto falta a esta suma para ser
igual a 1000 sucres?
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NOTAS SOBRE EL CONCEPTO DE NUMERO

El concepto de numero natural (véase Aritmética Tedrico-Practica, 33),
que satisface las exigencias de la Aritmética elemental no responde a la gene-
ralizacién y abstraccidén caracteristicas de la operatoria algebraica.

En Algebra se desarrolla un cilculo de validez general aplicable a cual-
cﬁuier tipo especial de nimero. Conviene pues, considerar como se ha ampliado
el campo de los niimeros por la introduccién de nuevos entes, que satisfacen
las leyes que regulan las operaciones fundamentales, ya que, como veremos
mds adelante, el numero natural (1) no nos sirve para efectuar la resta y la
divisién en todos los casos. Baste por el momento, dado el nivel matemitico
que alcanzaremos a lo largo de este texto, explicar cémo se ha llegado al
concepto de nimero real.

Para hacer mds comprensible la ampliacién del campo de los nimeros,
adoptaremos un doble criterio. Por un lado, un criterio histérico que nos haga
conocer la gradual aparicién de las distintas clases de nimeros; por otro, un
criterio intuitivo que nos ponga de manifiesto cémo ciertas necesidades mate-
riales han obligado a los matemdticos a introducir nuevos entes numéricos.
Este doble criterio, justificable por la indole diddctica de este libro, permitird
al principiante alcanzar una comprension clara del concepto formal (abstracto)
de los numeros reales.

EL NUMERO ENTERO Y EL NUMERO FRACCIONARIO

Mucho antes de que los griegos (Eudoxio, Euclides, Apolonio, etc.) rea-
lizaran la sistematizacién de los conocimientos matemdticos, los babilonios
(segin muestran las tablillas cuneiformes que datan de 2000-1800 A.C.) y los
egipcios (como se ve en el papiro de Rhind) conocian las [racciones.

La necesidad de medir magnitudes continuas tales como la longitud, el
volumen, el peso, etc., llevé al hombre a introducir los nimeros fraccionarios.

Cuando tomamos una unidad cualquiera, por ejemplo, la vara, para
medir una magnitud continua (magnitud escalar o lineal), puede ocurrir una
de estas dos cosas: que la unidad esté contenida un nuimero entero de veces,
0o que no esté contenida un numero entero de veces.(2) En el primer caso,
representamos el resultado de la medicién con un numero entero. En el se-
gundo caso, tendremos que fraccionar la unidad elegida en dos, en tres, o en
cuatro partes iguales; de este modo, hallaremos una fraccion de la unidad
que esté¢ contenida en la magnitud que tratamos de medir. El resultado de esta
ultima medicién lo expresamos con un par de nuimeros enteros, distintos de
cero, llamados respectivamente numerador y denominador. El denominador
nos dard el mimero de partes en que hemos dividido la unidad, y el nume-
rador, el numero de subunidades contenidas en la magnitud que acabamos
de medir. Surgen de este modo los nimeros fraccionarios. Son niumeros frac-
cionarios 1/2, 1/3. 3/5, etc.

(1) P. L. G. Dirichlet (alemén, 1805-1859), ha sostenido que no es necesariamente indis-
pensable ampliar el concepto de nimero natural, ya que —segin él— cualquier principio
de la mds alta matemitica puede demostrarse por medio de los niimeros naturales.

(2) En la préictica y hablando con rigor, ninguna medida resulta exacta, en razén de
lo imperfecto de nuestros instrumentos de medida y de nuestros sentidos.
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Podemos decir también, que son nuimeros fraccionarios los que nos per-
miten expresar el cociente de una divisién inexacta, o lo que es lo mismo, una
division en la cual el dividendo no es multiplo del divisor.

Como se ve, en oposiciéon a los nimeros fraccionarios tenemos los nu-
meros enteros, que podemos definir como aquellos que expresan el cociente
de una divisién exacta, como por ejemplo, 1, 2, 3, elc.

515 8| 4 6+ 2=3.
01 02

EL NUMERO RACIONAL Y EL NUMERO IRRACIONAL

Siguiendo el orden histérico que nos hemos trazado, vamos a ver ahora
cudindo y cdmo surgieron los numeros irracionales.

Es indudable que fueron los griegos quienes conocieron primero los nu-
meros irracionales. Los historiadores de la matemdtica, estin de acuerdo en
atribuir a Pitdgoras de Samos (540 A.C.), el descubrimiento de estos nimeros,
al establecer la relacién entre el lado de un cuadrado y la diagonal del mismo.
Mas tarde, Teodoro de Cirene (400 A.C.), matemitico de la escuela pitago-
rica, demostré geométricamente que V2, V3, V5, V7, etc, son irracionales.
Euclides (300 A.C.), estudié en el Libro X de sus “Elementos”, ciertas
magnitudes que al ser medidas no encontramos ningin numero entero ni
fraccionario que las exprese. Estas magnitudes se llaman inconmensurables, y
los niimeros que se originan al medir tales magnitudes se llaman irracionales. ()
Ejemplos de tales magnitudes son la relaciéon del lado de un cuadrado con
la diagonal del mismo, que se expresa con el ntmero irracional Va* +b%
y la relacién de la circunferencia, al diametro que se expresa con la letra

w=3.141592. . .
FIGURA 1 !
C

d C-= cr'rcunferencz' a

D =diamelro

a

d=Va*+ b’ % M = 3.14159.....

Il

(3) Al exponer sistemdticamente los numeros irracionales, Euclides los llamé asymmetros,
y a los racionales los llamé symmetros, palabras que significan sin medida y con medida.
Para senalar el hecho de que estos nimeros (los irracionales) no tenian expresién los designaba
con la voz alogos. Boecio (475-5564 D.C)), al traducir empleé commensurabilis ¢ incommen-
surabilis, Sin embargo, Gerardo de Cremona (1114-1187), en una traduccién de un comentario
drabe sobre Euclides, utilizd erréneamente rationalis e irrationalis, al tomar logos y alogos
como razém y no en la acepciéon de palabra (verbum), usada por Euclides. Este error se
difundié a lo largo de toda la Edad Media, prevaleciendo en nuestros dias el nombre de
numeros irracionales.
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Como consecuencia de la introduccién de los nimeros irracionales, con-
sideramos racionales el conjunto de los ntmeros fraccionarios y el conjunto
de los numeros enteros. Definimos el nimero racional como aquel nimero
que puede expresarse como cociente de dos enteros. Y el niimero irracional como
aquel numero real que no puede expresarse como el cociente de dos enteros.

Llamamos mimero reales al conjunto de los nimeros racionales e irra-
cionales.

LOS NUMEROS POSITIVOS Y NEGATIVOS

Los ntimeros negativos no fueron conocidos por los mateméticos de la
antigiiedad, salvo en el caso de Diofanto (siglo III D.C.?), que en su Aritmética,
al explicar el producto de dos diferencias, introduce un nimero con signo +.
En el siglo VI, los hindtes Brahmagupta y Bhdskara usan los nimeros negativos
de un modo prictico, sin llegar a dar una definicién de ellos. Durante la
Edad Media y el Renacimiento los matemdticos rehuyeron usar les nimeros
negativos, y fue Newton el primero en comprender la verdadera naturaleza de
estos niimeros. Posteriormente Harriot (1560-1621) introdujo los signos + y —
para caracterizar los nimeros positivos y negativos.

La significacién de los mimeros relativos o con signos (positivos y nega-
tivos) se comprende claramente, cuando los utilizamos para representar el
resultado de medir magnitudes relativas, es decir, magnitudes cuyas cantidades
pueden tomarse en sentidos opuestos, tal como sucede cuando tratamos de
medir la longitud geogrifica de una regién determinada; o de expresar el
grado de temperatura de un lugar dado. En el primer caso, podemos hablar
de longitud este u oeste con respecto a un meridiano fijado arbitrariamente
(Greenwich). En el segundo caso, podemos referirnos a grados sobre cero o
grados bajo cero. Convencionalmente fijamos los nimeros positivos o con
signo + en una direccién, y los nimeros negativos o con signo —, en la direc-
cién opuesta.

Si sobre una semirrecta fijamos un punto cero, a partir del cual, hacia la
derecha, sefialamos puntos que representan una determinada unidad, nos re-
sultan los puntos A, B, C, etc. Si sobre esa misma semirrecta, a partir del punto
cero (llamado origen), procedemos del mismo modo hacia la izquierda, tendre-
mos los puntos a, b, ¢, etc. Si convenimos en que los puntos de la semirrecta indi-
cados a la derecha del punto cero representan numeros positivos (A, B, C, etc.);
los puntos sefialados a la izquierda (a, b, ¢, etc.), represenfardin ntmeros
negativos.

Histéricamente, los niimeros negativos surgen para hacer po-
sible la resta en todos los casos. De este modo, la resta se convierte en una
operaci6n inversa de la suma, y se hace posible restarle a un minuendo menor
un sustraendo mayor.
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Los ntimeros y los simbolos literales negativos se distinguen por el signo —
que llevan antepuesto. Los niimeros positivos y su representacién literal llevan
el signo +, siempre que no inicien una expresién algebraica.

El nimero cero. Cuando tratamos de aprehender el concepto de niimero
natural, vemos como éste surge de la comparacién de conjuntos equivalentes
o coordinables entre si. Por extensién llamamos conjunto al que tiene un solo
elemento y que se representa por el niimero 1. Ahora, consideramos el nimero
cero como expresién de un conjunto nulo o vacio, es decir, un conjunto que
carece de elementos.

Por otra parte, el cero representa un elemento de separacién entre los
niimeros negativos y positivos, de modo que el cero es mayor que cualquier
numero negativo y menor que cualquier nimero positivo.

El siguiente diagrama nos aclarard las distintas clases de nimeros con
los cuales vamos a trabajar:

NUMEROS REALES

! i |

Negativos Cero PPositivos
Raciunales Irracionales Racionales Irracionales

|
! l ! !

Enteros Fraccionarios Enteros’ Fraccionarios

LEYES FORMALES DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES
CON NUMEROS REALES

Hemos visto sumariamente como a través del curso de la historia de las
matemiticas, se ha ido ampliando sucesivamente el campo de los numeros,
hasta llegar al concepto de ntiimero real. El camino recorrido ha sido, unas
veces, el geométrico, que siempre desemboca en la Aritmética pura, formal;
otras veces, el camino puro, formal ha iniciado el recorrido para desembocar
en lo intuitivo, en lo geométrico. Como ejemplos del primer caso, tenemos
los niimeros irracionales, introducidos como razén de dos segmentos con el
proposito de representar magnitudes inconmensurables, y que hacen posible
la expresién del resultado de la radicacién inexacta. Y también, los niimeros
fraccionarios que surgen para expresar el resultado de medir magnitudes con-
mensurables, y que hacen posible la divisién inexacta, Como ejemplo del
segundo caso, estdn los niimeros negativos que aparecen por primera vez como
raices de ecuaciones, y hacen posible la resta en todos los casos, ya que cuando
el minuendo es menor que el sustraendo esta operacién carece de sentido
cuando trabajamos con numeros naturales. Mds tarde, estos nimeros negatiyos
(relativos) servirdn para expresar los puntos a uno y otro lado de una recta
indefinida.

Sin pretensiones de profundizar prematuramente en el campo numérico,
vamos a exponer las leyes formales (esto es, que no toman en cuenta la natu-
raleza de los niimeros) de la suma y de la multiplicacién, ya que las demds ope-
raciones fundamentales pueden explicarse como inversas de éstas, asi, la resta,
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la division, la potenciacién, la logaritmacién y la radicacién. Conviene ir
adaptando la mentalidad del principiante al cardcter formal (abstracto) de estas
leyes, pues ello contribuird a la comprension de los problemas que ulteriormente
le planteardn las matemdticas superiores. Por otra parte, el conjunto de estas
leyes formales constituird una definicién indirecta de los nimeros reales y de
las operaciones fundamentales. Estas leyes que no requieren demostracién, pues
son de aprehensiéon inmediata, se llaman axiomas.

IGUALDAD

I Axioma de identidad: a =a.

IL Axioma de reciprocidad: si a=b, tenemos que b=a.

III. Axioma de transitividad: si a=b y b=¢, tenemos que a=c.

SUMA © ADICION

L Axioma de uniformidad: la suma de dos nimeros es siempre igual,
es decir, Unica; asi, si a=b y ¢=d, tenemos que a+c=0b+d.

II. Axioma de conmutatividad: a4+ b =0 +a.

II1. Axioma de asociatividad: (a+b)+c=a+ (b+0).

IV. Axioma de identidad, o moédulo de la suma: hay un ntmero y solo

un numero, el cero, de modo que a+ 0 =0+ a=a, para cualquier valor de a.
De ahi que el cero reciba el nombre ‘de elemento idéntico o mddulo de la suma.

MULTIPLICACION

L Axioma de uniformidad: el producto de dos ntiimeros es siempre igual,
es decir, Unico, asi si a=b y ¢=d, tenemos que ac= bd.

IL. Axioma de conmutatividad: ab = ba.

IIL. Axioma de asociatividad: (ab)c= a (be).

V. Axioma de distributividad: con respecto a la suma tenemos que
a(b+c)=ab+ac.

V. Axioma de identidad, o médulo del producto: hay un niamero y sélo
un namero, ¢l uno (1), de modo que a.l =1.a=a, para cualquier valor de a.
VI. Axioma de existencia del inverso: para todo ntmero real a0

(a distinto de cero) corresponde un ntmero real, y sélo uno, x, de modo que
ax = 1. Este niimero x se llama inverso o reciproco de a, y se representa por 1/a.

AXIOMAS DE ORDEN

2 Tricotomia: Si tenemos dos nimeros reales a y b sélo puede haber una
relacién, y sélo una, entre ambos, que a>b; a=b o a<b.
I Monotonia de la suma: si a>b tenemos que a+c>b+ec.

I1I. Monotonia de la multiplicacién: si @ > b y ¢> 0 tenemos que ac > be.
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AXIOMA DE CONTINUIDAD

1. Si tenemos dos conjuntos de nimeros reales A y B, de modo que todo
niimero de A es menor que cualquier nimero de B, existird siempre un niimero
real ¢ con el que se verifique a = ¢ = b, en que a es un numero que estd
dentro del conjunto A, y b es un niimero que estd dentro del conjunto B.

OPERACIONES FUNDAMENTALES CON LOS NUMEROS RELATIYVOS
SUMA DE NUMEROS RELATIVOS

En la suma o adicion de numeros relativos podemos considerar cuatro
casos: sumar dos numeros positivos; sumar dos nimeros negativos; sumar un
positivo con otro negativo, y sumar el cero con un numero positivo o negativo.

1) Suma de dos nimeros positivos

Regla

Para sumar dos niimeros positivos se procede a la suma (+4)+(+2)=+6
aritmética de los valores absolutos de ambos niimeros, y al
resultado obtenido se le antepone el signo +. Asi tenemos:

Podemos representar la suma de dos niimeros positivos del siguiente modo:

"
] ]

+4 > +9—
L ]

+1 +2 +*3 +4 +§ +6 +7

2) Suma de dos numeros negativos

Regla

Para sumar dos numeros negativos se procede a la suma —9H+(-2)=-6
aritmética de los valores absolutos de ambos, y al resultado
obtenido se le antepone el signo —. Asi tefiemos: Ly

modo:

\
o
-V

~—2 < 4

i
1
I

7 -6 -5 -4 -3 -2 =1 0 +# +2 +3 +4

ALOEBHA BALDOM - 3
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3) Suma de un nimero positivo y otro negativo

Regla

Para sumar un nimero positivo y un niimero negativo N Oy i
se procede a hallar la diferencia aritmética de los valores (1_ g)i( sy 2)__ 4
absolutos de ambos numeros, y al resultado obtenido se le (=6 +(+2)=
antepone el signo del nimero mayor. Cuando los dos niime- (—6)+(+6)=0
ros tienen igual valor absoluto y signos distintos la suma es (+6)+(—6)=0

cero. Asi tenemos:

Podemos representar la suma de un numero positivo y otro negativo de
los siguientes modos:

Representacion grifica de la suma de un nuimero positivo y un nimero
negativo, en que el nimero positivo tiene mayor valor absoluto que el negativo:

FIGURA 4 ]

Representacién grifica de la suma de un nimero positivo y un ntmero
negativo, en que el nimero negativo tiene mayor valor absoluto que el positivo:

BT T A

I
wy
I

Representacién grifica de la suma de un numero positivo y un ntmero
negativo, en que el valor absoluto de ambos nimeros es igual.

0

+ 6 =

5 :

-6 -5 -4 -3 -2 -1 :" )

t = I ~+ E + 5 + —

. ik N +1 +2 +3 +4 +5 +6
' % !
< 6 :
0

l FIGURA 6 |
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49 Suma de cero y un nimero positivo o negativo
Regla

La suma de cero con cualquier nimero positivo o negativo nos dard
el mismo nuimero positivo o negativo.

(+4)+0=+4
e
Asi tenemos (_ & +0=—4

En general: —————————» a+0=0+a=a

En que a puede ser positivo, negativo o nulo.

SUSTRACCION DE MUMEROS RELATIVOS

Llamamos opuesto de un nuimero al mismo numero con (+m)+(—m)=0
signo contrario. Asf, decimos que —m es opuesto de +m.
Ya vimos en un caso de la suma que:

La sustraccién es una operaciéon inversa de la suma que .
consiste en hallar un nuimero x (llamado diferencia), tal que, x+m=n (1)
sumado con un numero dado m, dé un resultado igual a otro

numero n, de modo que se verifique:

Llamando m' al opuesto de m, podemos determinar
la diferencia x, sumando en ambos miembros de la
igualdad (1), el nimero m’; en electo:

xt+m+m'=n+m’ (2)

Si observamos el primer miembro de esta igualdad (2), x=n+m" (3)
veremos que aplicando el axioma de asociatividad tenemos:
m+m'=0, y como x+ 0=x, tendremos:

que es lo que queriamos demostrar, es decir, que para hallar la diferencia
entre n y m basta sumarle a n el opuesto de m (m’). Y como hemos visto que
para hallar el opuesto de un numero basta cambiarle el signo, podemos enun-
ciar la siguiente

Regla

Para hallar la diferencia entre dos nu- (+8—(H+4H=(+8)+(—4=+4
meros relativos se suma al minuendo el sus- +8)—(—H=(+8)+(+4)=+12
traendo, cambidndole el signo. Ry — - N

e A jEo-y=Ca+-9=-1

(8 —(—)=(-8)+(+9=—14

REPRESENTACION GRAFICA DE LA SUSTRACCION DE NUMEROS RELATIVOS

Por medio de la interpretacién geométrica de la sustraccién de nuimeros
relativos, podemos expresar la distancia, en unidades, que hay entre el punto
que representa al minuendo y el punto que representa al sustraendo, asi como
el sentido (negativo o positivo) de esa distancia.
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Para expresar la diferencia (+4) — (—8) =+ 12, tendremos:

+12

==Y

A0 =28 M a2 33 a4
I FIGURA 7 !

Para expresar la diferencia (—8) — (4 4) = — 12, tendremos:

e i B (e R = T (L {7 SR

l FIGURA 8 l

MULTIPLICACION DE NUMEROS RELATIVOS

Regla

El producto de dos nimeros relativos se halla multiplicando los valores
absolutos de ambos. El producto hallado llevard signo positivo (+), si los
signos de ambos factores son iguales; llevara signo negativo (—), si los fac
tores tienen signos distintos. Si uno de los factores es ( el producto serd 0.

Cuando operamos con simbolos literales (+2) (+3)=+6 (0) (+3)=0
el producto es siempre indicado, bien en la (—=2) (—-3)=+6 ©) (—3)=0

forma a x b; .bien en la forma a.b; y mas +2) (-3)=—6 00=0
usualmente ab. iy

Asi: A iid) d)==8

El siguiente cuadro es un medio de re- 4 por + da + + por — da —
cordar ficilmente la ley de los signos en la — por — da 4+ — por + da —

multiplicacién de los ntimeros relativos.

REPRESENTACION GRAFICA DEL PRODUCTO DE DOS NUMEROS RELATIVOS

El producto de dos ntimeros relativos puede expresarse geométricamente
como el 4rea de un rectingulo cuyo largo y cuyo ancho vienen dados por
ambos nimeros. A esta drea podemos atribuirle un valor positivo o negativo,
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segiin que sus lados tengan valores de un mismo sentido o de sentidos dis-
tintos respectivamente.

A
Y

=3 +3

A 4

| FIGURA 9

POTENCIA DE NUMEROS RELATIVOS

Llamamos potencia de un ntmero relativo al producto
de tomarlo como factor tantas veces como se quiera. Si a -
es un numero relativo cualquiera y m>1 es un numero _ . veces
natural, tendremos la notacién a®, que se lee a elevado a la GE=0.GB . eiveass @
enésima potencia. e indica que a debe tomarse como factor n
veces. Asi:

En la notacién a" =x, llamamos potencia al producto x, base al
nimero que tomamos como factor g, y exponente a n, que nos indica B
las veces que debemos tomar como factor a a. A la operacién de hallar 4° =1024
el producto x, la llamamos potenciacién o elevacién a potencia. g

Ejemplo:
En este ejemplo, 4 es la base; 5 es el exponente, y 1024 es la potencia.

Regla
La potencia de un namero positivo siempre es positiva. La po- ai=+A
tencia de un numero negativo sera positiva si el exponente es enteroff (—a)? =+ A

. . g ; 3=
y par: negativa si el exponente entero es impar. Asi: ( a‘)‘a_iz
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PRODUCTO DE DOS POTENCIAS DE IGUAL BASE

Regla
Para multiplicar dos potencias de igual base, am , g" = a™n
se eleva dicha base a la potencia que resulte de la (8)2(3)* = 82+ = 36 =729

suma de los exponentes respectivos. Ejemplo:

POTENCIA DE UNA POTENCIA

Regla

Para hallar la potencia de una potencia se mul- (aP)P = qosm = grm
tiplican los exponentes y se mantiene la base primi- _ (—92)8—_928—_9¢6 _g4
tiva, Ejemplo: ”

Hay que poner especial cuidado en no confun- g
dir la potencia de una potencia, con la elevacién de (4%)" =428 = 45 = 4096
un nimero a una potencia cuyo exponente, a la vez (.;;ziﬂj=4ziax2=4a=65536
esté afectado por otro exponente. Asi, no es lo mismo

(4%)* que (423). Ejemplo: P

DIVISION DE NUMEROS RELATIVOS

Ya vimos, al tratar de las leyes formales de la multiplicacién, que de
acuerdo con el axioma VI (existencia del inverso), a todo ntmero real a+ (),
corresponde un numero real, y sé6lo uno, x, de modo que ax =1. Lste nu-
mero x se llama inverso o reciproco de a, y se representa por 1/a.

) , El inverso de +4 es + }
El inverso o reciproco de un numero rela-

: : ek ; ; El inverso de —4 es —1
tivo cualquiera distinto de cero tiene su mismo El i o d VT es 1
signo. A mverso de — V' J es — N

El inverso de + 1 es + 2

La divisiéon es una operaciéon inversa de la multiplicaciéon que consiste
en hallar uno de los factores, conocidos el otro factor y el producto. Es decir,
dado el dividendo d y el divisor d' hallar el cociente ¢, de modo que se ve-
rifique d'c =d. '

Recordamos que esta operacién solo es posible si d' es distinto de cero.

Aplicando el axioma de existencia del inverso, tenemos que:

1/d' (d'¢)=1/d"' d
Sabemos que: 1/d" (d'c)=@1/d" d') e=(+1)c=c
Eliminando queda: ¢=1/d" d
De lo cual deducimos la siguiente

Regla

Para dividir un nimero cualquiera d por otro niimero distinto de cero d’,
multiplicamos d por el reciproco d' (1/d’). El cociente que resulte serd positivo
si los dos ntimeros son del mismo signo; y negativo, si son de signos contrarios.

+ entre + da +
Con el siguiente cuadro podemos recordar ficilmente la §— entre — da +
ley de los signos de la division con numeros relativos. + entre — =

entre
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Ahora que estudiamos la divisién, podemos enunciar tres casos de la
elevacién a potencia de un nimero cualquiera.
a° =41

1) Si un numero cualquiera a0, se ) 80 =41

eleva a la potencia ( es igual a +1. Asi:

2) Si un numero cualquiera a0, se eleva a un exponente
negativo cualquiera —m es igual al reciproco de la potencia a™, de
exponente positivo. Asi:

*

3) La division de dos potencias de igual base es igual am e
a la base elevada a la potencia que dé la diferencia de ambos ;;_::ﬂ
exponentes. Asi: 4
3" s o=

UMIFORMIDAD DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS RELATIVOS

Hemos visto en las operaciones estudiadas, a saber: suma, resta, multipli-
cacién, potenciacién y division, que se cumple en todas ellas el axioma de
uniformidad. Quiere esto significar que cuando sometemos dos numeros rela-
tivos a cualguiera de las operaciones mencionadas, el resultado es uno, y sélo
uno, es decir, tnico. Sin embargo, cuando extraemos la raiz cuadrada de un
numero positivo, tenemos un resultado doble. Pues como veremos, al estudiar
la extraccién de las raices, un numero positivo cualquiera siempre tiene dos
raices e grado par,una positiva y otra negativa.

Asi: VH+a==xad porque: { (+a')*=(+a’)(+a’)=+a
(—a')?=(—d)(-a)=+a
del mismo modo: vV F64==8 porque:§ (+ 8)2 = (+ 8) (+8) =+ 64

(— 8)2 =(— B8) (— 8) =+ 64

POSIBILIDAD DE AMPLIAR EL CAMPO NUMERICO

Los numeros reales no cierran la posibilidad de ampliacién del campo
numérico. Tal posibilidad se mantiene abierta para la introduccién de nuevos
entes, siempre que tales entes cumplan las leyes formales. Dentro de los limites
de este texto, el estudiante todavia se enfrentard con una nueva ampliacién
del campo numérico. Se trata del mimero complejo, que es un par de numeros
dados en un orden determinado y que estd constituido por un numero real
y un nuimero imaginario. Con estos numeros podremos representar un punto
cualquiera en el plano. En el capitulo XXXII se presentard una discusién
amplia sobre estos nimeros.




EL ALGEBRA EN EL ANTIGUO EGIPTO (5,000-500
A, C.) En Egipto, maravilloso pueblo de faraones y
pirimides, encontramos los primeros vestigios del de-
sarrollo do una ciencia matemitica. Sus exigencias vi-
tales, sujetas a las periédicas inundaciones del Nilo,

SUMA

los llevaron a perfeccionar la Aritmética y la Geome-
tria. En el papiro de Rhind, debido al escriba Ahmes
(1650 A. C.), el mis valioso y antiguo documento
matemaitico que existe, se presentan entre multiples
problemas, soluciones de ecuaciones de segundo grado.

capiruto |

LA SUMA O ADICION es una operacién que tiene por objeto reunir
dos o mds expresiones algebraicas (sumandos) en una sola expresién

algebraica (suma).

Asi, la suma de a y b es a+ b, porque esta ultima expresién es la reu-
nién de las dos expresiones algebraicas dadas: a y b.

La suma de a y —b es a—b, porque esta ultima expresion es la
reunién de las dos expresiones dadas: a y —b.

@CARACTER GENERAL DE LA SUMA ALGEBRAICA

En Aritmética, la suma siempre significa aumento, pero en Algebra
la suma es un concepto mds general, pues puede significar aumento o dis-
minucién, ya que hay sumas algebraicas como la del ultimo ejemplo, que

equivale a una resta en Aritmética.

Resulta, pues, que sumar una cantidad negativa equivale a restar una
cantidad positiva de igual valor absoluto.
Asi, la suma de m y —n es m —n, que equivale a restar de m el valor

absoluto de —n que es |nl.

La suma de —2x y — 3y es —2x — 3y, que equivale a restar de —2x el

valor absoluto de — 3y que es[3y|.

40
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REGLA GENERAL PARA SUMAR

Para sumar dos 0 mds expresiones algebraicas se escriben unas a con-
tinuaciéon de las otras con sus propios signos y se reducen los términos se-
mejantes si los hay.

I. SUMA DE MONOMIOS

1) Sumar 5a, 6b y 8c.

Los escribimos unos a continuacién de otros con sus k ba+6b+8c. R.
propios signos, y como ba=-+ba, 6b=+6b y 8c=+8¢ la suma serd: /

El orden de los sumandos no altera la suma. Asi, 5a+ 6b+ 8c es lo
mismo que 5a+ 8¢+ 6b o que 6b + 8¢+ Ha.

Esta es la Ley Conmutativa de la suma.

2) Sumar 3a*b, 4ab?, a*b, Tab® y 6b°.

Tendremos: 342b + 4abd + a2b + Tabd + b5,

Reduciendo los términos © da®+11ab*+6b%. R.
semejantes, queda: /
3) Sumar 3a y —2b.

Cuando algiin sumando es negativo, suele incluirse 3a+(—2b)

. - % 4 A
dentro de un paréntesis para indicar la suma; asi: .

La suma seri: 3u—2b. R.

4) Suma Ta, —8b, —15a, 9b, —4c y 8.
Tendremos:
Ta+(—8b)+(—15a)+9b+(—4c)+8=Ta—8b—15a+9b—4c+8=—8a+b—4c+8. R.

6) Sumar Eaz, iab, - 202, ——gab, Ea". -fb*.
2a2+ Jab + (— 20%) + (— Sab) + Ja* + (— $b?)

=3 1 2 8 1o 3302 1., 139
=3a*+;ab —2b*—sab +3a° -b?=a*—<ab— b R.

B EJERCICIO 15
Sumar: i .

1. m, n. 1. —11m, 8m. 18.  —oxy, —xy. 24. a,,—b, 2c

2 m,—n 12. 9ab, —15ab. g 2 25. 3m, —2n, 4p.
3. —3a, 4b. 13. —xy, —9xy. 19. —-abe, -—?abc. 26. a®, —Tab, —5b*.
4. 5b, —6a. 14. mn, —11mn. s & 27. x2, —3xy, —4}'3.
B 7 =6 2. 4ol 20, —4x?y, Sx2y. 28. 3, —x%, 6.

6. —6, 9. 15. e, —3b. 4 . 29. 2a, —b, 3a.

7. —2x, 3y. i 21. —mn, —mn. 30. —m, —8n, 4n.
g‘ gm’ff = 18. b, 7e 22. a, b, c 31. —Tay 8a, —b.
. ba, Ta. 4

10. —8x, —bx.  17. b, b 23. a,—b,c. 82. Sx, oy, —¢x
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DL S . >~ =3 42. m?, —4m®n, 5m®, —Tmn?, —4m*n, —5m3.
Ly S 43. gxs =1 y %, _6)]1 4:, —6z.
—T7a® 5ab, 3b*, —a?. 44. 6a?, —7b2, —11, —5ab, 9a2, —8b2.
—Tmn2, —6m, 1Tmn2, —4m. 45. —x%*, —bxy®, —dyt, Txy?, —8, x%y2.
X%, _an)’-‘ 5, —Tx?, 4x%. 46. 3a, %b! -4, —b, —%d' 6.
2 i —x2
e e TN WO v il Sl
—8a?b, Hab?, —a*b, —11ab?, —Tb8, 47 x4 Xy, =Y — Xy, XY s

mg' —Sm"n. 7m”3’ —ﬂ-s, 7??12?1. 48. 531' _Sa:+1' 8ax +2' ax+ l, 50’”’1, —Ha*.
8 2 1 1 r
-;—a} -:—b, -—%a' %b' —6. 49. -‘_xal _"'E“'xya ?723 "‘?x)h xzs 5y.3.
a, —3b, —8c, 4b, —a; 8c. 50. ~a2b, -ab?, ——a%b, cab?, ath, —ab2.

Il. SUMA DE POLINOMIOS

1) Sumar a—b, 2a+3b—c y —4a+5b.

La suma suele indicarse incluyendo (a—b)+(2a+3b—c)+ (—4a+5b).

los sumandos dentro de paréntesis; asi:
Ahora colocamos todos los términos de estos polinomios unos a conti-
nuaciéon de otros con sus propios signos, y tendremos:
a—b+2a+8b—c—4a+bb=—a+T7b—c. R.
En la prictica, suelen colocarse los polinomios unos debajo de los
otros de modo que los términos semejantes queden en columna; se hace la
reduccién de éstos, separdndolos unos de otros con sus propios signos.

a— b
Asi, la suma anterior 2a+3b—c
se verifica de esta manera: / —4a+5b P
— a+Tb—c¢c. R.
2) Sumar 3m—2n-+4, 6n+4p—>5, 8n—6 y m—n—4p.
Tendremos: 3m— 2n +4
bn+4p—5
. 8n —6
m— n-——4p
4m+1ln -7. R.

PRUEBA DE LA SUMA POR EL VALOR NUMERICO

Se halla el valor numérico de los sumandos y de la suma para los mis-
mos valores, que fijamos nosotros, de las letras. Si la operacién estd co-
rrecta, la suma algebraica de los valores numéricos de los sumandos debe
ser igual al valor numérico de la suma.
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Ejemplo I

Sumar 8a—3b+5c—d, —2b+c—4d y —3a+5b—c y probar el resultade
por el valor numérico para a=1, b=2, c=3, d=4.

Tendremos: 8a—3b+5c— d= 8— é+15— 4= 13
—2b+ c—4d= — 44 3—16= — 17

—3a+5b— ¢ ==34+10— 3 = 4

5a + 5¢—5d 5 +15—20= 0

La suma de los valores numéricos de los sumandos 13 — 17 -+ 4 =0, igual que el va-
lor numérico de la suma que también es cero.

- EJERCICIO 16

Hallar la suma de:

3a+2b—c; 2a+3b+c. 7. —Tx—4y+6z; 10x—20y—8z; —5x+24y+2z.
Ta—4b+5¢; —Ta+4b—6¢. 8 —2m+3n—6; 3m—8n+8; —5m-+n—10.
m-+n—p; —m—n+p. 9. —ba—2b—3¢; Ta—3b+5¢; —8a+5b—3c.
9x—3y+5; —x—y+4; —dx-+4y—9. 10.  ab+be+ed; —8ab—3be—3cd; Hab+2bc+2cd.
a-+b—c; 2a+2b—2¢; —3a—b+3c. 11, ax—ay—az; —bax—Tay—6az; 4ax+9ay-+8az,
ptq+r; —2p—6q+3r; p+59—8r. 12. 5x—Ty+8; —y+6—4x; 9—3x+8y.

13. —am+6mn—4s; 6s—am—bmn; —2s—5mn+3am.

14 92a+3b; 6b—4c; —a+8e.

15. 6m—3n; —dn+5p; —m—>5p.

16. 2a+3b; 5¢—4; Ba+6; Tc—9.

17.  2x—3y; 52+9; 6x—4; 3y—>b.

18. ®a-+3b—c; ba—b+c; —a—b—c; Ta—b+4e.

19, Tx+2y—4; 9y—62+5; —y+3z—6; —5+8x—3y.

20. —m—n—p; m+2n—>5; 3p—6m-+4; 2n+5m—8_.

21. bHa*—3a™—Ta"; —8a*+5Ham—%a"; —1la*+-5a™+16a".

29 ,6ma+1_7mn+2_..5mn+s; 4ma+1_7ma+2_ma+3; ——5m“+1+3m”"’+]2m”“.
23.  Bx4ytztu; —3x—4y—2z+3u; 4x+Hy+3z—du; —Ix—y+i+2u.
24.  a+b—c+d; a—b+ec—d; —2a+3b—2c+d; —3a—3b+4c—d.

25. bab—3bc+4cd; 2bc+2cd—3de; 4be—2ab+3de; —3bc—6ed—ab.
26. a—b; b—c; c+d; a—c; c—d; d—a; a—d.

3) Sumar 3x2—4xy+7y?, —5xy+6x2—3y> y —6y2—8xy—9x2

Si los polinomios que se suman pueden ordenarse con relacién a una
letra, deben ordenarse todos con relacién a una misma letra antes de
sumar.

3x2— dxy+ y*

Asi, en este caso vamos a ordenar en orden 6x2— bHxy—3y*

descendente con relacién a x y tendremos:_______/" —9x%— 8xy—6y*
—17xy -8y R




Neop W

44 @ ALGEBRA

4) Sumar
a*b — b* +ab?, —2a*b*+ 4ab® + 2b* y 5a°b — 4ab® — Ga*b* — b* — 6.
a*b +.ab¥~ b
Ordenando con relacion a la a _ — 2a*b* + dab® + 2b1
se tiene: & o 5a%b — 6a*b? — 4ab® — b*—6
6a*b — 8a*b* + ab? —6. R.
@ EJERCICIO 17
Hallar la suma de:
x2+4+4x; —bx+x2. 8. Sx+4x¥;, —4x?4+5; —x%+4x2—6.
a*+ab; —2ab+b2. 9. x2—3xy+y%; —2y2+3xy—x?; x24+3xy—y2.
x34+2x; —x2+4. 10. a*-3ab+b? —bHab+a*—b2 Sab—b*—2a
a*—3a?; a®+4a. 11. —7x*45x—6; 8x—9+4x2; —Tx+14—x2.
—x243x; x3+6. 12. a%—4a+5; a®—2a%+6; a*—Ta+4.
x2—4x; —Tx+6; 3x2—5. 13. —x2+x—6; x8—Tx245; —x34+8x—5.
m2+4n?;, —3mn+4n®, —5m?—5bn2 14, a3—b3; Ha*b—4ab?; ad—Tab2—bs,
16.  x34-xy24y8; —bx2y+x3—y8; 2x3—4xy2—5y3.
16. —Tm2n+4n3;, m3+6mn2—n®, —m3*+Tm2n+5ns.

17. x*—x¥4x; x3—4x2+5; Tx2—4x+6.

18. a*+a®+6; a®—3a+8; a*—a*—14.

19. xP+x—0; 3x4—Tx2+46; —3x3—4x+4-b,

20. a*+a; a®+5; Ta*+4a; —8a*—6.

21. xt—x?? —5xBy+6xy%; —d4xyS4yt; —4xiyi—6,

22. xy+x% —Ty*+4xy—x?; Hy*—x2+6xy; —6x2—4xy+y2.

23. a®—8ax?+x3;, 5a®x—6ax?—x?; 3a®—5a*x—x3; a®+14ax2—x3.

24, —8a*m+6bam*—m?; a*—Sam*+m?3; —4da*+4a*m—3am?; Ta*m—4am*—6.
26. x5—xSy2—xyt; 2x%y4-3x2y3—y; 3x8y2—4xyt—y%; x54-5xyt42y0,

26. a"+a+-a?; a'+a®+6; 3a*+-Ha—8; —aS—4a*—5a+6.

27. a'—=b*;, —adb+a?b*—ab?; —3at+5a3b—4a®b?; —4a80+3a2b2—3b%,

28. mi—ni+6m3n; —4dm2n+5mn2+nd; md3—nd+6mn2; —2m3—2m3n+nd.
29. a*—3a*%; 5a*1+6a*3; Ta*3+a*%; a*1—13a%S.

30. ax+2_.a:+ax+l; _3ax+n_.ax—l+at—2; —a*-4a%+ 3—53’““2; a* l—gx24qgx+2

@ SUMA DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIOMARIOS
1) Sumar 1-::3 + 2y° —-:—x’*y +3, —:;:ﬁy + i»xyz _i;:yn, -—E:yﬂ + ixyz =B
Tendremos:

%x" = I;éx%' + 2y +3
— Xty +xyr— 3y
1

17
o5

1 l 7 15
;xs - ;x’y + Exy’ + l-l-ya —-2. R.
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@ EJERCICIO 18
Hallar la suma de:
1 1 1 1
1, sxP+xy; <xy oyt
1

2. a2+%a&; —;ab+:;b2; —%ab-—sb”-

3 x4+ gx'y; — %xy +y%. — '—I:xy +§y'~’.

3 1 2 1 2 53 1
N e R s e 2 =

2
b. §a2+%ab—§b9; gag—l—loab+£b2: —%a’+2—1°ab—§b2.
Doy~ e 4
7. a*—3ab?+ b% ga*b —Sab? — 2b%; % —a%b — b,
8. x*—x2+5; :-xs—gx—& ——Ex*-{-%x"—-;x.

2 1 2 1 1 3 1
9. -md—-mn?+-nd -mP*n+-mn2—-n3; md—- n—nd
8 4 ] 6 8 ] 2

10. x4+ 2x2y2 + ?y‘: _.:ﬁx4 + ;x"’)’z _ Exy:: . %y4; - Exsy = -:x'.’),z i 37),4.

L1}
1 1
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2 4 8 1 2 1 3
Bt gecny A opde oy = ot dati o ey o Tt g
1. % 3% +ﬁx. 3x +1x x5 Rt X5 x+5t 4

10
3

12 2a3+5 2 1y, a‘x Tax“ Ixa' 2a3+1a”x ! ax?
Y X Ty —r § L 2 g

8 3 1 a8 L] 8
6 _ g4 20 _ab g8 g —_gt__pn2 R p—
13. a a*+a%; l,‘ﬁ‘. Sﬂ. 20. TG sﬂ + 6; sﬂ 6.

1

: i '8 5, 1 2 1
14. x5 —y% —xdy? —;xy"' — 0% FxYy — X8 — oy%; 2xy — =x3y? — 2y,

» EJERCICIO 19

Sumar las expresiones siguientes y hallar el valor numérico del resultado

para a=2, =3, ¢=10, x=5, y =4, m:—}, n:%_

1. 4x—by; —3x+6y—8; —x+y.
2. x*—Hx+8; —x*4+10x—30; —6x245x—>50.
3. xt—yt —Sxy?—84-2x% —4x'4Txdy+10xy3.
4. 3m—im+6; —6m+8—20n; —20n+12m—12,
b, nx+en—ab; —ab+4-8nx—2¢n; —ab+nx—>5.
8. a*+b% —3a2b+8ab%—b3; —5Ha8—6ab2+8; 3a2b—2b3,
7. 2Tm34-125n8%, —9m*n+25mn?; —14mn*—8; 11mn*+10m?n.
8- x""+y"—2+m*"‘; Dyn—1_ 2 b—2_2mx--4; 3)!"_2—2?7:‘"‘.
9. n"l—m<348; —5n"1—3m*-34-10; 4nt145m*—3—18.
10. x3y—xy3+5; xi—x%y24+5x%—6; —6xy?+x2y2+2; —y*+3xy3+1.
3 2., 1 TP | 1
11- Ta2+?b23 —"‘g"ﬂb-}-?bs. _sab-'_s'bgﬂ
9 a5 % 1.5 LN W S
i ;;m’-l-;ﬂz—T. “'15??‘”34‘?. ;n3+§m = —31m2 30mn+3.
13. -;—b’m——icn-& %bﬂm+6—:—ocn; —%b’m+-;~cn+4: 2cn+%—%b’m.
14. 0.2¢°40.4ab*—0.5a%b; —0.8b3+40.6ab®—0.3a2b; —0.4a%46—0.8a2b; 0.2a3

+0.96%4-1.5a2b.




EL CALCULO EN CALDEA Y ASIRIA (5,000-500) tiempo (1930), figuran operaciones algebraicas con
A, C.). No ha sido sino recientemente que se ha ecuaciones de segundo grado y tablas de potencias
puesto de manifiesto la enorme contribucion de los que requieren un dominio de la matematica elemen-
caldeos, asirios z.blbilonim al acervo matemitico de tal, pero no supone uta que los caldeos tuvieran

la Humanidad. tablillas descifradas hace muy poco toda una pcion  a ta de las matemiticas.

capiruto |||

RESTA
LA RESTA O SUSTRACCION es una operacién que tiene por obje-

to, dada una suma de dos sumandos (minuendo) y uno de ellos (sus-
traendo), hallar el otro sumando (resta o diferencia).

Es evidente, de esta definicién, que la suma del sustraendo y la dife-
rencia tiene que ser el minuendo.

Si de a (minuendo) queremos restar b (sustraendo), la diferencia sera
a—b. En efecto: a—b sera la diferencia si sumada con el sustraendo b
reproduce el minuendo a, y en efecto: a—b+ b=a.

REGLA GENERAL PARA RESTAR

Se escribe el minuendo con sus propios signos y a continuacién el
sustraendo con los signos cambiados y se reducen los términos semejantes,
si los hay,

I. RESTA DE MONOMIOS

1) De —4 restar 7.

Escribimos el minuendo —4 con su propio signo
—4-7=-11. R,
y a continuacion el sustraendo 7 con el s:gno cambiado _
y la resta serd: — — . /
En efecto: —11 es la diferencia porque sumada 5 SRS

con el sustraendo 7 reproduce el minuendo —4:-

46
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2) Restar 4b de 2a.

Escribimos el minuendo 2a con su signo y a continua- . 22-4b. R
cion el sustraendo 40 con el signo cambiado y la resta serd:

En efecto: 2a—4b es la diferencia, porque su- 2a—4b + 4b=2a.
mada con el sustraendo 4b reproduce el minuendo: M

3) Restar 4a*b de — b5a*b.

Eﬁcnbo' el minuendo — 5a~b2y — 5a*b —4a%b = — 9a%h. R.
a continuaeion el sustraendo 4a®b
con el signo cambiado y tengo: -
—9a*b es la diferencia, porque sumada con —9a%b + 4ab = — 5a*b.

el sustraendo 44*b reproduce el minuendo:

4) De 7 restar — 4,

Cuando el sustraendo es negativo suele incluirse den-
tro de un paréntesis para indicar la operacion, de este mo-
do distinguimos el signo — que indica la resta del signo —
que senala el cardcter negativo del sustraendo. Asi:

T—(-4)=T+4=11. R.

El signo — delante del paréntesis estd para indicar la resta y este sig-
no no tiene mds objeto que decirnos, de acuerdo con la regla general para
restar, que debemos cambiar el signo al sustraendo —4. Por eso’a conti-
nuacion del minuendo 7 escribimos + 4.

5) De 7x3y* restar — 8xdyi,
Tendremos: 7Tx®yt —(—8x%yt) = Tx3y? + 8x¥y* =15x%y*. R.

68) De —3ab restar —#ab.
Tendremos: —%ab—(—%ab)=—4ab+4ab=%}ab. R.

. CARACTER GENERAL DE LA RESTA ALGEBRAICA

En Aritmética la resta siempre implica disminucién, mientras que la
resta algebraica tiene un cardcter més general, pues puede significar dis-
minuciéon o aumento.

Hay restas algebraicas, como las de los ejemplos 4 y b anteriores, en
que la diferencia es mayor que el minuendo.

Los ejemplos 4, 6 y 6 nos dicen que restar una cantidad negativa equi-
vale a sumar la misma cantidad positiva.

B EJERCICIO 20
De:

1. —8 restar 5. 6. 2a restar 3b. 11. —9q* restar 5b2.
2.7 » 4. 7. 3b » 2, 12. —Txy n  —DyZ
3. 8 i} ) & 8. 4x i 6b. 13. 3a o 4a.
4- _8 Y _11- 9- _5a T ﬁb- 14 1]m2 FT] 25 m2
5 —1 5 -9, 10. —8x " —3. 15. —6x%y = —Py;




16.

17.

18.

8B

31.

32

a3.

34.

36.
36.

39.
40.
41.
42.
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11a®m?2 restar

—8ab*?
31x%y
—84ab

3ax+1

- —8xat2

3
=1
-5
_4
=T
-5

b

bm
—b6a
_5as
-9
—25

»
»
(1]
”

"

Restar
de

”»
»”
{1
"
”"

»”
"

i1
"
"
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—Ta%m?2.

—8ab*.

—46x%y.

—84a2b
5b" +2
1%

—2.
T
—8.
5.
—T.
2a.
—3x.
—2n.
3b.
8b.
—Ta.
25ab.

44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.

Gan
—4hHa*1
54bn—1

+ —3b6m*

b

—a
—3b
—11x8
14a%b
—43a%y
9ab
—31x3%y
a!
_7ax+l
om*
18a*1
—19m*

DE POLINOMIOS

restar

Lt
»

3a.
—4b.
H54x?,
T78a2h.
—54a?y.
—ab.
—31x%y.
—3ax.
311a*+L
105m*
—31a*L.
—236m*".

27.

29.
30.

55.
b6.

67.

58.

59.
60.

e | ow]ee
=
"

x'.a
—

|
m:La-.
o
[

1 I
e 3

45a%b*

®
e

- | alﬂl cn[" .L-'Im

|
%
S
=

®
o4

o

qué
8

|
- mhb.:

——m";
10
5
—a2b3,
G

b S
— ?a:!bk_

Cuando el sustraendo es un polinomio, hay que restar del minuendo
cada uno de los términos del sustraendo, asi que a continuacién del
minuendo escribiremos el sustraendo cambidndole el signo a todos sus
términos.

Ejemplos |

(1) De 4x — 3y + z restor 2x + 5z — 6.

La sustraccion se indica incluyendo el sustraen-
do en un paréntesis precedido del signo —, asi:

Ahora, dejamos el minuendo con sus propios sig-
nos y a continuacién escribimos el sustraendo
cambidndole el signo o todos sus términos y ten-

dremos:

Reduciendo los términos semejantes, tendremos:

L]
Asi, la resta anterior se verifica de esta manera: ——

— 2x

=Yt ik se=6)

4x—3y+z—2x—52+6.

=3y —4zt6 R
En la practica suele escribirse el sustraendo con sus signos cambiados deba-
jo del minvendo, de modo que los términos semejantes queden en columna y
se hace la reduccién de éstos, separdndolos unos de ofros con sus propios signos.

4x—3y+ z

—5z+6
2x —3y — 4z + 6.
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PRUEBA
La diferencia sumada con el sustraendo debe dar el minuendo.
En el ejemplo anterior, sumando la dife- 2x—3y—4z+6
rencia 2x —3y —4z+6 con el sustraen- 2x t52—-6
do 2x + 5z — 6, tendremos: - 45—y + z (ingenda)
(2) Restar — 4a®b — ab® + 6a®b3 — a2b* — 3b® de 8a'h?® + o — dab! + éab?.
Al escribir el sustraendo, con sus signos cambiados, debajo del minuendo,
deben ordenarse ambos con relacién a una misma letra.
Asi, en este caso, ordenan- a® + 8aibh2 — 4a%b* + 6ab”
do en orden -descendente + 4a0°b —6a®b® 4+ o?b*+ ab®+ 3b°
7 | {6 . . i o
;g%?mm° @@ 5 ab+ dadh + Ba'b? — 6a%b® — 3a%bt + 7abd + 3. R.
La diferenicia suma- a® + 4a’h + 8a*h? — 6a%b® — 3a2b* + 7ab’ + 3b8
da con el sustraen- — 455 + 6a%b% — a?bt — b’ — 3b°
do, debe darnos el = i —
minuendo: /" a + 8ath? — 4a®b? + 6ab?® (minuendo).
(3) Restar —8a%x + 6 — 5ax® — x® de 7a®+ 8a’x +7ax® — 4 y probar el resul-

tade por el valor numérico.
7ax®* 4+ Bo®x +7a® — 4
Efectuemos la resta ordenando con relacién . x*+ Sax*+4 8o — 8

ala x: — 120 16t 7P —10. R

La prueba del valor numérico se efectia hallando el valor numérico del mi-
nuendo, del sustraendo con los signos cambiados y de la diferencia para
un mismo valor de las letras (el valor de cada letra lo escogemos nosotros).
Reduciendo el valor numérico de minuendo y sustraendo con el signo cam-
biado, debe darnos el valor numérico de la diferencia.

Asi, en el ejemplo Tax2+ ax~-7al= 4 28+16+7— 4=47
anterior para a=1, %5 (Briad ofr.. ‘Bedx — 6 =84+20+16 — 6= 38

KD, ARREE x* + 120x2 + 1602 + 7a® — 10 = 8+ 48 +32+7 — 10 = 85

» EJERCICIO 21

De:
a+b restar a—b. 9. x*—x*+6 restar 5x%—4x+6.
2x—3y restar —x-+2y. 10-  y*46y5—8 restar 2y'—3y*+6y.
S8a+b restar —3a-+4. 11. a*—6ab*+9a restar 15a*b—B8a+-5.
x*—3x restar —Hx+b. 12. x44-9xy?—11y* restar —8xiy—6xy*+20y*.
a®—a®b restar Ta2b+9ab2. 13. a+b+c—d restar —a—b-+c—d. )
x—y+z restar x—y-z. 14. ab+2ac—3cd—5Hde restar —4ac+8ab—5cd+?drz,
x-+y—z restar —x—y-z. 15. x3—9x+6x°—19 restar —11x?-21x—43+6x%

x2+y2—38xy restar —y?+4-3x2—4xy.  16. y"—9y*+6y?—31 restar —11y1+31y3—8y*—19y.

17. Hm3—9ni+6m*n—8mn? restar 14dmn*—21m?*n+5m*—18.

18. 4x3y—19xy3+y*—6x2y? restar ~x4—51xj:"+32952y9—2;;':'x3y.
19. m"+min?—9m2nt4+19 restar —13mPn?+16mn®—30m=*n*—061.
20. —abb+6a%b3—18ab5+42 restar —8a®-+9b%—11a*b2—11a%b?.
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21. 1—x24x*—x343x—06x5 restar —x8-+8x4—30x2415x—24.

22. —6x%y34-8x5—23x%y+1-80x%)*—18 restar —y®49xyi480—21x%y2— 51x31
23. mS—8mn?+-21m2nt+-8§—6mn® restar —23mSn-+14mSnd—24mnS+8nd—14.
24 x"—8x+16x—23x*—15 restar —8x8+25x4—30x34+51x—18.

26. 9a—15a*b?+-31a2b*—b%+14 restar 25a°b—15a1b2+53a%b*—9ab®+4359,
23' a"+a”‘—a“3 restar 50‘—60’*1—0“"2.

27. m*—ms143m*? restar 3m**+'—4m*+Hm* 24-8m>-t.

28. amti—_Tam+2_8gmi Gl restar —Hha™+3—-14am+2—11a™+1—8qm-1,

29. xtt2—Txs4Ox0-14-25x%2 restar —11x"+14-19x*+45x4 14 60x2—32,

30. mrH1—6mO 24 8mr3—19m0 restar SmU+HmP24Gmi S ma—t L gmn—s,

» EJERCICIO 22

Restar:
a—b de b—a. 11. m?—n?—3mn de —bm*—n?+6mn.
x—y de 2x-+3y. 12. —x®—x+6 de —8x%+5Hx—4.
—5a+b de —Ta+5. 13. m*+14m*+9 de 14m*—8n+16.
x2—5x de —x246. 14. ab—bc+6cd de 8ab+5bc+6ed.
x3—xy? de x%y+5xy2. 15. 25a*b—8ab*—b3 de a*—9a2b—b3.
6a?b—8a® de Ta2b+5Hab®. 16. xy*—6y*+4 de 6x*—8x2y—6xy2.
a—b+2¢ de —a+2b—3c. 17. m*+Tn—8c+d de m*—9n+1le+14.
m—n+p de —3n+dm-+5p. 18. T7a*b+5ab’—8a*b*+01 de Hat4-9a*b—40abd+6bt.
—x+y—2z de x+3y—6z. 19. 6x3—9x+6x*—7 de x5—8x*+25x2+15.

3a2+ab—6b2 de —5b*+8ab+a®.  20. x5—x%34+6xy*425)° de —3xyi—8xiy?—19y5+18.

21. 25x+25x3—18x2—11x°—46 de x2—6x14+8x2—9+415x.

292. Batb+adb2—15a2b3—45ab1—8 de a"—26aPb24-8abi—bb4-6.

23. 23y34-8yt—15y°—8y—5 de yS+4yi4y24-9.

24, TxT4+Hx5—23x34+-51x+36 de x8—x8+3xi—5x2—9.

25. y"—60x1y3+-90x%y*—50xy8—x2y® de xT—3x5y2+35x%y3—Bx2y5+-60.
26 a:+2_5ax+1_6ax d& ard—s_aalﬂ- 1_5

27. Ba™14ba*2*+Ta"+a 2 de —8a"+16a"4+15a" 243,

28. Jlxr+1—0xe+2—xst+i_18x%1 de 15x0+834Hxst2—Gxn4-4] a1,
29. 12a™2—5a"1—qm—8gm—1 de 9a™1—21am2426am84-14405,

30, —m*+t—E6m*+1—-23m*+2—m*1 de —15m*+3+4+50m*+1=14m*—6m*"1+8m="2.
1
(4) De 1 restar x*+ x+ 5. —5—x—x2
—4—x—x2 R
x*+x+5
El sustroendo x?+ x+ 5 sumado con la di- i
ferencia ‘“—4 — x — x2 nos da el minuendo: — —
1 (minuendo).
(5) Restar 9ab® — 11ab + Ba?b? — b* de ot —1.
Tendremos: at -1
11a®h — 8a?b? — 9ab® + b*
a* + 11a%b — 8a%h? —9ab‘+ b*—1. R..
B EJERCICIO 23
De:
1. 1 restar a—1. 3. —9 restar 3a+a®—5. 5. 1 restar a®—a*b+ab?.

2. 0 restar u—8. 4. 16 restar 5xy—x2+16. 8. x? restar —x%—8x%y—6xy2.
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7.  a® restar —Ba*b+Gab*—b3,

8. y* restar —Hxdy+4Txiy —8xyd.

9. m? restar a*m—a*+Ta*m>*—18am3+5m.

10. 16 restar b—a+c+d—14.

11. x?—] restar xy-+y2

12, a®+6 restar Ha*b—Rab2+bs,

13. Restar —5x*y+17xy*—5 de x¥+y3.

14. Restar 9x¥y—15x92—8x2y? de x4—1,

15. Restar —1la‘b+2a2b3-+8adb*—4abt de a4+ bo.
16. Restar H5x%—25x de x*+x2450.

17. Restar 9y°+17y*—y3+18y* de y®+y—41.

18. Restar —15a%b+17a%b3—14ab—b® de a®+9atb2+a2bt.
19. Restar —x*+5x—34 de x*+x3—11x.

20.  Restar m*n+Tmn?*—3n3 de m—1.

I}ESTA DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS

Ejemplos |

3 1 2 3 1
—x3 — D = A —ydyy — =yl
{1 ) De ux restar 2X axy -+ ‘X 2)" .

B 1
5

Tendremos: :
I =3

18-S 42 00t
X ‘xy+nxy+2y

20

11
10

B 0.8 1
A=y ottt oyt R
(Z) Restar —4a®b? —-llnab -F-Eazb2 —9 de — :zob + éozb"’ -8

Tendremos: %cﬁ‘b2 — %ab —8

4oPb® ~ 15762+ Jab+ 9

4a%b*— Ja®b?— jab+ 1. R.

@ EJERCICIO 24

De:
1 1 1 2 1 ] 4 2 1
S B Sy W <ol i, U {0

: ;@ restar ——a 5‘ab+ nb. 4 @ xb restar ,,‘H‘,,b- u

2 15 L 4 + : H b 5.2 8 restar _s_x 4 1 - F— l

A restar —xy + —yz — . L gt . o) ko g

s 3 1 2 5 2 - LA 2 1

3. Tbe restar ——ab+bc——ed. 6. —m®+ —n® restar ——m*n + —mn® —-—-n?.

e
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10.
11.

12.

para

O N ek 0 D

8 1 3 b 1 1
7. —a*+ —ab ——b?* restar —a® + —ab — —.
T a 53 14 2 8

8wy B B, g o WG
8. —x¥4 _xy— -y restar ——x* + 2y* — —xy.

[
5 7 8 7
8+ a — — restar ——g*—a+—.
9. a*+a a+uresar T +m+8
4 5, 5 y L
10. me+ —mn- — T—n3 restar — él—m‘*n -t ?mn*’ + nd — =

11, Sxt4 Tx*‘y - ixy"‘ + %y* restar x* 4 %—x";ﬂ = %xy" -+ z—y".

] 7
1 3 T & ) T 1 1 l
12. ?ﬂ'l"ﬁ—b—&—ﬂ-i'-g'd restar 20b+ﬁc Bd+3'

EJERCICIO 25

Restar:

—a— de a~—%a 4. ?—Ja—%b+%c de a4+ b —c.
Ta—?b de Ba+ 6b — 5. 5. m+n—p de -_im-i-—:%n-!*%p.

T 2 Qo i __E B g 1 .._1_
- de x¥+—x% —6. 6 —dt ftb-l— de ab—i— ab =

1
—mt - —m Int — -!-’—m??* de rm“?’l 4+ —m n? ?mrﬁ — 6.

'

-:;-+—?~x3y ——xy —-—x5 de —.—x Wt xy + -’y’*—t—ixy*—?.

Ll :—x*y2 + Ex"-y* 8t ey® de 1x*‘y + —x 2 — -—xsy’ S s ol "’.

L

— ~1.—x‘-!:v + —3xy2 __g.x3 +6 de ._‘xyﬁ = _xﬁy + _x:i — ___ya —=,

T
- Em" + — —m*n‘ + -—m nt— — de Em in? — —m‘n‘ + —?1'*

— Hc"d N Ed5 - [—jci‘d3 + —;-cd* de _%0" + -,_;-cgd“ — ?d“ + 17_, chd* + Ec*d —35.

EJERCICIO 26
Efectuar las restas siguientes y hallar el valor numérico del resultado

]

a=1, b=2, ¢=3, x=4, y=5 m=2, n=
De:

a*—ab restar 3ab+b2

a®4-b3 restar —5a2b+6ab2—9b3,

?-

. 1 b
—a restar ?b = + a.

3m*—=5in* restar m2+8mn+10n2.
—18x*y2+15y4 restar —16x%y—6xy3+9yt.
a*—Tam*+m? restar —5am2+8a2m—5ms.

2 7 1 1 T
—a®+ —ab — —b? restar —a? + ab — —b2,
a ] b & 10

2 3 v &, i 1 1 P X
S+ —mn? ——n? restar —m?®— MmN ——mn® — —n?,




SUMA Y RESTA COMBINADAS o 53

Restar:

9. ath2—5a*b® de a®—3a2bi+b5. 11, 11a2b—9ab2+b? de ab. -

10. 15ab de —ab+10mn—8mx. 1% Rt 2ge L
3 6 8 Hit}

8 8 1 3 2
13. —xB——xy2— )" de 20wty ——xyl,

14. ax1 — gg=—3 + a2 de _2__ax—v1 + a* — iax—a + a*2,
il @

SUMA Y RESTA COMBINADAS

@ SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS
CON COEFICIENTES ENTEROS

Ejemplos

(1) De a2 restar la suma de 3ab — 6 y 3a® — 8ab + 5.

302 —8ab+ 5
Efectuemos primero la suma: 3ab—6
3a? —5a0b —1
2
Esta suma, que es el sustraendo, hay que restarla de o que _3::3 i Babif ]
es el minuendo, luego debajo de a? escribo 3a* — 5ab — 1 e
con los signos cambiados, y tendremos: /' —2a®+5 +1. R

(2) De x3—4x2y+5y% restar la suma de —x®+ 5x%y —éxy®+y® con
—6x%y + 9xy? — 16y8.
— x84 5x%y — bxy? 4+ ¥
Efectuemos primero la suma: — bx%y + Ixy? — 16y

s gyl Juyd e 1598,

Esta suma, que es el sustraendo, tengo que restarla x3:— dx%y + Sy®
de x* —4x%y + 5y® que es el minuendo, luego de- x3+ xy —3xy? + 15¢%
:Ja;o_ de este m!nuendo escribiré el sustraendo con _ 26 — 3xy — Bxy? 4 20°. R.
os signos cambiados y tendremos:

(3) De la suma de x*+4x2—6 y —5x — 11x + 5 restar x*— 1.

x® + 4x2 — 6
Efectuemos la suma: —5x2—11x+5

x— x2—11x—1
; 3 —x2—11x—1
Esta suma es el minuendo, luego debajo de ella es- S

— gt ..I_ '|
S ; ; X
cribiré el sustraendo x* — 1 con los signos cambia-
dos y tendremos: —xt X = —11x R.




54 @

Pk b et .
RHEOoOWeMNSAIAON

=
- W

B BO B b = b ek ek
PRo®®Ieo

8O B
ok oo

25.

)
o

-.JT.

28.
29.
30.

ALGEBRA

EJERCICIO 27

De a2 restar la suma de ab+b2 con a?—5b2.

De 1 restar la suma de a+8 con —a+6.

De —T7x2y restar la suma de 4xy?—x3 con 5xZy+ys.

De 5m* restar la suma de —3m3n+4mn?—nd con 3min—4mn>+5nd.
De 6a restar la suma de 8a+9b6—3¢ con —Ta—9b+3c.

De a+b—c restar la suma de a—b+c con —2a+b—ec.

De m—n+p restar a suma de —m+n—p con 2m—2n+2p.

De x2—5ax+3a® restar la suma de 9ax—a? con 25x*—9%ax+Ta>

De a®—1 restar la suma de 5a2+6a—4 con 2a¢3—8a+6.

De x*—1 restar la suma de 5x"—9x2+4 con —11x*—Tx®*—6x.

De a3+b? restar la suma de —Tab2+35a2b—11 con —Ta’+8ab?—35a%b-+6.
De no—Tn®+4n restar la suma de —11n*4+14n2—25n+8 con 19n3—6n?
+9n—4.

De a*—Ba?m?+m?* restar la suma de —6a*m+bam?—6 con Tai—11a?m?
—5a*m—6m*.

De x5—30x%2+40xy*+y5 restar la suma de —4xiy+413x%y3—9xy* con
—6xP4+-8x5y24xpt—2y5.

De la suma de a+b con a—b restar 2a—b.

De la suma de 8x+9 con 6y—5 restar —2.

De la suma de x?—6y% con —Txy+40y? restar —9y%416.

De la suma de 4a2+8ab—5b2 con a®+6b2—Tab restar da*+ab—b2,

De la suma de x3—y® con —14x%y+5xy? restar —3x3+19y%

De la suma de x*—6x2y%+y* con 8x2y>+431y* restar x*+2x%y2432y1.

De la suma de n*—6n%+n2 con Tn®—8n—n*—6 restar —3n*—n%—8n?+19.
Restar 5atb-Ta2b®+b% de la suma de a®—3adb2+6ab? con 22a*b+10a3b?
—1lab*—b".

Restar 5—m* de la suma de —5m2+4m3—2m con —Tmd+8m+4.

Restar —4 de la suma de Ta®2—1lab+b? con —7a%41lab+Db%*—8.

Restar a—b—2¢ de la suma de 3a—4b+5¢; —Ta+8b—11; —a+2b—Tc.
Restar at—3a?+5 de la suma de Ha?+14a*—19a+8; a®+9a—1 y —a*-+3a*—1.
Restar la suma de mi+10mn2+15n* con —11m3n—1dm*n*—3mns+nt
de 6m*+Tm*n2+8mnd—nt.

Restar la suma de a®+4a®b?+8abi—b% —Tatb+15a*b*—25ab4+3b5 y
—bab*+3a2b*—a3b? de 3a’—6a?b3—21ab*—6.

Restar la suma de x®+y% con 3xiy+21x%y2+18x2y3—y5 de x5+432x1y—26x%?
+18x2y3—2xyi+y5.

Restar la suma de 3a*+6a*! con a*—7a*14+a*2 de Ba*+2—-Ta*+1—qa*
+12¢%1.

(4) Restar la suma de 5xiy? + bx%y* — 5y® con — 3x® + x%y* —11y® de la suma
de x® + 2x%y* — y8 con — dx*y? + 3x%y* + 3y8,

Sxiy? + éx2yt — 5y®
Efectuemos la primera suma que serd el = Gxd + x2yt—11y*

sustraendo: — 3x% + Sxty? + 7x2yt — 16y

X0 + 2%yt — 8
Efectuemos la segunda suma que serd el mi- — Axty? 4 3x?y* + 3y®
nuendo:

x0 — 4xiy? + 5x%yt + 2y°
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s s : 6 — dxty? + 5x?yt 4 2y8
Como esta suma es el minuendo escribimos debajo 3’;5 55 5’:4:2 1 7;5‘ i 1 6;‘

de ella, con los signos cambiados, la suma anterior

que es el sustraendo y tenemos: 7 AxE—Oxtyt — 23yt | 18y".

B EJERCICIO 28

1. De la suma de x2+5 con 2x—6 restar la suma de x—4 con —x-+6.

2. De la suma de 3a—5b-+¢ con a—b—3c restar la suma de Ta+b con —8b—3c.

3. De la suma de x3+1 con 5x%+7—x? restar la suma de 9x+4 con —3x2—x+1.

4. De la suma de a®+1 con a®*—]1 restar la suma de a*+2 con a—2.

5. De la suma de ab+bec+ac con —Tbc+8ac—9 restar la suma de 4ac—3bc
+5ab con 3bc+5ac—ab.

6. * : la suma de a®x—3x® con a®*+3ax? restar la suma de —5a®x+1lax?
—11x% con a3+8x%—4a2x+6ax?.

7. De la suma de x%+x2—3; —3x+5—x% —Hx*+4dx+x? restar la suma de
—~Tx848x2—3x+4 con x*—3,

8 De la suma de mi-=nt; =Tmn®+1Tmén—4m?n? y —m*46m*n*—80n*
restar la suma de 6—m?* con —m2*n2+mnd—4,

9. De la suma de a—7+a3; a—at—6a2+8; —5a2—11a+26 restar la suma

de —4a*+a?—a* con —15+16a%—8a%—T7a.

10. Restar la suma de 3x*—y* con —1lxy+9y*—14 de la suma de x2—3xy
—y* con 9y*—8xy+19x2.

11. Restar la suma de a—1 con —a+1 de la suma de a®—3; a—4; —3a+8.

12. Restar la suma de a®*+b*—ab; Tb2—8ab+3a*; —5a2—17b%+11ab de la
suma de 3b?—a?+9ab-con —8ab—Th2.

13. Restar la suma de mt—1; —m3+8m2—6m+5; —Tm—m2+1 de la suma
de m®—16 con —16m*+Tm*—3. "

14. Restar la suma de x5—y% —2xiy45x3y2—Tx2y8—3y5; 6xyi—Tx%y2—8 de la
suma de —x3%y24Txty+11xy* con —xyi—1.

16. Restar la suma de 7a*—a®—8a; —3a5+11a®—a*+4; —6a*—11a*—2a+8;
—ha*+hHa*—4a+1 de la suma de —3a*+7a®—8a+5 con 5a°—Ta%+41a2
—50a+8.

16. Restar la suma de a%=Ta®x2+9; —20a*x+21a*x%—19ax*; x5—Tax*+9a’x?
—80 de la suma de —4x5+18a®x2—8; —9a*x—1T7a®x2+11a%x?; a®+36.

0 SUMA Y RESTA COMBINADAS DE POLINOMIOS
CON COEFICIENTES FRACCIONARIOS

| Ejemplos |

Rig .8 s lig 1 oy dig T
(1) De ’a’ ﬁb’ restar la suma de ‘az+ab Bub con —za +12b sab.

251 119
;@ |3t::i:-+— ab

Efectuemos la suma que seré el sustraendo: 7

1 : )

ca?— ab+ b
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1 3
1 2 _
;0 5b

; . 1 3 -
Debajo del minuendo Ea*—-gbz escribimos el

5, 1 .4
resultado de esta suma con los signos cambio- =cdl o= 5"
dos y tendremos:

—ta*+ob—1b% R

8 1 3 t 3
(2) Restar la suma de Em“-*;mn’-i-é con ;m*n+-mn? —-n® de la suma de

a 1 2 8 1 1

oy pley doog Dligs o b Sh

am -i-:!n wmn* con —m n+3mn -
2 2 1
-m3 e 2 —nd
zm Fmn®+cn

e 3 1

Efectuamos la segunda suma que serd ;m*n + zmn?

el minvendo. — .
4 3 % 1
i el S - o 2 =nd —
;m +‘mn mn +2n
3 1 Tz
~m?3 — -mn?
1] 5

. ’ 3

Efectuamos la primera suma que serd ;m2n+ :';'""2_2'-”3

el sustraendo: - Y B
3

3 1 3
8 B ® gl g Vo R Heg
om +4mn+“mn in + 6

2 3 1 1 1
(;ma . Im'-'n = l—.:\l'ﬂl'l2 + ;ﬂs = =

. 3 1 3
Ahora, de la primera suma -—:m3—-§m2n-—- —mn2+-n3— 6
restamos esta Oltima suma y — 2 2
tendremoss:o - - ..o I8 5 )81
1—hm —mmn +Eﬂ perche

EJERCICIO 29

3 1 2 3
De —a restar la suma de a+ b con ——-a+ b
R 3 ; 8 =8
De —a®+ —a® restar la suma de -4~ 6 con —a* ——ad.
- o

Restar —:Ta-—%b de la suma de a4 3b con 6 ——ia h—zb.

1 1 i 2 1 5
Restar la suma de —x? 4+ — — —x?2 - —x2 de ——x&.
S e 3x+5 X con 6 nx+“ e Pt

1 -4 - 1 1 a
De la suma de Ea‘ con --Taa+ Ta-’-ﬁ restar ?a——?—Ta‘.

y | 2 1 2 I 1] 2
Restar la suma de == g Con 3——;:—-;)! de r

1 1 3 3 1, & 2
De Sa®——b% restar la suma de —54*b+—ab*—b? con ?a‘b—Fabz-i—a—bs.




10.

11

12.

13.

14.

bl ol B e

e

10.

11.
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1 2 1 8 2 1
De la suma de ?a—-?b con ?b-—-;c restar la suma de —s-b+-;—c con

1 ]

——c——b.
10 9

1 1 1 2 3 1
Restar la suma de —sa3+?ﬂ2+? con _Ta'""s_az—fé de la suma de

P 1 R
32 3a—|— s R 0% + 32 8"

8 5 2 a 1 1
] 2 p—— = 2 —
De la suma de —x*—-—xy+-—y* con ——-xy——9*+ - restar la suma
2 2 1 17 22 3 1
i, Tan ¢ L e By Tl ot
dessoxt oyt =Xy LOORTENRan Y eyt S
2 1 8 3
Restar la suma de —a®——-b% con ——a®b +?ab"+:—ob3 de la suma de

1 1 1 5 1 3 1
SR SR S NI} O oty K (Rt
=a%b  —abtep o igon cemaibele gl Sl s

5 2 1 1 2 8
De ﬁm“ - ?n‘ restar la suma de Tmzn’*’ — Tmﬂ” —ni; Tm‘ - ?msn

2 5 1 7 1 2
——m?n?+—nt con —mt——mn+4+ —m3n®— —nt
& * 8 14 20 + 4 3
1 1 3 1 2 1 1 1 3
De 5 restar la suma de —x+—y; —y——2; —2+-—m; —-m+—n+—.
o 2 + 377 4 6" 35 + " 2 ™ 3 + 8

3 1 1 3 5 3 2 8
Restar S——-l-;a3+a‘ de la suma de —2a3—-;a+~aa4; —;a+5—?a’; ——‘-as

15 2 3 1 89 8
—? ——; ——gd - —ei 4 —a o —,
+ 6 3’ 8 * 6 + 40 * 11

EJERCICIO 30

Hallar la expresiéon que sumada con x®—x2+5 da 3x—6.

Hallar la expresién que sumada con —Ha+9b—6¢ da 8x+9,

¢Qué expresion sumada con a®—b3 da —8a*b+5ab*—4b%?

Para obtener como resto x—5, ;qué expresiéon debe restarse de x3—4x*+8?
¢Qué expresién hay que restar de m*—3mn®|-6n* para que la diferencia
sea 4m?n®—8?

Si 4x3—9x+6 es el resto y Hx?+4x—8 el sustraendo, ¢cudl es el minuendo?
¢De qué expresion se ha restado a®—b3 si la diferencia ha sido 4a*+-8ab®*—11?

Siendo el sustraendo %x -%y, scudl ha de ser el minuendo para que
la diferencia sea —4?

¢Qué expresiéon hay que sumar con —7xy+5x*—8y? para que la suma sea 1?
Si 9m*—8m*n+5mn®—n3 se resta de n% ¢qué expresion hay que sumar
a la diferencia para obtener m%

Si a®*—5a+8 es el sustraendo de una diferencia y el resto es —a*+5a—S8,
¢de qué expresién se ha restado la primera?
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THALES DE MILETO {640-535 A. C.). El primero  misterios de la religion egipcia. Se le atribuye el haber

,,,,,,

y mis famoso de los siete sabios de Grecia. Su vida predicho el eclipse de Sol ocurrido en el ano 585.

esti envuelta en la bruma de la leyenda. Fue el pri- También se le atribuye el haber realizado la medicién
mer filésofo jénico. Recorrié Egipto, donde hixo es- de las pirimides, mediante las sombras que proyectan.
tudios, poniéndose en contacto de este modo con los Fue el primero en dar una explicacion de los eclipses.

VTN | |
SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacién o paréntesis son de cuatro clases: el parén-
tesis ordinario ( ), el paréntesis angular o corchete [ |, las llaves | |
y el vinculo o barra -

USO DE LOS SIGNOS DE AGRUPACION

Los signos de agrupacién se emplean para indicar que las cantidades
encerradas en ellos deben considerarse como un todo, o sea, como una sola
cantidad.

Asf, a+(b—c¢), que equivale a a+ (+0b—c),

indica que la diferencia b —c¢ debe sumarse con a,
y ya sabemos que para efectuar esta suma escribi- at+(b—c)=a+b—ec
mos a continuacion de a las demds cantidades con
su propio signo y tendremos:
La expresion x + (—2y +z)
indica que a x hay que sumarle — 2y + z; o P T SESE O oo
luego,(; continua}::ign de «x, escril:?imos BRI Ee=te
—2y+2z con sus propios signos y tendremos: - '
Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del sig-

no +, dejando a cada una de las cantidades que estaban dentro de ¢l con
su propio signo.

58
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La expresion
a—(b+c¢), que equivale a a—(+b +¢),
indica que de a hay que restar la suma b+ ¢ y como

para restar escribimos el sustraendo con los signos cam-
biados a continuacién del minuendo, tendremos: "

La expresion x—(—y+2z)
indica que de x hay que restar —y + z; luego, gy tr=sty—z
cambiando los signos al sustraendo, tendremos:

a—(b+c)=a—-b—ec

Vemos, pues, que hemos suprimido el paréntesis precedido del sig-
no —, cambiando el signo a cada una de las cantidades que estaban ence-
rradas en el paréntesis.

El paréntesis angular | |, las llaves | | y el vinculo o barra -
tienen la misma significacion que el paréntesis ordinario y se suprimen
del mismo modo.

Se usan estos signos, que tienen distinta forma pero igual significa-
cion, para mayor claridad en los casos en que una expresion que ya tiene
uno o mds signos de agrupacion se incluye en otro signo de agrupacién.

I. SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION

REGLA GENERAL PARA SUPRIMIR SIGNOS DE AGRUPACION

1) Para suprimir signos de agrupacién precedidos del signo + se deja
el mismo signo que tengan a cada una de las cantidades que se hallan den-
tro de él.

2) Para suprimir signos de agrupacién precedidos del signo — se cam-
bia el signo a cada una de las cantidades que se hallan dentro de él.

Ejemplos

(1) Suprimir los signos de agrupacién en la expresién:
a+(b—c)+2a—(a+b)

Esta expresién equivale a
+a(+b—c)+2a—(+a+b).
Como el primer paréntesis va precedido del signo + lo suprimimos dejando
a las cantidades que se hallan dentro con su propio signo y como el segundo
paréntesis va precidido del signo — lo suprimimos cambiando el signo a los
cantidades que se hallan dentro y tendremos:
a+(b—¢c)+2a—la+b)=a+b—c+2a—a—b=2a—c. R

(Z) Suprimir los signos de agrupacién en 5x + (—x —y) —[—y +4x] +{x — 6}.
El paréntesis y las llaves estdn pre-
cedidas del signo +, luego los supri-
mimos dejando las cantidades que Sx+(—x—yl—[—y+4x] +{x—6}
se hallan dentro con su propio signo =5x—x—y+y—4dx+x—6
y como el corchete va precedido del _
signoe —, lo suprimimos cambiando el =x—6 R
signo a las cantidades que se hallan
dentro, y tendremos: — /"
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(3)

ALGEBRA

Simplificar m+4n—64+3m—n+2m—1.

El vinculo o barra equivale a un paréntesis que encierra a las cantidades que
se hallan debajo de él y su signo es el signo de la primera de las cantidades
que estan debajo de él.

Asi, la expresion anterior equivale a: m =+ (4n—6)+3m — (n+2m —1).

m+.4n:-é_+3m —n+2m—1
Suprimiendo los vinculos, tendremos: =m-+4n—6+3m—n—2m+1
=2m+3n—5. R

B EJERCICIO 31

Simplificar, supﬁmiendo los signos de agrupacién y reduciendo términos

semejantes:

L x—(x~). 0. xHyP—(e2xyHyd [—xhytL

2. x24(—3x—x24-5). 10. (=b5m+6)+(—m+5)—6.

3. ﬂ.+b—(—2d+3). 11. x+y+x—y+z—x+y—z.

. y+x—y+z—x+y—L.

4. 4m—(—2m—n). 12. a—(b+a)+(—a+b)—(—a+2b).

5. 2x+3y—4x-+3y. 13. —{x2—=y3)+ay+(—252+3xp)—[—32+xy]-

6. a+(a—b)+(—a+b). 14.  Bx3+[—2xy+y?]—{ —x2+xy—3y* }—(x2—3xy)
7. a?+[—b*+24a%—[a*—b?]. 15. —(a+b)+(—a—b)—(—b+a)+(3a+Db).

8. 2a—{—x+a—1}—{a+x—3}.

(4)

(5)

Simplificar la expresién: 3a+{ —5x—[—a+(9x—a+x)]}.

Cuando unos signos de agrupacién estan incluidos dentro de ofros, como en
este ejemplo, se suprime uno en cada paso empezando por el mds interior.
Asi, en este caso, suprimimos primero el vinculo y tendremos:

Ja4{=5x=[—a+(Ix—a—x)]}
Suprimiendo el paréntesis, tenemos: 3a + | —5x — [—a+9%x—a—x]L
Suprimiendo el corchete, tenemos: 3o+ ] —5x+a—9x+ o+ x|
Suprimiendo las llaves, tenemos: 3a—5x+a—9x+a+ x.

Reduciendo términos semejantes, queda: 5a —13x. R.

Simplificar la expresién:

—[—8a=4{b+ [—a+(2a—b)—[—a+b)] +3b} + 4a].

Empezando por los —|—=8a—{b+[—a+2a—b+a—bl+3b |+4al
més interiores que — | —3a—4{b—a+2a—b+a—b+3b |+4a]
son los parénte- — | —3a—b+a—2a+b—a-+b—3b+ 4al

sis ordinarios, te- 3a+b—a+2a—b+a—b-+3b—4a

nemos: a+2b. R

@ EJERCICIO 32

Simplificar, suprimiendo los signos de agrupacién y reduciendo términos
semejantes:

2a+[a—(a+Db)]. 4. dx24[—(x2—xy)+(—3y2+2xy)—(—3x2+y%)).
3x—[x+y—2x+y]. 5. a+{(—2a+b)—(—a+b—c)+a}.

3. 2m—[(m—n)—(m+n)]. 6. 4m—[2m+n—3]+[—4n—2m+1].

1.
2.
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7. 2x+[=bx—(—2y+{—x+y ]
8. x*—{—Txy+[—y2+(—x*+3xy—2y%)]}.
9. —(at+b)+[—3a+b—{—2a+b—(a—b)}+2a].
10.  (—x+y)—{4x+2y+[—x—y—x+y]}.
11, —(—a+b)+[—(a+b)—(—2a+83b)+(—b+a—b)].
12. Tm*—{—[m*+3n—(5—n)—(—3+m?)] }—(2n+3).
13. 2a—(—4a+b)—{—[—4a+(b—a)—(—b+a)]}
14 3x—(5y+[—2x+{y—6+x p—(—x+y)]).
15. 6c—[—(2a+c)+{—(a+c)—2a—a+c}+2c].
16. —(3m+n)—[2m+{—m+(2m—2n—5) }—(n+6)].
17. 2a+{—[5b+(3a—c)+2—(—a+b—cFd)]—(—a+b)}.
18. —[—3x+(—x—2y—3)]-+{ —(2x+y)+(—x—3)+2—x+y}.
19, —[~(~a)]~[+(=a)[+{~[~b+c]~[+(~o)}.
20. —{—[-(a+O)]t—{+[—(—b—a)]}—a+D.
21, —{—[~(at+b=e)]}—{+[—(c—a+b)] p-+[—{ —a+(—b)}].
22. —[3m+{—m—(n—m+4)}+{—(m+n)+(—2n+3)}].
3. —[xH{—(x+y)—[—x+(—5)—(=x+3)]—y}.
24. —[—a+{—a+(a—b)—a—b+c—[—(—a)+b]}].

Il. INTRODUCCION DE SIGNOS DE AGRUPACION

Sabemos que »  at+(—b+c)=a—b+c

luego, reciprocamente; ——————  a—b+c=a+(—b+c).

Hemos visto también que ————~ a—(b—c¢)=a—b+c¢
luego, reciprocamente: ———»  a—b+c=a—(b—o).
Del propio modo, + g+t b~c—d—~e=a+(b—c)=(d+¢).
Lo anterior nos dice que los términos de una expresion pueden agru-
parse de cualquier modo.

Esta es la Ley Asociativa de la suma y de la resta.
Podemos, pues, enunciar la siguiente:

@REGLA GENERAL PARA INTRODUCIR CANTIDADES
EN SIGNOS DE AGRUPACION

1) Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupacién pre-
cedido del signo + se deja a cada una de las cantidades con el mismo sig-
no que tengan.

2) Para introducir cantidades dentro de un signo de agrupacién pre-
cedido del signo — se cambia el signo a cada una de las cantidades que se
incluyen en él.
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Ejemplos

(1) Introducir los tres Gltimos términos de la expresion: x® —2x* 4 3x — 4 en un
paréntesis precedido del signo +.
Dejamos a cada cantidad con el signo que x4 (—2x*+3x—4). R
tiene y tendremos: e ' '

(2) Introducir los tres Gltimos términos de la expresién: x* — o® ++ 2ab — b? en un
paréntesis precedido del signo —.

Cambiamos el signo a cada una de las tres x*—(a®— 2ab+b%). R
Gltimas cantidades y tendremos: /' '

- EJERCICIO 33

1. a—b+c—d.
Introducir los tres ultimos términos de las 2. x7-3xy—42+16.
expresiones siguientes dentro de un paréntesis pre- 3. x%4+4x2—3x+1.
cedido del signo +: 4. a*—5a*b+3ab*—bs.
8 x1—x34+2x2—2x+41.
6. 2a+b—c+d.
Introducir los tres uUltimos términos de las 7. x34x243x—4.
expresiones siguientes dentro de un paréntesis 8. x8—Hxy4-3xyi—yd.
precedido del signo —: 9. af—x3—2xy—yd,
10. a*+b*—2bc—c2.

(2) Introducir todos los términos menos el primero, de la expresién
3a+2b—(a+b)—(—2a+3b)
en un paréntesis precedido del signo —.

Cambiaremos el signo a 2b y pondremos — 2b, y cambiaremos los signos que
estan delante de los paréntesis, porque cambiando estos signos cambicn los
signos de las cantidades encerradas en ellas, y tendremos:

3a—[—2b+(a+b)+(—2a+3b)].
B EJERCICIO 34

Introducir todos los términos, me- é z;’z_ygz(j_g_y%_m 4 n)+(2m—n).
nos el primero, de las expresiones si- 3 x?_9x +[(x2—xy)+y2].
guientes, en un paréntesis precedido del =, x=—3xz+[-—4x+2]—3x——(2x+3)-
signo —: 7 b 2a+3b—{—2a+[a+(b—a)]}.

. . oon % 6. —2a+(—3a+b).

Introducir las expresiones siguien- 7. 2x243xy—(y2+xy)+(—x2+)?).
tes en un paréntesis precedido del 8. x0—[—3x2+dx—2].

WRBRAT=5 9. [mi—(3m2+2m+3)]+(—2m+3).
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PITAGORAS 85-500) A. C.). Célebre filésofo una sociedad secreta de tipo politico-religioso, la cual

griego nacido en Samos y muerto en Metaponte, alcanzé gran preponderancia. Fue el primero en co-
Después de realizar sus primeros estudios en su ciu- locar a la base de las especulaciones filoséficas, los
dad natal viajé por Egipto y otfros paises de Oriente, conceptos fundamentales de la matemitica, Hizo

A su regreso fundé la Escuela de Crotona, que era del numero el principio universal por excelencia.

capiruro |

MULTIPLICACION

LA MULTIPLICACION es una operacién que tiene por objeto, da-
das dos cantidades llamadas multiplicando y multiplicador, hallar una
tercera cantidad, llamada producto, que sea respecto del multiplicando, en
valor absoluto y signo, lo que el multiplicador es respecto de la unidad
positiva,
El multiplicando y multiplicador son llamados factores del producto.

El orden de los factores no altera el producto, Esta propiedad, de-

mostrada en Aritmética, se cumple también en Algebra.

Asi, el producto ab puede escribirse ba; el producto abc puede escri-
birse también bac o ach.

Esta es la Ley Conmutativa de la multiplicacién.

@ Los factores de ur producto pueden agruparse de cualquier modo.

Asi, en el producto  abed =aX (bed) = (ab) X (¢d) = (abe) X d.
abed, tenemos:

Esta es la Ley Asociativa de la multiplicacion.

63
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LEY DE LOS SIGNOS
Distinguiremos dos casos:
1) Signo del producto de dos factores. En este caso, la regla es:

Signos iguales dan + y signos diferentes dan —

En efecto:

1. (+a) X (+ b) =+ ab,
porque segin la definiciéon de multiplicar, el signo del producto tiene
que ser respecto del signo del multiplicando lo que el signo del multipli-
cador es respecto de la unidad positiva, pero en este caso, el multiplicador
tiene el mismo signo que la unidad positiva; luego, el producto necesita
tener el mismo signo que el multiplicando, pero el signo del multiplicando
es +, luego, el signo del producto serd +.

2. (—a) X (+ b) =—ab,
porque teniendo el multiplicador el mismo signo que la unidad positiva,

el producto necesita tener el mismo signo que el multiplicando, pero
éste tiene —, luego, el producto tendri —.

3. (4-a) X (= b)=—ab,
porque teniendo el multiplicador signo contrario a la unidad positiva,

el producto tendrd signo contrario al multiplicando, pero el multipli-
cando tiene +, luego, el producto tendrd —.

4. (—a) X (=b)=+ab,
porque teniendo el multiplicador signo contrario a la unidad positiva,

el producto ha de tener signo contrario al mulitplicando; pero éste tiene —,

luego, el producto tendrd +. + pof + da +

. ; : — por — da +.

Lo anterior podemos resumirlo diciendo que - P i
4+ por — da —.

- por + da —.

2) Signo del producto de mas de dos factores. En este caso, la regla es:

a) El signo del producto de varios factores es *cuando tiene un na-
mero par de factores negativos o ninguno.

Asi, (—a) X (= b) X (—¢) x (—d)=abed

En efecto: Segun se demostré antes, el signo del producto de dos fac-
tores negativos es +; luego, tendremos:

(—a) X (—=b) X (=) X (—d)=(—a.— b) X (—c.—d)=[+ ab)x(+cd): abed.

b) El signo del producto de varios factores es ~cuando tiene un ni-
mero impar de factores negativos.

Asi, (—a) X (—b) X (—c)=—abec.

En efecto:

(—a) X (=b) X (—c)=[(—a) X (= b)] X (= ¢c)=(+ab) X (= ¢)=—abc.
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LEY DE LOS EXPONENTES

Para multiplicar potencias de la misma base se escribe la misma base
y se le pone por exponente la suma de los exponentes de los factores.

Asi, at X a® X a? =att? =g

En efecto: a* X a* X a® = aaaa X aaa X aq = aaaaaaaaa = a®.

@ LEY DE LOS COEFICIENTES
El coeficiente del producto de.dos factores es el producto de los coe-
ficientes de los factores.

Asi, 3a X 4b =12ab.

En efecto: Como el orden de factores no
altera el producto, tendremos: _

CASOS DE LA MULTIPLICACION

Distinguiremos tres casos: 1) Multiplicaciéon de monomios. 2) Mul-
tiplicacién de un polinomio por un monomio. 3) Multiplicacién de po-
linomios.

I. MULTIPLICACION DE MONOMICS

REGLA
@ Se multiplican los coeficientes y a continuacién de este producto se
escriben las letras de los factores en orden alfabético, poniéndole a cada
letra un exponente igual a la suma de los exponentes que tenga en los
factores. El signo del producto vendra dado por la Ley de los signos (53).

(1) Multiplicar 2a2 por 3c®.
20% %X 30 =2 % 36%*+3 =éab, R.
El signo del producto es + porque + por + da +.

‘ Ejemplos

(Z) Multiplicar — xy* por — 5mxdy?
(—xy?) X [ = 5mxty3) = smx1ety? 3= 5mxiyd. R,
El signo del producto es + porque — por — da +.
(3) Multiplicar 3a®b por — 4b%x.
30%b X (— 4b%x) = — 3 X 4a?b1*2x = — 12a%b%x. R.
El signo del producto es — porque + por — da —.
(4) Multiplicar — ab® por 4a™b"c?,
(— ab?) X 4amh"cd = — 1 X 4gltmp2+8c8 = — 4gm1pn+2cs, R,
El signo del producto es — porque — por + da —.

@ EJERCICIO 35
Multiplicar:

1. 2 por —3. 3. —15 por 186. 6. 2x? por —3x. 7. —b5x% por xy2.
2. —4 por —8. 4. @b por —ab. 6. —4a*b por —ab2. 8. a%b® por 3a%x.

ALGEBRA BDALDOR a3
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9. —4m* por —Hmn*p. 13. —15x%y? por —16a*x*.  17. amb" por —ab.

10. 5a*y por —Gx* 14. 3a*b® por —4x%. 18. —5a™bm por —6abix.
11. _,__x!y.'i Po]— _,;l_yiizd_ 15 :,jalibx pOl" 7b3x5_ 19 xmync le' _xmync.\'.'
12. abe por cd. 16. —8m*n® por —9a*mx*.  20. —m*n* por —6m?3n.
(5) Multiplicar a*b**2 por — 3a**2h3%,
[ Gx+1br+2 :| % { 3ox+2b3 } —— 30x+1+x+2bxi2+3 - — 302x1-3bx4 ."|‘ R.

(6) Multiplicar — a™*1h"2 por — 4gm-2hin+t,
(— a@Hipn-2 ) X (— 4gm-2pIntd | = go2m-1pane2 R

- EJERCICIO 36
Multiplicar:
1. gm por qm+1, 6. 3)&'2)‘3 por 4xm+ I).m +2,
2. —x® por —x**¥ 7. 4xt+2Dpr+4 por —Hxn+0pha+1,
3. davb* por —ab¥tl, 8. avbvc por —ambin,
4. —gnh+1lphn+2 Por an+ 2bn_ 9 —xm+ 1}.a +2 pOl‘ __4xm—3ya—5c2_
b. —3ant4hntl por — o2t s, 10. —pmenp—ie por —Tm2a—ipb—t,

(7) Multiplicar éazb por —;o:“m.

2 3, s 3 . I~
{gazb] (= ;CJ"H’I )=— > X :o"bm =|E — ;u"bml R.

il g 8 4 8
(8) Multiplicar —=x%® por —— L,
_E 2y8 ""1 VRS —_-i i m+2 n1-1+:-;_.1 m4+2,,n+4 i
[ qu }[ .l.l.lx Y ] {ixlox Y _'__1X Y R.

- EJERCICIO 37

Efectuar:
1 ; 4 1 3
1. —a* por —a%b. 7. —a por —a™.
: ; A :
- < b 1
iz S 8 2 58
2. —-—m®n por — —a*m?. 8. ——a™ por ——ab®.
2 3 5 3
— 23 —_ 2y L — —nh?
3. —x%3 por —a*xty. 9. —a™b" por — abc.
4 P or T 4 3,2 2 xpmt1 8 x—1pm
- ——m*n* por ——aPm*n. 10. ——arbmtd por ——a%lbm,
8 5 L] 5
7 2 2 i
5. — —abc por —ad. 1. —ambr por ——ampo
L] T 5 a
3 5 2 44
6. — By — 2 a2ps 9. — Zgxt1hx—3c2 por — —gr—8H2,
S X%t por ———a®by". 1 = c? p e el

PRODUCTO CONTINUADO
Multiplicacion de mas de dos monomios.

(1) Efectyar (2a)(— 3ab) (— ab?).
(20) (— 3a®b) (— ab?) = éa*b*. R.

El signo del producto es 4+ porque hay un nimero par de factores negativos.

Ejemplos
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(2) Efectuar [— x%y) (= $x™)(— Fa?y").
l_. xﬂy} {_ §Im} [._. gaﬁyn] — _Aa2xm¢2yn+1_ R.
El signo del producto es — porque tiene un nimero impar de factores negativos.

B EJERCICIO 38

Multiplicar:
;. (a)(—3a)(a®). 7. (%aﬂ:)(_:_ﬂzbd)(_3albx+l)_
I X2)(—x3)(—a2x).
L v v e
& (4a%)(—5a%*%)(—ay). 10. (—3b%)(—dadb)(ab)(—5a%%).
B, (—am)(—2ab)(—3a2b¥). 11, (a"b*)(—a2)(—2ab)(—3a%x).
B (x)(= jatx)(—atm). 18 (=)= o)l TN 1)

Il MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS

Sea el producto (a + b)c.
Multiplicar (a+ b) por ¢ equivale a tomar la suma (a+ b) como su-
mando ¢ veces; luego:

(@a+b)=(a+b)+(a+b)+(a+b)..... ¢ veces
=(@a+a+a..... ¢ veces)+(b+b+b....c veces)

=ac+ be.
Sea el producto (a—b)c.
Tendremos: (@a=b)c=(a—b)+(a—b)+(a—0b)....c veces
=(a+a+a...c vecesy—(b+b+b...c veces)
=ac— be.

Podemos, pues, enunciar la siguiente:

REGLA PARA MULTIPLICAR UN POLINOMIO

POR UN MONOMIO

Se multiplica el monomio por cada uno de los términos del polino-
mio, teniendo en cuenta en cada caso la regla de los signos, y se separan
los productos parciales con sus propios signos.

Esta es la Ley Distributiva de la multiplicacion.

(1) Multiplicar 3x® —éx + 7 por 4ox®.
E]emplos Tendremos: (3x2 — éx + 7) X dax® = 3x*(4ax?) — 6x(4ox?) + 7[4qx”}
= 12ax* — 24ax® + 28ax®. R.

32 —6x+7
L i6n suele:di W
a operacion suele disponerse asi:
PS . 12ax* — 24ax® + 28ax®. R.
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a¥x — 4a*x® + 5ax® — x4
(2) Multiplicar a®x — 4a2x? + 5ax® — x* —-_i'a"’x
— 92
por 20 X. — 2a5x2 -+ 8a4xs — 10031‘ + 20215. R

(3) Multiplicar x®*1y — 3x%y? 4 2x*-1y8 — x&-2y¢ por — 3x2ym,

xmly - 3x;>,2 + zxn—-lys — xn—'zyi
— 3x2ym

== 3xn+3>.m+l + 9x|+2ym+2 - 6xu+1ym+3 + 3xlym+4_ R.

- EJERCICIO 39
Multiplicar:
1. 3x3—x* por —2x. 10. agw—a=1+4a=2 por —2a.
2. 8x¥y—3y* por 2ax3, 11. xm+143xmym -1 por Jx2m,
3. x2—4x+3 por —2x. 12. a‘llbﬂ+am—‘1bﬂ Tl _gm—2fn+2 por 3ﬂ2b-
4. a'—4a*+6a por 3ab. 13. x3—3x*4+5x—6 por —4x>.
5. a*—2ab+b* por —ab. 14. a'—Ga®x+9ax?—8 por 3bx%.
6. x"—6x3—8x por 3a*x®. 15. qn+8—3g°+2—44"+1—a® por —a"x>.
7. m'—3m*n?+7Tn* por —4mdx. 16.  xi—6x%+8x2—Tx+5 por —3a*x®.
8. x¥—4x?y+6xy? por ax?y. 17.  —8x34+5x2y—Txy*—4y? por Ha*xy®.
9. a*-5a%b—8ab?® por —4a‘m*. 18. xa+5_3xa+éfxs+3_fxa+l por —2x2.

19, @8—3aSb*+a'br—3a*b%4-b8 por —bady*.
20, ambn_'_:gam—l bn+ :!_.am&i‘bn + -l+am—-8bn +6 Por 4amb'3.

- 2 3 4 5 2 o4 o0
(4) Multiplicar ;x“yz — Pl '—;y" por -Ea"x“y*.
R

2 3 G
10,2 . Sytid 4 28
sxly* ==yt ¥

2,
— aozx::yz

4 - 2 4. a3 g
— oty 4 oty ——afxlys. R

B EJERCICIO 40

Multiplicar:
2 %a - -z-b por ‘2’“2' 6. 3a—5b+ 6c por — .ls_oﬂsxa.
2. -‘::—g - v:E—b por — %asb. _:,x-t — x2y? 4 %}"‘ por %xay‘.
o %a = %b i %‘ por — %’102- 8. %.(,2 - %b’-’ -+ %x” - ﬁi)ﬂ por — %ﬂ*m.
4. -';—a2 + %ab - %bﬂ por 3ax. 9. :_:mn 4 -iTm::n = %mn” - %ns por %mgng_

1 2 1 3 2 1 8., 1 o
5. X2 =%y = 7y* por 3y 10. o ?x:l),z iyt — Eyn por — Ta’x‘y“-
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I1l. MULTIPLICACION DE POLINOMIOS POK POLINOMIOS

Sea el producto (a+ b —c)(m+n).
Haciendo m + n=1y tendremos:
(@a+b—c)y(m+n)y=(a+b—cyy=ay+by—cy
(sustituyendo y por =a(m+n)+b(m+n)—clm+n)
su valor m + n) , =am +an+ bm + bn —cm—cn
=am + bm —cm+an—+ bn—cn.

Podemos, pues, enunciar la siguiente:

REGLA PARA MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS

Se multiplican todos los términos del multiplicando por cada uno de
los términos del multiplicador, teniendo en cuenta la Ley de los signos, y’
se reducen los términos semejantes.

. (1) Multiplicar a — 4 por 3 + .
E]emplos Los dos factores deben ordenarse con relacién a una

misma letra.

Tendremos: a —4 a—4
a +3 a-+3
ala)—4(a) o sea a®—4a
+ 3(a) — 3(4) 3a—12
a?— a—12. R

Hemos multiplicado el primer término del multiplicador a por los dos térmi-
nos del multiplicando y el segundo término del multiplicader 3 por los dos
términos del multiplicando, escribiendo los productos parciales de modo que
los términos semejantes queden en columna y hemos reducido los términos
semejantes.

(Z) Multiplicar 4x — 3y por — 2y + 5x.
Ordenando en orden descendente con relacién a la x tendremos:

4 — 3y 4x — 3y
5« — 2y 5x — 2y
4x(5x) — 3y (5x) o sea 20x% — 15xy

— 4x(2y) + 3y(2y) — 8xy + 6y*?

20x2 — 2xy + &y R

EJERCICIO 41

Multiplicar:
1. a+3 por a—-1. 6. —a—2 por —a—3. 11. —a+b por —4b+8a.
2. a—3 por a+1. 7. 3x—2y por y+2x. 12. 6m—in por —n-+m.
3. x+b por x—4. 8. —dy+5x por —3x-+2y. 13. 8n—Y9m por 4n+6m.
4. m—6 por m—5. 9. 5a—Tb por a+3b. 14. —Ty—3 por —11+2y.
6. —x+3 por —x+5. 10. 7x—3 por 4+2x.
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(3) Multiplicar 2+ a® —2a —a® por a+ 1.
2—2a+a?—d?

14+ a
Ortemarde o sttt 730 o1~
I 20— 2¢% + & — ot
2 — a? —at*. R

(4) Multiplicar 6y® + 2x* — 5xy por 3x? — 4y? -+ 2xy.

2x2— bxy + éy?
3x*+ 2xy — 4y?

6x*t — 15x%y + 18x%y?

Ordenando en orden descendente X A 3
con relacién a la x tendremos: / 4xy —10x%y* + 12xy
— Bx%y? + 20xy? — 24y*
6x* — 11x%y + 32xy® — 24y*. R.

(5) Multiplicar x — 4x® + x3 — 3 por x* — 1+ 4x*.

x3— 424+ x—3
x4 4x2 —1

Ordenando en orden descendente xB— 4y 4 x4 —3xd

con relacién a x, tendremos: 45— 16x* +4x — 12
— x¥4 4x2—x+3

x8 — 15x4% — B8x2—x+3. R

(6) Multiplicar 2x —y + 3z por x — 3y — 4z

2x — y +3z
¥ — 3y =4z
22 — xy +3xz
— bxy + 3y? —9yz
— 8xz + 4yz —122°

2% — 7xy — 5xz + 3y® — 5yz —12z%. R

- EJERCICIO 42
Multiplicar:

1. x%4xy+y? por x—y. 13. %34+2x?—x por x2—2x+5.

2. a?+b*—2ab por a—b. 14. m3—3m*n+2mn? por m*—2mn—8n®.

3. a?+b%4-2ab por a+b. 15. x*414-x por x®—x—1.

4. x%—3x241 por x+3. 16. 2—3x*4x* por x2—2x+3.

5. a%—a+a® por a—1. 17.  mé—dm+m*—1 por m3+1.

6. miltm?ni+n? por m?—n? 18. a3—5a+2 por a*—a+bH.

7. x8—2x24-3x—1 por 2x+43. 19.  x?—2xy+y? por xy—x*43y.

8. 3y3+5—6y por y*+2. 20. n?—2n+1 por n?—1.

9. md—m?4+m—2 por am+a. 21. a%—3a*b+4ab® por a*b—2ab*—10b%.
10. 3a?—5ab+2b2 por 4a—>5b. 22. Bx3—9yd46xy>—12x%y por 2x-+3y.
11. 5mA-3m*n®+n* por 3m—n. 23. 2y34y—3y?—4 por 2y+5.

12. a?+a+1 por a?—a—1. 24. 3x%—ad+2ax? por 2a®—x?-—-3ax.




25.
26.
27.
28.
29.
30.

MULTIPLICACION ® 7

x1—3xy+2x%y?+xy% por —yi—xy—x*. 31. mi=3m*+4 por 3m3—2m+1.
2a—5a*+a3—3 por a®—2a—7. 32. a*—a+a*+1 por a*+a®—2a—1.

mi+3—m*+m?

por m*—2m-+3. 33. Bx3—12x%y—6xy*+y? por 3x*+4y°—2xy.

a*—3a*b*+a*b—ab+4-b* por a®*—2ab+0% 34 Ha'—3a+2a¢*—4a’—1 por a'—2a*+2.
xt—x3y+x2y2—xytt+y! por x2—2y%+xy. 356. xt—x34+x*—x+1 por x3—2x*+3x+6.

y*—=2y+1 por y*—2y*42. 36. 3a—5a+24*—4 por a*+a®—2a+1.
37. Sy'—3y*+4y*+2y por yi—3y*—1.
38. mi'—-2m*n+3m*n*—4nt por n?—5mn*+3Im3*n—ma,
39. x0—3xiy2—x2yi4n0 por xO—2xdy243xyd.
40. 3a"—Ga'+2a*—3a+2 por a'—3a*+4a—bH.
41. a+b—c por a—b+ec.
42. x+2y—z por x—y+z.
43. 2x—3y+5z por y+2z—x.
44. x4y 4z'—xy—xz—yz por x+y+z.

@ MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON
EXPONENTES LITERALES

Ejemplos

om;z = 2°m+l — 4gm

a® —2a

(1) Multiplicar g™ — 4g™ — 2¢™*! por a* — 2a. g™t — 2g™d — 4gm2

— Qama + 4auu2 + Banul
am-»i i 40““‘3 + Sclm-l' R.

(Z) Multiplicar x®2 — 3x* — x™1 4 x1 por x®*1 4 x2 4 4x*1,

- EJERCICIO

Xn-i2 = xa+1 o, 3xn -4 xn—l
XM - x4 4yt

XSnB - x'mz it 3x2n+1 4 xz-
xa»z — xz-n — 3x2n “+ xzn-l

4x20+1 — fy20 — 12x20-1 | fy2n-2
X — 6x2n — 11531 4 4x2n2, R,

43

Multiplicar:

ax*—a*+ 1+ax + 2 Po" G—I'-]_.
xn+ 1+2xn + 2_xl'l +3 Por x2+x_

a1 4

mat 14+ 2—m® por m*—2m+3.

a"+2—2¢"+3a"+1 por a+at1l,

xa+2xl+l Por xn+3_2x:+ 1

3a*2—2a*14+a* por a*+2a—1.
3a*"'4+-a*—2a** por a*—a*'+a*2
meEtl—9ma+2_pa+dpmatd por mr—S—me-l4me2,
" xu—1'+2xn-~2_xn-3+xu—4 por —xa— el peni=2
10.  arh—an—1h242qn—2h8—gn-3H4 por anh2—agn2h4,
11. a*+b* por a™+bm™.
12. g=1—=b""1 por a—b. )
13. g2w+ 1_532m + 2+3a 2m por a&lm——3+ 6a8m—1,_.80!5m——2_
14. x;f?y:—l+3xlyx+l_4xa-_+lyu por “23(2‘_1)!“'2—]0:(2“ -Syx_‘lxh—z),t—l.

1

2

3

4.

5' xa+2 o
6.

7

8

9
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@ MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON
COEFICIENTES FRACCIONARIOS

. dos 3
} Ejemplos X
_ 2 4
2 ;X _Ey
i 1 P) ;
(1) Multiplicar %x2—§xy por x -—Ey. %_xa —£x2y
2 4
*-Exzy +1—E-xy~
1., B8, i 3
5x“—;;x‘y+ﬁxy“. Ri

Los productos de los coeficientes deben simplificarse, Asi, en este caso, te-
2 2 1 4 1 4 2

1
nemos: - X=-—=-==: -X-=—=-,
108 2 3 6 & 5 2 w5

(Z) Multiplicar 592 + 5152 = Eub por ;az . Tzob _ ;bz_

1 1 1
L0 J. Lo
;9 5c:b +2b

3 1 1
“02 - _—)Gb ——lbz

1 3 3 5
T 2 e 4 210
;@ 2nab+sob

1 1 1
— T8 Pl kB
s°b+m°b _lcb

1 1 1
212 38— 2y
1:aczb +;-a0b sb

1 19
e
;¢ wab+

47

1 1
22 L gs 114
120r::rb 50b sb' R.

B EJERCICIO 44

Multiplicar:

1 1 1 1 2 1 1 8 .
—a ——b por —a + —b. —m* 4+ —mn ——n? por —m?+ 2n* — mn.
2 a p 3 +2b i +8 2 2 +
2 5 1 3 1 2 1
= — 5. —x24 —x —— por 2x3 ——x 4 2.
X ——y por —y+x Sx2+x— por 2 sx+2

A i 2 3 1 1 sl Ay B s 2 s
S T 2 s = P R — - or —x%—ax +—a?
2% Ay g < el e sl o +3

5

6.

¥
1 2 1 3 2 1 . 1 1 2 [ T
~4*—ab+—b* por —a— -0 8 ¥+ o ek B e e s
9. %+%x3—%x +—i—x3 por %xz—l?+{-o—x.

L 1 2 1 2 b 2
10. —m? —5m*n +—mn*——n? por —m?*+—n*——mn.
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MULTIPLICACION POR COEFICIENTES SEPARADOS
La multiplicacién de polinomios por el Método de coeficientes sepa-
rados abrevia la operacién y se aplica en los dos casos siguientes:

1) Multiplicacién de dos polinomios que contengan una sola letra y
estén ordenados en el mismo orden con relacién a esa letra.

Ejemplos (1) Multiplicar 3x® —2x* 4 5x —2 por 2x* + 4x — 3
por coeficientes separados.
3— 24 5— 2
24+ 4— 3
Escribimos solamente los coeficientes con sus 6— 44710— 4

+ 12— 8420~ 8
— P4 =154

Gk B Tk D — D38

signos y efectuamos la multiplicacién:

Como el primer término del multiplicando tiene x® y el primer término del
multiplicador tiene x?, el primer término del producto tendréd x” y como en los
factores el exponente de x disminuye una unidad en cada término, en el pro-
ducto el exponente de x disminuird también una unidad en cada término, lue-
go el producto seré:

LGB =T+ 22— 23x+ 6. R
(2) Multiplicar a* —éa*+2a—7 por a® —2a+4 por coeficientes separados.
1+0—6+42— 7

Escribimos solamente los coeficientes, 140—244

pero como en el multiplicando falta

el término en o® y en el multiplica- 14+0—642— 7

dor falta el término ena®escribimos —2—0+12— 4+14

cero en los lugares correspondientes +4+4 0—24+ 8—28

a esos términos y tendremos:

: X 1+0—8+6+ 5—28+22—28
Como el primer término del multiplicando tiene a* y el primero del multipli-
cador tiene o®, el primer término del producto tendrd a” y come en los facto-
res el exponente de a disminuye de uno en uno, en el producto también dis-
minuird de uno en uno, luego el producto seré:

of —8a® + éa* + 5a® — 280® + 20 — 28, R.
OBSERVACION
Si en ambos factores el exponente de la letra comin disminuye de dos en dos,
de fres en tres, de cuatro en cuatro, etc., no es necesario poner cero en los
lugares correspondientes a los términos que falten; sélo hay que tener presen-

te que en el producto, los exponentes también bajaran de dos en dos, de tres
en tres, de cuatro en cuatro, etfc.

2)Multiplicacién de dos polinomios homogéneos que contengan s6lo
dos letras comunes y estén ordenados en el mismo orden con relacién a una
de las letras.
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Un polinomio es homogéneo cuando todos sus términos son homogé-
neos, o sea, cuando la suma de los exponentes de las letras en cada término
es una cantidad constante.

El producto de dos polinomios homogéneos es otro polinomio ho-
mogéneo.

E]emplo Multiplicar a* — 5a®m + 7a®m? — 3m* por 3a® — 2m?
por coeficientes separados.

El primer polinomio es homogéneo, porque la suma de los exponentes de las letras
en todos los términos es 4 y el segundo también es homogéneo, porque la o tiene
de exponente 2 y la m también tiene de exponente 2.

Escribimos solamente los coeficientes, poniendo = B4 73 06— 3

cero en el multiplicando en el lugar correspon- 3+ D— 2

diente al término en am® que falta y ponien-

do cero en el multiplicador en el lugar corres- 3—-15 t 2; i 13 B 13 —04é
pondiente al término en am que falta, y ten- A i

dremos: 3—15+194+10—23—0+6

El primer término del producto tendrd «® y, como el producto es homogéneo, la
suma de los exponentes de las letras en cada término serd 6.

Como en los factores, el exponente de a disminuye una unidad en cada término
y el de m aumenta una unidad en cada término, en el producto se cumplird la mis-
ma ley, luego el producto seré:

3a® — 150°m + 19a*m® + 10a®m?® — 23a®m* + 6mS. R.

- EJERCICIO 45
Multiplicar por coeficientes separados:

x%—x24x por x2—1.

x*+3x3—Hx*+8 por x3—2x*—T7.
a*+-3atb—2a%b*+5ab3—b* por a®—2ab+b2.
mi+ni+6mn*—Sm*n por mi—4dmn?—n?
x4=8x24-3 por: x4-4-6x2—5.

a®—3a*—6a"+10 por a*—4a’+3a*—2a*.
x?—4x84-3x5—2 por 3x%—8x%+10.
m2—7m&4+9mi—15 por m'6—5m12-+9Ims—4m*+3.
xﬁ_gx-ly_6x3y2_4x2y3_y5 pOT 2x2+4y2

10. gas—4a2+6a—2 por a*—2a%+a—17.

1. n0—3ni+5n—8n+4 por nt—3n2+4.

12, 3x4—4x%y—yt por x9—5xy+3ys.

13. x10—5x6yt 4 3x2y8—6y10 por xb—dxiy?4ys—jsx2y,
14 gu_3qu-1454m— por a?—5.

15. a‘+2—5a¥+1—7a’-‘“1 por a*4-6ax+ 1+7t1"+3.

16- xn+2__5xa_6xn—:: pOf ﬁxn+ 1,_4xn+2xu—l+xa—2_
17, g2x+2_g2c 3025 +1__5g2%—1 por 3a¥-1—5a%46as*+1,

COAP TP PR
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PRODUCTO CONTINUADO DE POLINOMIOS

Ejemplo

Efectuar 3x(x + 3)(x — 2)(x -+ 1).

Al poner los factores entre paréntesis la multiplicacién estd indicada.

La operacién se desarrolla efectuando el producto de dos factores cualesquiera; este
producto se multiplica por el tercer factor y este nuevo producto por el factor
que queda.

Asi, en este caso efectuamos el producto 3x(x + 3) =3x* 4+ 9x. Este producto lo
multiplicamos por x — 2 y tendremos:

3x% + 9x 38 + 3x%— 18x
= 1
x 2 - Este producto se Vs s —
3x® + 9x? multiplica por x + 1: 3x* 4 3x% — 18x%
— éx® — 18x 3x¥+ 3u—18x
3x3 4+ 3x* — 18x 3xt+6x3—15x2 —18x. R,

En virtud de la Ley Asociativa de la multiplicacién, podiamos también haber hallado
el producto 3x(x + 3); después el producto (x —2)(x+ 1) y luego multiplicar am-
bos productos parciales.

- EJERCICIO 46
Simplificar:
1. 4(a+5)(a—3). 8. (x2—x+1)(x2+x—1)(x—2).
2. 3a2(x+1)(x—1). 9. (am—3)(a™142)(a"1-1).
3. 2(a—3)(a—1)(a+4). 10. a(a—1)(a—2)(a—3)
4. (x241)(x2—1)(x2+1). 1L (x—8)(x+4)(x—5)(x+1).
5. m(m—4)(m—6)(3m-+2). 12. (x2—8)(x2+2x+1)(x—1)(x*+3).
6. (a—b)(a®*—2ab+b2)(a+b). 13. 9a2(3a—2)(2a+1)(a—1)(2a—1).
T Bx(x?—2x+1)(x—1)(x+1). 14, gx(a+14bx+2)(gx+1—bx+2)bx,

MULTIPLICACION COMBINADA CON SUMA Y RESTA
1) Simplificar (x + 8)(x —4) + 3(x — 1)(x + 2).

Efectuaremos el primer producto (x + 3)(x — 4); efectuaremos el segun-
do producto 3(x —1)(x+2) y sumaremos este segundo producto con el
primero.

Efectuando el primer producto: (x + 8)(x —4)=x2—x —12.

Efectuando el d TP ———
oroductor o BO I SR S8R )

Sumando este segundo producto con el primero:
(x*—x—12)+ (3x*+3x —6) =x*—x—12+3x2+ 3x —6=4x2+2x —18. R.
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2) Simplificar x(a—b)*—4x(a+ b)>.

Elevar una cantidad al cuadrado equivale a multiplicarla por si mis-
ma; asi (a —b)* equivale a (a—b)(a—b).

Desarrollando x(a— b)*.

x(a— b)®>=x(a®— 2ab + b*) = a®x — 2abx + b*x.
Desarrollando 4x(a+ b)%.
4x(a+ b)? = 4x(a®+ 2ab + b?) = 4a®x + Babx + 4b*x.
a*x — 2abx + b*x — (4a®x + 8abx + 4b*x)

=a®x — 2abx + b%x — 4a°x — Babx — 4b*x
=—3a’x — 10abx —3b*x. R.

Restando este segundo
producto del primero:

B EJERCICIO 47

O G0 D =

Simplificar:
4(x+3)+5(x+2). 11 3(x+y)*—4(x—y)2+3x2—3y2.
6(x2+4)—3(x2+1)+5(x2+2). _ 12, (m+n)*—(2m-+n)*+(m—4an)>
a(a—x)+3a(x+2a)—a(x—3a). 13, x(a+x)+3x(a+1)—(x+1)(a+2x)—(a—x)2.
xH(y24+1) 492 (x2+1)—3x2y2. 14 (at+b—c)*+(a—b+e)*—(a+b+c)*.
dm3—5mn>+3m*(m*+n®) —3m(m*—n*). 15, (x24x—3)2—(x2—2+ x)24(x*—x—3)2
Y2+x2yS—y3(x2+1)+y2 (24 1)—y2(x*—1). 16 (x+y+z) —(x+y)(x—9)+3(x*+xy+y*).
o(x+2)—(x+1)(x+4)—6x. 17, [x+(2x—3)][3x—(x+1)]+4x—x2.
(a+5)(a—5)—3(a+2)(a—2)+5(a+4). 18, [3(x+2)—4(x+1)][3(x+4)—2(x+2)].
(a+b)(4a—3b)—(5a—2b)(3a+b) 19.  [(m4n)(m—n)—(m+n)(m+n)][2(m+n)
—(a+b)(3a—6b). —3(m—n)].
(a+c)*~(a—c)®. 20. [(x+y)*=3(x=y)J[(x+y)(x=y)+x(y—x)]-

SUPRESION DE SIGNOS DE AGRUPACION
CON PRODUCTOS INDICADOS

Ejemplos

(1) Simplificar 5a+{ a—2[a+3b—4(a+b)] |

Un coeficiente colocado junto a un signo
de agrupacién nos indica que hay que mul-
tiplicarlo por cada uno de los términos en-
cerrados en el signo de agrupacién. Asi,
en este caso multiplicamos — 4 por a + b,
y tendremos: /

P

En el curso de la operacién podemos reducir térmi-
nos semejantes. Asi, reduciendo los términos seme-
jantes dentro del corchete, tenemos:

5a + '-;u + éa + 2b }
=5a+17d -+ 2b}
=5

Efectuando la multiplicacién de —2 por
a+7la+2b=12a+2h K.

{—3a—b) tenemos: £
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(2) Simplificar —3(x +y) —4[—x+2{—x+2y —3(x —y +2) } — 2x].

Suprimiendo prime-
ro el vinculo, ten-
dremos:

—3(x+y)—4[—x+2{ —x+2—=3(x—y—2)}— 2]
—8x—3y—4[—x+2{ —x+2y —3x+3y+6}—2x]

—3x—3y—4[—x+2{ —4x+ 5y +6}—2]
—3x—3y —4[—x—8x+ 10y +12 —2x]
—3x—3y —4[—1x+ 10y +12]
— 3x — 3y + 44x — 40y — 48

41x — 43y — 48. R.

[ S 0

- EJERCICIO 48

Simplificar:

1.

® ® N e ;s W

= s
L B = ©

14.

x—[3a+2(—x+1)].

—(a+b)—3[2a+b(—a+2)].
—[Bx--2y+(x—2y)—2(x+y)—3(2x+1)]-

4x2—{ —8x+5—[—x+x(2—x)}}-

2a—{ —3x+2[—a+3x—2(—a+b—2+a)]}-
a—(x+y)—3(x—y)+2[—(x—2y)=A(—x=y)].
m—(m+n)—83{ —2m+[—2m+n+2(—1+n)—m+n—1]}.
—2(a—b)—3(a+2b)—4 a—2b+2[—a+b—1+2(a—D)]}.
—5(x+y)—[2x—y+2{ —x+y—3—x—y—1}]+2x.
m—38(m-+n)+[—{ —(—2m+n—2—-3[m—n+1])+m].
—3(x—2y)+2{ —4[—2x—3(x+)] —{ — [~(x+N)]}-

5{ —(a+b)—3[—2a+3b—(a+b)+(—a—b)+2(—a+Db)]—a}.
=3 —[+(—a+D)]p—4H —[~(—a—b)]}-
—{a+b—2(a—b)+3{ —[2a+b—3(a+b—1)]}—3[—a+2(—1+a)]}-

CAMBIOS DE SIGNOS EN LA MULTIPLICACION
Las reglas generales para los cambios de signos en la multiplicacion
son las siguientes:

1) Si se cambia el signo a un ntimero par de factores, el signo del
producto no varia.

En efecto: Sabemos que

donde vemos que cambiando el signo a dos factores el signo del pro-
ducto no varia.
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2) Si se cambia el signo a un nimero impar de factores, el signo del
producto varia.

En efecto: Sabemos que
(+a)y(+b)y=+ab y (+a)(—b)=—ab o (—a)(+b)=—ab,

donde vemos que cambiando el signo a un factor el signo del producto
varia.

Cuando los factores sean polinomios, para cambiarles el signo hay que
cambiar el signo a cada uno de sus términos. Asi, en el producto (a—b)
(¢ —d), para cambiar el signo al factor (a — b), hay que escribir (b —a), don-
de vemos que a, que tenia +, ahora tiene —, y b, que tenfa —, tiene aho-
ra +; para cambiar el signo a (¢ —d) hay que escribir (d —c).

Por tanto, como cambiando el signo
a un factor el producto varia su signo,
tendremos:

y como cambiando el signo a dos factores
el producto no varia de signo, tendremos:

Tratéindose de mas de dos factores aplicamos las reglas generales que
nos dicen que cambiando el signo a un numero par de factores el producto
no varia de signo y cambiando el signo a un niimero impar de factores el
producto varia de signo.

Asi, tendremos:  (+a)(+ b)(+¢c)=—(—a)(+ b)(+¢)
(+a)(+B)(+e)=—(+a)(—b)(+0)
(+a)(+b)(+ ) =—(=a)(=b)(=¢)

y también: (+a)(+ b)(+¢)=(—a) (= b)(+¢)
(+a)(+ b)(+ )= (+a) (= b)(—¢)
(+a)(+ b)(+c)=(=a)(+ b)(— ).

Si se trata de polino- (@a=b)(c—d)(m—n)=~(b—a)(c—d)(m—n)

_ _ (a—b)(c—d)(m —n)=~(a—b)(d—c)(m—n)
mios, tendremos: /" (@a—b)(c—d)(m—n)=—(b—a)(d—c)(n—m)

y también: (a=b)(c—d)(m—n)=(b—a)(d—c)(m—=n)
(a=b)(c—d)(m—n)=(a—b)(d—c)(n—m)
(a—b)(c—=d)(m —n)=(b—a)(c—d)(n—m).




PLATON (429-347 A. C.) Uno de los mas grandes
filésofos de la Antigiiedad. Alumno predilecto de 56-
crates, dio a conocer las doctrinas del Maestro y las
suyas propias en los famosos Diilogos, entre los que
sobresalen el Timeo, Fedon, el Banquete etc. Viajo

DIVISION

por el mundo griego de su época, y recibe la influen-
cia de los sabios y matematicos contemporineos de
él. Alcanxé pleno dominio de las ciencias de su tiem-
po. Al fundar la Academia hizo inscribir en el fron-
tispicio: “'Que nadie entre aqui si no sabe Geometria™.

CAPITULO V

LA DIVISION es una operacion que tiene por objeto, dado el pro-
ducto de dos factores (dividendo) y uno de los factores (divisor), hallar

el otro factor (cociente).

De esta definicion se deduce que el cociente multiplicado por el divi-

sor reproduce el dividendo.

6a®

Asi, la operacion de dividir 6a* entre 3a, que se indica 6a* +3a 6 —,

3a

consiste en hallar una cantidad que multiplicada por 3a dé 6a®. Esa can-

tidad (cociente) es 2a. a2
Es evidente que 6a* + 2a =

Ja

=3a, donde vemos que si el dividendo

se divide entre el cociente nos da de cociente lo que antes era divisor.

@ LEY DE LOS SIGNOS

La ley de los signos en la division es la misma que en la multipli-

cacion: - 5 : 3
Signos iguales dan + y signos diferentes dan
En efecto:
+ab
1. +ab++a=——=+0b
+a

porque el cociente multiplicado por el divisor tiene que dar el dividendo
con su signo y siendo el dividendo positivo, como el divisor es positivo, el

79
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cociente tiene que ser positivo para que multiplicado por el divisor repro-
duzca el dividendo: (+ a) X (+ b) =+ ab.

El cociente no puede ser —b porque multiplicado por el divisor no
reproduce el dividendo: (+a)X (—b)=—ab.

—ab

2. —ab+—a= _a =+b porque (—a)X (+b)=—ab.
+ab ;

3. +ab+—a= ‘_a =~—b porque (—a)X (—b)=+ab.
—ab

4  —ab++a= = =—b porque (+a)X (—b)=—ab.

En resumen: + entre +da +.

—entre —da +.
= enire-=daric=
— entre: Hda . —

LEY DE LOS EXPONENTES

Para dividir potencias de la misma base se deja la misma base y se le-
pone de exponente la diferencia entre el exponente del dividendo y el ex-
ponente del divisor.

Sea el cociente a®+a®. Decimos que

oo as S
at+at= 5 F a*2=gt

a*serdelcociente de esta division si multiplicada por el divisor a® repro-
duce el dividendo, y en efecto: a* X a® = a’.

LEY DE LOS COEFICIENTES
El coeficiente del cociente es el cociente de dividir el coeficiente del
dividendo entre el coeficiente del divisor.

En efecto:

4a es el cociente porque 4a X ba=20a®> y vemos que el coeficiente del
cociente 4,es el cociente de dividir 20 entre 5.

CASOS DE LA DIVISION

Estudiaremos tres casos: 1) Division de monomios. 2) Divisiéon de
un polinomio por un monomio. 3) Divisién de dos polinomios.
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I. DIVISION DE MONOMIOS

De acuerdo con las leyes anteriores, podemos enunciar la siguiente:

REGLA PARA DIVIDIR DOS MONOMIOS

Se divide el coeficiente del dividendo entre el coeficiente del divisor
y a continuacién se escriben en orden alfabético las letras, poniéndole a
cada letra un exponente igual a la diferencia entre el exponente que tiene
en el dividendo y el exponente que tiene en el divisor. El signo lo da
la Ley de los signos.

'}]enlplﬂs (1) Dividir 4a®bh? entre — 2ab.

(2)

(3)

(4)

R mwwxx\»w
e
%ab e zgh»wyvmsghéb_

porque (—2ab) X (— 2a%b) = 4a®b?.

-—Qa’b&wlt,

Dividir — 5a%b%c entre — c2b.

— 5a4b8c :
- = 5qa%k3¢, 2
— =Sk, R

porque 5a%b%c X (—ab) = — Satbic.

— 5aib¥c + —ah =

Obsérvese que cuando en el dividendo hay una letra que no existe en el
divisor, en este caso c, dicha letra aparece en el cociente. Sucede lo mismo
que si la ¢ estuviera en el divisor con exponente cero porque tendriamos:

c+cd=cl=c

Dividir — 20mx2y i 4xy
L ”mng“""’ 4xy3. = m:’y“ = —5mx.: R.

porque 4xy* X (— 5mx) = — 20mx*y?,

Obsérvese que ietras iguales en el dividendo y divisor se cancelan porque su
cociente es 1. Asi, en este caso, y? del dividendo se cancela con y* del divi-
sor, igual que en Aritmética suprimimos los factores comunes en el nume-
rador y denominador de un guebrado.

También, de acuerdo con la Ley de los exponentes y* <+ y* = y3-3 =y y ve-
remos mas adelante que y?=1 y 1 como factor puede suprimirse en el
cociente.

Dividir — x™y"z* entre 3xy%z%. /
: s xmynzu i I
sl g = YR dm At e i
X i 3xy z° Sayia ) e R
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EJERCICIO 49
Dividir:
—24 entre 8. 8. —5Hm3n entre m3n. 15. —2m®*n® entre —3mnS.
—63 entre —1. 0. —Ba?x® entre —8a*x%, 16. a* entre a®
—~ba® entre —a. 10. —xy* entre 2y. 17. —3a*b™ entre ab?
14a8b* entre —2ab2.  11. 5x%y® entre —6xiy. 18. bambte entre —6a’bic.
—adbic entre a®bi. 12. —a8b%ct entre 8¢l 19. a*b™ entre —4ambn.
—a*h entre —ab. 13. 16m®n* entre —bHnd. 20. —3m*n*x?
H4x2y?z8 14. —108a"Db%* entre —5Hm*n?x®,
entre —6xy2z8. entre —20b%*,
(5) Dividir o**3b™2 entre g**2b™*,
ax+ﬂbm+2
= ax+8-tx+2]bu1+2-{m+1) —_ ax+8—x-2bm+3-m-1 =ab.. R
a!+2bm+1
(6) Dividir — 3x%3y8a-2 gntre — Sxe-dys-1,
e 2a+3, ~2
= :’;’; :tl S § (2048 (a-4)y Ba-2-(a-1) =;xa¢a-u1yu—2-n+1 :';xu‘fy:fn—l_ R
- EJERCICIO 50
Dividir:

am+3 entre qm+2,
2x*+4 entre —xt+2,
—3a™2 entre —5a™",
x20+3 entre, —4xn+4,
—4a*2b" entre —Hadb2.

PR 00 0o 1

(7) Dividir -:a%ac entre

-  EJERCICIO 51
Dividir:
1 -2
1. ?x— entre T
3 4
2. —Taab entre —-?azb.
g 2.5 B
3. T XY z8 entre FEar

T ]
4. —-s—a“‘b“ entre —Tabﬁ.

e

2
—5x"* entre —2.

=Txm+Syu-l entre —Bxiy?,
Ha*m—1px—8 entre —Ga*m-2hr-i,
_.4xn—lyn+1 entre 5xn—-1yn+1_
amtehx+e entre ambs,
—Hab?c® entre 6a™b"c*.

._.
oweA®

5
— zathe.

2 218

;azbc .,

" -_-’—"ib: R.
-‘;abc

7. ——a%%® entre ——abdct.
8. -%a'b'“ entre ——:—abz.

9. —%c’d" entre %d*.

10. %a‘“b’ entre --%bs.

11. —2a*+4p=S entre —%a‘b‘.

1 1
6. 3min®p® entre ——minp®. 12. ——a*%h™+52 entre %a'—“b‘""“.
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I1. DIVISION DE POLINOMIOS POR MONOMIOS

Sea (a+ b —c)+m. Tendremos:

a+b—c a b ¢

a+b—c)sm=———=—+t———
m m m m
b ¢
En efecto: ; + ——— es el cociente de la division porque multipli-
cado por el divisor Icproduce el dividendo:
A N a b c
(=+=——=)m=—xm+—xm——xm=a+b—c.

m m m m m m

Podemos, pues, enunciar la siguiente:

REGLA PARA DIVIDIR UN POLINOMIO POR UN MONOMIO

Se divide cada uno de los términos del polinomio por el monomio
separando los cocientes parciales con sus propios signos.
Esta es la Ley Distributiva de la division.

Ejemplos

(') Dividir 3a® — 6a2b + 9ab? entre 3a.
. 2, By g 3a® — 6a®b + 9ab? B 3a®  éa®b L 9ab?
(3a®—6a2b +9ab?) + 3a = = e

=a?—2ab+ 3b% R.
(%) Dividir 2a*b™ — éa**1h™-1 — 3a**2pm-2 entre — 2a%ht.

1 1 x42pm-2) - Shd — 206"
(20*b™ — ba*+1b™"1 — 3a™*2p™%) + — 2a%b ——M
6ax+1bm—-1 3ux+2bm-2

+
2a8b* 2a%b?

= — g*-8pm-4 | Jgx-2pm-b L ; a<1pm-8 R,

- EJERCICIO 52
Dividir:
1. g2—ab entre a. 9 8mon2—10mTni—20mdns+12m3ns
2. 3x2y"—5a%x* entre —3x2. entre 2m?.
3. 3a3—5ab2—6a2b® entre —2a. 10. a*+a™1 entre aZ.
4 x8_4x24x entre x. 11. 2am—3a"m+24+6am+4 entre —3ad.
5. 4x85—10x5—5x* entre 2x8. 12, gmpnygm-1pn+2_gu-2pn+4 entre a2bd.
6. 6md—8m2n+20mn? entre —2m. 13, ymy2_gymygym+l_ym—1 entre x™ 2.
7. 6adbS—3a%b8—a2b3 entre 3a%h3, 14 gox+apm-1_gox+8pm—248gx+2pm-8,
8.

x1—5x8—10x2+15x entre —5x.~ entre —2a*+2hm—t,
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. 1 5 5
(3) Dividir gx"’y - EX“yz Fosipyl = %y* entre _y.

8 2 1] i §
3. stk L 3 jagpe |
et G . e
3 2 A b 1 o
S Fopa 1Ny Tl I = S =
}3y == koY= oy y) =y
(d a4 14 a2 [ 5 5 5 5
(A4 AT
]
f 4 8 .
— 3 2 . S |
T A A R.
@ EJERCICIO 53
Dividir:
1 o 2
1. —x2?——x entre —x.
2 3 3
s B 1 a
2. —ad%——a®*+ —a entre ——.
3 h 4 i
1 2 B o L,
3. —mt——mPn+—m*n* entre —m?=
4 8 o 4
\\
N 2 1 - 5 1 .
JRmEPTT: Do S T | 2B Ay P 3 3
4. xty nxy+4xy’ xy% entre Sxy.
251 813 5 =
b. —af e b* — ab® entre 5a.
o
1 1 1
—agm — am—1 o -
6. 74 +—a entre —-a.
2 1 2 1
1. —g&+l——g*1 —~yg% entre —a* 7%
3 4 b [
- 1 2 2 s
8. ——arlxmA24 —guxmil——gntixh entre — —a%x®

i1l. DiVISION DE DOS POLINOMIOS

La division de dos polinomios se verifica de acuerdo con la siguiente:

REGLA PARA DIVIDIR DOS POLINOMIOS

Se ordenan el dividendo y el divisor con relacién a una misma lewra.

Se divide el primer término del dividendo entre el primero del divi-
sor y tendremos el primer término del cociente.

Este primer término del cociente se multiplica por todo el divisor y
el producto se resta del dividendo, para lo cual se le cambia el signo, escri-
biendo cada término debajo de su semejante. Si algin término de este
producto no tiene término semejante en el dividendo se escribe en el lugar
que le corresponda de acuerdo con la ordenacién del dividendo y el divisor.

Se divide el primer término del resto entre el primer término del
divisor y tendremos el segundo término del cociente.

Este segundo término del cociente se multiplica por todo el divisor y
el producto se resta del dividendo, cambiando los signos.
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o Se divide el primer término del segundo resto entre el primero del
divisor y se efectian las operaciones anteriores; y asi sucesivamente hasta
que el residuo sea cero.

Ejemplos

3x*+2x—8 [ x4 Q1

(1) Dividir 3x%+ 2x — 8 entre x + 2. — 3x® — bx 3x—4. R
—4x—8
4x+ 8

EXPLICACION

El dividendo y el divisor estan ordenados en orden descendente con relacién
a x.

Dividimos el primer término del dividendo 3x? entre el primero del divisor
x y tenemos 3x* <+ x = 3x. Este es el primer término del cociente.
Multiplicamos 3x por cada uno de los términos del divisor y como estos pro-
ductos hay que restarlos del dividendo, tendremos: 3x X x = 3x*, para restar
— 3x% 3x X 2 = éx, para restar — éx.

Estos productos con sus signos cambiados los escribimos debajo de los tér-
minos semejantes con ellos del dividendo y hacemos la reduccién; nos da
— 4x y bajamos el — 8.

Dividimos — 4x entre x;: —4x = x = —4 y este es el segundo término del co-
ciente. Este — 4 hay que multiplicarlo por cada uno de los términos del divi-
sor y restar los productos del dividendo y tendremos:

(— 4) X x = — 4x, para restar + 4x; (—4) X 2= —8, para restar 8.

Escribimos estos ‘términos debajo de sus semejantes y haciendo la reduccién
nos da cero de residuo.

RAZON DE LA REGLA APLICADA

Dividir 3x2 4+ 2x — 8 entre x + 2 es hallar una cantidad que multiplicada por
x + 2 nos dé 3x* 4+ 2x — 8, de acverdo con la definicién de divisién.

El término 3x% que contiene la mayor potencia de x en el dividendo tiene que
ser el producto del término que tiene la mayor potencia de x en el divisor que
es x por el término que tenga la mayor potencia de x en el cociente, luego di-
vidiendo 3x® + x = 3x tendremos el término que contiene la mayor potencia
de x en el cociente.

Hemos multiplicado 3x por x 4 2 que nos da 3x* + 6x y este producto lo res-
tamos del dividendo. El residuo es — 4x —8.

Este residuo — 4x — 8, se considera como un nuevo dividendo, porque tiene
que ser el producto del divisor x + 2 por lo que aln nos falta del cociente.
Divido — 4x entre x y me da de cociente — 4.

Este es el segundo término del cociente. Multiplicando —4 por x+2 ob-
tengo — 4x — 8. Restando este producto del dividendo — 4x — 8 me da cero
de residuo. Luego 3x —4 es la cantidad que multiplicada por el divisor x + 2
nos da el dividendo 3x* + 2x — 8, luego 3x — 4 es el cociente de la division.
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(2) Dividir 28x*—30y®> —11xy entre 4x — 5y.

2 —q0y2 =
Ordenando dividendo y divisor en or- 282 —Vlxy —30y | dx—5y

den descendente con relacién a x ten- *‘”;""_*‘.3& IR R
dremos: - — 24xy — 30y
— 24xy + 30y*

EXPLICACION

Dividimos 28x® < 4x =7x. Este primer término del cociente lo multiplicamos
por cada uno de los términos del divisor: 7x X 4x = 28x2, para restar
— 28x?; 7x X (— 5y) = — 35xy, para restar + 35xy. Escribimos estos términos
debajo de sus semejantes en el dividendo y los reducimos. El residuo es
24xy — 30y®. Divido el primer término del residuo entre el primero del divisor:

24xy + 4x =+ éy. Este es el segundo término del cociente.

Multiplico éy por cada uno de los términos del divisor. 6y X 4x = 24xy para
restar — 24xy; by X (— Sy)=—30y®, para restar + 30y®. Escribimos estos
términos debajo de sus semejantes y haciendo la reduccién nos da cero de
residuo. 7x+ 6y es el cociente de la division.

- EJERCICIO 54
Dividir:

1. a°+42a—3 entre a+3. 12. H5n?—11mn+6m? entre m—n.

2. a?*—2a—3 entre a+1. 13. 32n2—54m2*+12mn entre 8n—9m.

3. x?—20+x entre x+b. 14 —14y%4-33+71y entre —3—Ty.

4. m?*—11m+30 entre m—6. 15. x3—y3 entre x—y.

5. x2415—8x entre 3—x. 16. a3+43ab?>—3a%b—b* entre a—b.

6. 6+a%+5a entre a+2. 17. x4—9x24-3+x entre x+3.

7. 6x*—xy—2y* entre y+2x. 18. a*+a entre a+1.

8. —15x2—8y2+22xy entre 2y—3x.  19. mS—n® entre m*—n?

9. 5a*+8ab—21b% entre a+3b. 20. 92xt—x3—3+4-Tx entre 2x+3.
10, 14x2—-12+22x entre 7x—3. 21.  3y5+5y2—12y+10 entre y2+2.
11. —Ba?412ab—4b? entre b—a. 22. ami—am—2a entre am+a.

23. 12a*+4-33ab2—35a2b—10b3 entre 4a—5b.
24, 15mS—9m3n2—5min+3m2n®+-3mni—nd entre 3m—n.
PRUEBA DE LA DIVISION

Puede verificarse, cuando la divisién es exacta, multiplicando el divi-
sor por el cociente, debiendo darnos el dividendo si la operacién estd co-
rrecta.

(3) Dividir 2x® — 2 — 4x entre 2 + 2x.

2x8 —4x—2 | 2%+2
Al ordenar el dividendo y el di- = 2% — 2 ®=—x—1. R
visor debemos tener presente — 9y — 4x
que en el dividendo falta el tér- P
: 2x* -+ 2x
mino en x?, luego debemos de- .
jar un lugar para ese término: —-2x—2

2x +2




(4)

(5)

(6)
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Dividir 3a® + 10a®b? + 64ab® — 21a*b + 32ab* entre a® — 4ab? — 5a2b.
Ordenando con relacién a la a en orden descendente:
3a% — 21a%h + 10a%b2 + 64a2b® + 32ab*t | @® — 5a%b — 4ab?
— 3a® + 15ab + 12a®h? ~ 3a% — 6ab — 8b%. R.
— bath + 22a3b? 4+ é4a2b®
b6a’b — 30a%b2 — 24a2b3
— 8a®b? + 40a*b® + 32ab*
8a®b? — 40ab® — 32ab*

Dividir x2 4 x%8 — x8y* — x2y10 entre x8 + x%y2? — xty* — x2y0,
Al ordenar el dividendo tenemos x'% — x8y* + x8y® — x2y10,

Aqui podemos observar que faltan los términos en x1%2 y en x*y5 dejaremos
pues un espacio entre x12 y — x8y* para el término en x*%? y otro espa-
cio entre x®%% y —x%y10 para término en x*y® y tendremos:

yi2 = XB)'* + xsye - xzyw l .,EB +1e£2 p x4y4 s xfzf
— x12 — xloyz e xsyi B xeya xt — x2y2 + )". R.
- xmy:a + QXB),G

xI.Illy.2 + xByA i XBYG o xi),B
- xsyq - xﬂ_yﬂ__ X‘)‘é oy xzym
-— xﬂyl - xﬂyﬁ BR x4y3 -+ x?.'ylu

Dividir 11a® — 3a% — 46a® + 32 entre 8 — 3a® — éa.

Ordenaremos en orden ascendente porque con ello logramos que el primer
término del divisor sea positivo, lo cual siempre es mas cémodo. Ademas,
como en el dividendo faltan los términos en a* y en a dejaremos los lugares
vacios correspondientes y tendremos:

32 — 46c® +11c? ~8aF | 8=6a=3a%.
— 32+ 24a + 1202 4+3a—2a2+ad R

24a — 34a® + 114°
— 24a + 18a* + 9o?

— 16a® + 20
16a® — 12a® — éat
8a® — éa* — 3a®
— 8a®+ 6a* + 3a®

EJERCICIO 55

Dividir:

OV i 00 1O

a‘—a*—2a—1 entre a*+a+1.

x5+4+12x2—bx entre x2—2x-+5.
mb—bEmin+20m2ni—16mn* entre m2—2mn—8n2.
xt—x2—2x—1 entre xZ—x—I1.
x94+6x3—2x5—Tx2—4x+6 entre x*—3x2+2.
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6. mS4mS—4mi—4m+m2—1 entre m*+m2—4m—1.

7. a—a*4+10—27a+T7a* entre a®+5—a.

8. 3xPy—bHxyd+3yt—x* entre x2—2xy+y2.

9. 2n—2n%+nt*—1 entre n*—2n+1.

10. 22a2bi—5a*b2+a%h—40ab® entre a*b—2ab2—100b3.

11, 16x4—2Ty*—24x2%y? entre 8x3—9y3+6xy2—12x2y.

12.  4y*—13y>+4y°—3y—20 entre 2y+5.

13, ha*x?—3x5—1lax*+3atx—24% entre 3x3—a®+2axs.

14. 2xBy—x8—3x2yt—xy® entre x*1—3x3y+2x2y24xys.

15. a%—5a+831a2—8a+21 entre a*—2a—17.

16. mf—m5+5m3—6m—+9 entre mi43—m2+4m?d.

17, a%+-b%—a’b—4a*b*+4-6a*b*—3ab® entre a?—2ab+b2.

18. x0—2x%y2+2x3y3—2x%y44+3xyi—2y® entre x2—2y24-xy.

19. 4y3—2y5+y0—yi—4y+42 entre y*4-2—2y2,

20. 3m"—11mS+m*+18m2—8m—3m2+4 entre m*—3m2+4.

21. a%+42a—3a%—2a%*4-24*—a—1 entre a®+a?—a+1.

22. 24x°—52x*y+38x%y?—33x%y3—26xyt+4y’ entre Bx?—12x%y—Gxy*+yd.

23. bHab+-6a*+Hat—4a"™—8a%—2a%+4a%—6a entre a'—2a%+2.

24. x7—3x%+6x°+x2—3x+6 entre x2—2x%+3x-46.

25, 3a%+5a5—Y9at—10a%+8a%+3a—4 entre 3a’%+2a2—bHa—4.

26. Hy®—3yT—11y%+11y"—1T7y*—3y3—4y>—2y entre Hy*—3yi+4y242y.

27, —mT™+5mn—14mn2+20mind—13m3nt—9m2ns4-20mné—4n7 entre
n3+3m2n—5omn2—ms.

28.  x11—5xPy24-8xTyt—6x"yS—5x3yE4+-3xyl? entre x5—2x3y243xys.

29. 3a*—15a7+14a%—28a%+47a*—28a%+23a—10 entre 3a®—6a’+2a2—3a+2.

30, a*—b24+2bc—c? entre a+b—c.

31, —2x24-5xy—x2—3y2—yz+102* entre 2x—3y+5Hz.

32. x%4+y%428—3xyz entre x24+y2+z2—xy—xz—Yy2.

33. ab+b% entre a+b.

34. 21x°—21y°® entre 3x—3y.

35. 16x®—16y% entre 2x2+2y2.

36. xl0—y10 entre x2—y2.

37. x154915 entre x3-493.

38. x%+y84-3x2y+3xy:—1 entre x2+2xy+y*+x+y+1.

39.  x5+495 entre xi—x3y-+x2y?—xyd4yl.

DIVISION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES LITERALES

‘ Ejemplos (1) Dividir 3a™5 4 190" — 10a*** — 8a**2 + 5g**1

entre a?—3a+ 5.

Ordenando en orden descendente con relacién a la a, tendremos:

3% —10a**4 + 190**3 — 8a**2 + 50**1 | a®—3a +5 :
i 30::1-5 -+ 90x+4 — 15g*+8 Jg*+3 - uuz + 0“1. R.

s 0:1-4 + 4ax+8 — 80x+2
0“4 = 3Qx+a -} 50"2

ax+3 S 30‘“2 + saml
=5 G“s + 3ux+2 — 55[“1
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EXPLICACION
La divisién 3a*0 +a?= 3Ja¥2= 3g*8,
La divisién — a**t+g?=— gt 2=— g*2
La divisién G‘“B -+ 02 — ax+3—2 — CIM']'.

(2) Dividir x38 — 17x38-2 4 x8a-1 4 3y8a-4 . OxBa-8 — 2,30-5 gnjre x2a-1 — Py2e-8 — 3y2a-2,
Ordenamos en orden descendente con relacién a x y tendremos:
x38 + xapl - ]7;8:1—2 + 2x8n-3 4 3_,(3;-4 _ 2x3’”5 Lxﬂa—x "—_3):2“'2 = 2x_2"'3_
= gyintop Duhe-d XL A — G L -h

4x.::sa—1 -1 5x8n-2 + 2xa‘”3
— 4xBo-1 - 12x32-2 - Bx¥u-B

P 3}(3“"2 + 10:{3"3 4 3x8a—4
3}(3“"2 — QyBa-B __ g, Ba-d

xa:»-s . 3x8n-4 = 2x38-5
— x&n«s + 3x3a—4 + 2,(3:{—-5

EXPLICACION
La divisién x32 = x2a-1 = xBa-(2a-1) — xBa-20+41 — g+l
La divisién 4x3s-1 = x28-1 = gyBa-1-(2a-1)  — gyda-1-2asl  — 4y2,
La division — 3x38-2+-x2-1 = — GyBa-2-(2a-1) = — GyBa-2-2a1l — — Gyi-1,
La divisién xBe-8 = x2a-1 = y3a-8-(2a-1) — yBa-8-2u41 = x-2
® EJERCICIO 56
Dividir:
1. a**t34a* entre a+1.
8. x7+343x8 80t d_nntd entre x%4x.
3. mAti—mtti4Gmr+1—5me4-3ms! entre m?—2m+3.
4. ah + 3—{—4&2“ + 2+a2n + 1_23211 entre at4-q"+ 1
5. x2a + .')__3x2n + 3+2xﬂa +4_ g4yt 2+2x23 +1 entre x®+3%—9xa+t 1
6. a**+2—2a*+48a*1—3a*2 entre 3a*2—2a*"1+4a*.
T a?*—4q2x—2 5284 zaﬂx—1_2a2x—4 entre ax_._ax—-l_{_ax—E
8. m2e-2_ml_gmat Im2a+142m2+2_m2+3 entre mt—m*14+m
0. x2u—§!+x‘.‘n—3_4x?.a—4__ x2a=T entre _xn—8+xa-—i_xa—2l
10. aﬂnb.‘!_a2n—1bi+aﬂn—2b5_ 2a2nﬂ4b7+aﬂn—5bﬁ entre aq"b—a"! bﬁ+2an—2b3_an—3bi_
11. @™ t*+a™b*+a*b™+b™+* entre a*+b*.
12. a*—ab " '—a*1b+b" entre a—b.
13. 3a™8-23a5m—24 5450144645 —30a°™+1 entre a®"3+6a®™~1—8aPm 2,
i4. D Bn+ 1)’2’_3—4x9‘"}‘2"_2—28363“_2)72‘4-30263""3)?2” +1 entre —x&+ 2},:——1_3xnyx Flpgxnt 1yx.
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Q DIVISION DE POLINOMIOS CON COEFICIENTES
FRACCIONARIOS

Ejemplo

Dividir ;-x" A —x 2y + —xy’ - —y" entre «x - -y

=
—-;x3+§x2y ::,Xz"'ixr'l‘;)'g- R.
—Ex2y+3xy2
2ty — Ly
=
—1y2 42y

Obsérvese que todo quebrado que se obtenga en el cociente al dividir, lo mismo
que los quebrados que se obtienen al multiplicar el cociente por el divisor, deben
reducirse a su mds simple expresion.

- EJERCICIO 57
Dividir:

1
1. —:i—a” + lm‘: - %b‘*’ entre -;—a + —b.

2. .-;—xz + mxy —_ iyg entre x — %y

3. —;-xs - i—:1: 2y + —xy* - —y” entre -Lx‘ - -:‘—xy + %'y”.

4. Iisaﬂ - -ua-b b3 + ?ab‘-' entre Ta — E-b.

5. lm‘ + —msn ——:%m”nz + lm:u3 —nt entre ?smz + 2n? — mn.

6. %x“ + —x* - E:c” + —x‘*‘ S + —x entre 2x% — —x +2.

7. %a‘ —alx 4 ;Eaxs - %aﬂx“ = ?x‘ entre % a* —ax +; %7

8. b4 % x3y2 — Tl—x2ys o %x‘y + %xy‘ entre %xa = %x':’y + :—xy“.
9. %x“ + i:x* = %xs + :—:,xz + %x = enire —rk<xf — ool

10 ﬁm 1ﬂ2
40

2
+—mn? — Zns,
5 4
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DIVISION DE POLINOMIOS POR EL METODO
DE COEFICIENTES SEPARADOS

La divisién por coeficientes separados, que abrevia mucho la opera-
cién, puede usarse en los mismos casos que en la multiplicacién.

1) Divisién de dos polinomios que contengan una sola letra y estén
ordenados en el mismo orden con relacién a esa letra.

E]emplo Dividir 8x® — 16x® + 6x* + 24x® + 18x — 36 entre 4x® + 3x
— 6 por coeficientes separados.

Escribimos solamente los coeficientes con sus signos teniendo cuidado de poner cero
donde falte algin término y se efectia la divisién con ellos:

8—16+6+ 0+24+18—36 ] 4+0+3—-6

—8— 0—6+12 2—44+0+6
—16+0+12+24
16+0+12—24

424+ 0+18—36
—24— 0—184+36
El primer término del cociente tiene x® porque proviene de dividir x® entre x% y

como en el dividendo y divisor el exponente de x disminuye una unidad en cada tér-
mino, en el cociente también disminuird una unidad en cada término, luego el co-

ciente es: e b
-aths R

?)Division de dos polinomios homogéneos que contengan solamente
dos letras,

E]‘?mPlO Dividir a® — 7a*b + 21a%* — 37 a2b® + 38ab* — 24b° entre o?
— 3ab + 4b* por coeficientes separados.

Tendremos: 1—7+21—37+38—24 | 1—3+4

—143— 4 1—4+5—6
—4+17-37
4—124+16
5—21+38
- 5+15—20
— 6+18—24

6—18+24

El primer término del cociente tiene a® porque proviene de dividir a® entre R
Como el cociente es homogéneo y en el dividendo y divisor el exponente de a dis-
minuye una unidad en cada término y el de b aumenta una unidad en cada término,
el cociente sera: il Bl

—6b% R

By




e N1 & Bk 0 B

e ot et
w B = o

14.
15.
16.

17
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EJERCICIO 58

Dividir por coeficientes separados:

xP—x14-x?—x entre x3—x2+x,

xTx0—11x54-3x4—=13x%+4+19x2—56 entre x*—2x2—T.
a“+a%b—Ta*b?+12a3b3—13a2b1+-Tab®—b® entre a2—2ab+b>.
mt+2min?—5mn+20m3*ni—19m*nt—10mn®—n® entre m®*—4mn2—ns,
x8—2x0—50x4+58x2—15 entre x*+6x2—5.
a'*+9al0—Ta1%4-23a8—52a%+42a*—20a2 entre a®—4a®+3a*—2a2.
3x1P—20x1*—T0x%4-51x%+46x3—20 entre 3x%—8x3+410.

53m* ' —12m*4++-m?8—127m 194+ 187m12—192m%+87m*—45 entre m12—TmS49m4—15.
2xT—6xty—8x5y?—20x1y38—24x%yt— 18x2y5—4y7 entre 2x24+4y.
6a"—12a7+2a%—36a°+6a*—16a%+38a>—44a+ 14 entre a*—2a*+a—T.
n10—6n8+-5m"+13n8—23n°—8nt+44n3—12n2—82n+16 entre n%—3n'+5mi—8n+4.
BxT—4xCy—15x5y2+4+20x4y3—13x3y14+-5xy0—3y7 entre x*—Hxy*+3ys,
x10—dx14y2—](x12y44- 21 x10y0 4 D8xByS—2Bx byl04 Oxdyl2 3x2y14—_Gyl6 entre
x6_4x‘1y2:_5x2y4+y0_

a"+2—3an+1—5q04-20am1—-250m3 entre a?-—5.

Tazxr+ 5_35ﬂ2x+-}+6a2x + 3._78a2x+2__5a2S+1_42a21_.7a2l—1 entre at+6ax+ 1+7ax+a‘

(.ixi!n + 8_4x2a + 2_28x2a + 1+21x2a_46x2a-—1 +19x2a—2_12,:25----3_6,::!&-‘-4 entre
6x®+1—4x04-2x814x22,

6:‘1'_“ + 3—23&5" + 2+12aﬁx + 1_34aﬁx+22a5x---1_ 15651- 2 entre a2x +2__ 021_3321 + 1‘—‘5(,12“_1.

COCIENTE MIXTO

En todos los casos de divisién estudiados hasta ahora el dividendo era
divisible exactamente por el divisor. Cuando el dividendo no es divisible
exactamente por el divisor, la divisién no es exacta, nos da un residuo vy
esto origina los cocientes mixtos, asi llamados porque constan de entero y
quebrado.

Cuando la divisién no es exacta debemos detenerla cuando el primer
término del residuo es de grado inferior al primer término del divisor con
relacién a una misma letra, o sea, cuando el exponente de una letra en el
residuo es menor que el exponente de la misma letra en el divisor y suma-
mos al cociente el quebrado que se forma, poniendo por numerador el re-
siduo y por denominador el divisor.
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Ejemplos - x— 6 |x+3

— x4 —3x 6
i T Tl
(1) Dividir x* —x— 6 entre x + 3. dx+12
6

El residuo no tiene x, asi que es de grado cero con relacién a la x y el divisor
es de primer grado con relacién a la x, luvego aqui detenemos la divisidn
porque el residuo es de grado inferior al divisor. Ahora afiadimos al co-

6
ciente x —4 el quebrado 3 de modo semejante a como procedemos en
X

Aritmética cuando nos sobra un residuo.

(2) Dividir 6m* — 4m3n? — 3m?2n* + 4mn® — n% entre 2m? — n*

6m* — 4m®n? — 3m?n* + dmn® —n® | 2m?® — n? _
— 6m* + 3m*n? 2mn® — n®
3m? — 2mn? + ———.
— 4m®n* + 4mn® 2m* — nt
4m3n? — 2mn®
2mn® — nS

Hemos detenido la operacién al ser el primer término del residuo 2mn® en el
cual la m tiene de exponente 1 mienfras que en el primer término del divisor
la m tiene de exponente 2 y hemos afiadido al cociente el quebrado que se
forma poniendo por numerador el residuo y por denominador el divisor.

NOTA
En el nimero 190, una vez conocidos los cambios de signos en las fracciones,
se tratard esta materia mas ampliamente.

- EJERCICIO 59
Hallar el cociente mixto de:
1. a?+b? entre a2 8. x2—6xy+y? entre x+y.
2. a*42 entre ad 9. x8—x243x42 entre x?—x+1.
3. 9x346x2+7 entre 3x2. 10. x84y entre x—y.
4 16a*—20a*b+8a2b2+Tab® entre 4a2. 11.  x3495 entre x—y.
5. x247x+410 entre x+6. 12.  x844x2—5x+8 entre x2—2x+1.
6. x2_5x47 entre x—4. 13.  8a®—6a2b+5ab*—90b* entre 2a—3b.
7. mi=11m>+34 entre m2—3. 14.  x5—8x44+9x24-Tx—4 entre x2—3x-+2.

VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS
CON EXPONENTES ENTEROS PARA VALORES
POSITIVOS Y NEGATIVOS

Conociendo ya las operaciones fundamentales con cantidades negati-
vas, asi como las reglas de los signos en la multiplicacién y division, pode-
mos hallar el valor de expresiones algebraicas para cualesquiera valores de
las letras, teniendo presente lo siguiente:
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POTENCIAS DE CANTIDADES NEGATIVAS
1) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva, porque
equivale a un producto en que entra un numero par de factores negativos.
Asi, (—2)2=+ 4 porque (—2)2=(—2) X(—2) =+4,
(—2)*=+ 16 porque (—2)¢=(—2)2X (=202 =(+ 4) X (+4)=+ 16.
(—2)°=+ 64 porque (—2)°=(—2)*X(—2)*=(+16) X (+4)=+ 64.
(—2)*=+256 porque (—2)%=(—2)%X (—2)*=(+64) X (+4) =+ 256.
y asi sucesivamente.
En general, siendo N un numero entero se tiene: (—a)*¥ = a*".
2) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa porque

equivale a un producto en que entra un nimero impar de factores ne-
gativos.

Asi, (=2=-— 2
(—2)=— 8 porque (—2P=(—2*X(—2)=(+ 4)X(—2)=— 8.
(—2)"=~— 32 porque (—2)f=(—=2AX(=2)=(+16)X (—2)=—
(—2)"=-—128 porque (—2)'=(=2)*X(—=2)=(+64) X (=2)= —128.

y asi sucesivamente.
En general, se tiene: (—a)***! = —@?¥*1,

\ E]‘emplos I (1) Valor numérico de x® — 3x% + 2x — 4 para x = — 2.

Sustituyendo x por — 2, tenemos:

_ (—2F—3(—2P2+2(—2) —4
=—8—3(4)+2(—2)—4

=—8—12—4—4
=-—28. R
4 3a®b  Sab®
(Z) Valor numérico de%—-—T+T—b’ para a=—2, b=-—3.
a* 3¢°b  Sab®
Tend e el *
endremos: 2 7 - 3
—2)% 3(—2P(—3 5(—2)(—3)2
=[ l_[ Il ]+{}‘]—t~3]’-
4 é 3
16 3(4)(—3)  5(—2)(9)
= —_—— + — _27
4 6 3 [ )

= () ()

=4—(—6)+(—30)+27

=44+6—-30+27=7. R
NOTA

Para ejercicios de valor numérico de expresiones algebraicas con exponentes
cero, negativos o fraccionarios, véase Teoria de los Exponentes, pag. 407,




S

® P NS oew

MISCELANEA DE LAS OPERACIONES FUNDAMENTALES ® 95

EJERCICIO 60

Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para
1

a=-1 b=2 c¢=—,
a*—2ab+b2. 6. (b+a)d—(b—c)P—(a—c).
3a*—4a*b+3ab>—b*. 7. ab | ac bc‘
c b a
a®—8a‘c+16a%c2—20a%c*+40ac—cb. 8. (atb+c)*~(a—b—c)*+c.
(a—b)2+(b—c)*—(a—c)*. 9. 3(2a+b)—4a(b+c)—2¢c(a—b).
Hallar el valor numérico de las expresiones siguientes para

a'—3a*+2ac—3bc. B @

a=2 b=31, x=-2 y=—1 m=3, n=1:

x4 x%y  3xy?
10, ——— =
8 2 2 2

11. (a—x)?+(x —y)2+ (x2—y?)(m + x — n).
12. —(x—y)+ (x2+9*) (x —y—m)+3b(x +y+n).

13, (3x —2y) (2n — dm) + dx2y? — x? :

o

4x x2 Rieanil
PR P i iy e 4
14. 3 2Hy ( aiTg ) R m.
16 x¥(x —y+m) — (x —y) (x2+y2 —n) + (x+y)* (m? — 2n).
3a¢ 2y 3n m
16. — 4+ — 4+ ——=—+42(x2—9244).
x m y n

EJERCICIO 61

MISCELANEA
SOBRE SUMA, RESTA, MULTIPLICACION Y DIVISION

A las 7 a.m. el termémetro marca +5° y de las 7 a las 10 a.m. baja
a razén de 3° por hora. Expresar la temperatura a las 8 a.m., 9 a.m.
y 10 a.m.

Tomando como escala 1 cm =10 m, representar grificamente que un

punto B estd situado a +40 m de 4 y otro punto C est4 situado a —35 m
de B.

Sumar x?—3xy con 3xy—y? y el resultado restarlo de x2

¢Qué expresion hay que afiadir a 3x*—5x+6 para que la suma sea 3x?
Restar —2a24-3a—5 de 3 y sumar el resultado con Sa+5.

- Simplificar —3x2—{ —[4x2+5x—(x2—x+6)]}.

Simplificar (x+y)(x—y)—(x+y)2.
Valor numérico de 3(a+b)—4(c—b)+~ /c;b para a=2, b=3, c¢=l.
—a

Restar x*—3xy+y? de 3x*—5y2 y sumar la diferencia con el resultado
de restar 5xy+x? de 2x2+5xy+6y2.
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10.
11.

12.
13.

14.

16.
16.
17.

18.
19.

20.

21.
22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

Multiplicar %az—%ab +—:-b2 por —:-az+%ab—2b2.
Dividir la suma de x5—x®+5x2, —2x%42x2—-10x, 6x%°—6x+30 entre

x2—2x+6.

Restar el cociente de —ﬂ“ - ;Eab'-‘ + bs entre —a o —b de —02 + ab + -—bﬂ

Restar la suma de —3ab*—b3 y 2a‘~’b+3ab2—b3 de a*—a?b+b* y la dife-
rencia multiplicarla por a*—ab+b®.

Restar la suma de x3—5x244x, —6x2—6x+3, —8x*+8x—3 de 2x*—16x?
+5x+12 y dividir esta diferencia entre x?—x+3.

Probar que (2+4x)%(1+4x%)—(x*—2)(x?4+x—3)=x*(3x+10)+2(3x—1).
Hallar el valor numérico de (x+y)*(x—y)*+2(x+y)(x—y) para x=-2, y=1.

¢Qué expresion hay que sumar a la suma de x+4, x—6 y x*+2x+8 para
obtener 5Hx*—4x+3?

Restar —{3a+(—b+a)—2(a+b)} de —2[(a+b)—(a—b)].
‘ultlpllcar 5x+[—(3x—x—y)] por 8x+[ 2x+(—x+y)].

Restar el cociente de —x3+-—x2y+ y2+—*y3 entre w;—:c'«’«——:c;v+)r’ de
2x+[—5x—(x—y)].
Probar que [x*—(3x42)] [x*+(—x+3)]=x*(x*—4x+4)—(Tx+6).
¢Qué expresién hay que sumar al producto de
[x(x+y)—x(x—y)] [2(x*+y?)—3(x*—y*)] para obtener 2x3y+3xy%
Restar —x2—3xy+y* de cero y multiplicar la diferencia por el cociente
de dividir x*—y? entre x—y.
Simplificar (x—y) (x%3+xy+y2)—(x-+y) (x2—xy+y*).

b
Hallar el valor numérico de \/a_T+ 2(b — a) \/g—i— 3(c—b) \/—C_
para a=4, b=9, c=25. ¢ a b
¢Por cudl expresion hay que dividir el cociente de x*43x2*—4x—12 entre
x+3 para obtener x—2?
Simplificar 4x*—{3x —(x*—4 +x)}+[x*—{x+(—3)}] y hallar su valor
para x=-—2.
¢De cudl expresion hay que restar —18x®+14x%484x—45 para que la
diferencia dividida entre x*>47x—5 dé como cociente x?—97?
Probar que (a*+b2)(a+b)(a—b)=a*—[3a+2(a+2)—4(a+1)—a+b"].
Restar —x3—5x*+6 de 3 y sumar la diferencia con la suma de x*—x+2
y —[x*+(=3x+4)—(—x+3)].



EUCLIDES (365-275 A. C.) Uno de los mas grandes
matemiticos griegos., Fue el primero que establecio
un método riguroso de demostracion geométrica, La
Geometria construida por Euclides se mantuvo incé-
lume hasta el siglo XIX, La piedra angular de su geo-

PRODUCTOS Y COCIENTES NOTABLES

I. PRODUCTOS NOTABLES

metria es el Postulado: "Por un punto exterior a una
recta solo puede trazarse una perpendicular a la mis-
ma y sdlo una”. El libro en que recoge sus investiga-
ciones lo titulé ““Elementos’, es conocido en todos
los ambitos y ha sido traducido a los idiomas cultos.

cariruro /|

(6 ) Se llama productos notables a ciertos productos que cumplen reglas
574
fijas y cuyo resultado puede ser escrito por simple inspeccion, es decir,

sin verificar la multiplicacion.

CUADRADO DE LA SUMA DE DOS CANTIDADES

Elevar al cuadrado a + b equivale a multi- (a+b)2=(a+b)(a+b).
plicar este binomio por si mismo y tendremos:

Efectuando este pro-
ducto, tenemos:

a +b
a+b
a*+ab

ab+b? o sea (a+ b)*=a’+ 2ab+ b*

a*+ 2ab + b*

luego, el cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al cuadrado de la
primera cantidad mas el duplo de la primera cantidad por la segunda mis

el cuadrado de la segunda cantidad.

97
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i (1) Desarrollar (x + 4)2.
E]emplos Cuadrado del primero........c.coovvvviiiiiinin.. &
i Duplo del primero por el segundo...... 2x X 4= 8x
Cuadrado del segundo........cvvvvivrnnennn.., 16
Luego (x+42=x>+8x+16. R.
Estas operaciones deben hacerse mentalmente y el producto escribirse direc-
tamente.

Cuadrado de un monomio. Pora elevar un

monomio al cuadrado se eleva su coeficiente al T T
cuadrado y se multiplica el exponente de cada {hbg)a_'% b2 =160%b
letra por 2. Sea el monomio 4ab®. Decimos que

En efecto: (4ab?)? = 4ab? X 4ab? = 16a°b*.
Del propio modo: (5x8y4z5)2 = 25x%y8210,
Cuadrado del 1% L ans (4a)? = 1602
(2) Desarrollar (4a + 5b2)2. —  Duplo del 1° por el 2°.... 2 X 4a X 5b* = 40ab®.
Cuadrade dela@ g odumsani vl (5b2)% = 25b*.
Luego (4a + 5b%)2 = 1602 + 40ab” + 25b*. R.

Las operaciones, que se han detallado para mayor facilidad, no deben escribirse
sino verificarse mentalmente.

{2) Desarrollar (3a® 4+ 5x*)2.
(3a? + 5x3)2 = 9a* + 30a2x® 4 25x°. R,

(4) Efectuar (7ax* 4+ 9y®)(7ax* -+ 9y").
(7ax* + 9y%) (7axt + 9y) = (7ax* + 9y®)* = 49a*x® + 126ax’y" + 81y'°. R.

- EJERCICIO 62
Escribir, por simple inspeccién, el resultado de:
L (m+3) 6. (x+y)2 11 (4mB+5nb)2. 16. (a“+a")2.
2. (5+x). 7. (1F3xP)2 12. (Ta?b34-5x%)%. 17.  (a*+bx+1)2,
3. (6a+b)2. 8. (2x+3y)>. 13.  (4ab2+5xy®)2 18.  (x»+14yx-2)2,
4 (9+4m)2 9. (a®x+by??2 14 (8x*y+9m?)2
b (Tx+11)2 10, (3a%+8b%)2. 15 (x10410y12)2

REPRESENTACION GRAFICA DEL CUADRADO
DE LA SUMA DE DOS CANTIDADES

El cuadrado de la suma de dos cantidades puede representarse geo-
métricamente cuando los valores son positivos. Véanse los siguientes pasos:

Sea (a+ b)*=a*+ 2ab + b2
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Construimos un cuadrado de a
unidades de lado, es decir, de lado a:

[m—\' a a'

Construimos un cuadrado de b
unidades de lado, es decir, de lado b:

6 o - I FIGURA 11 : a

Construimos dos rec-

tingulos de largo a y ancho
b: ——

b ab b ab

FIGURA 12 a 17

Uniendo-estas cuatro figuras como se indica en la figura 13, formaremos
un cuadrado de (a + b) unidades de lado. El drea de este cuadrado es
(a + b) (a+ b) = (a+ b), y como puede verse en la figura 13, esta drea esta
formada por un cuadiado de drea &°, un cuadrado de irea b* v dos rectan-
gulos de area ab cada uno o sea 2ab). Luego:

(a + b)Y =a + 2ab + b

a & 6 I FIGURA 13
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CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES

Elevar (a—b) al cuadrado equivale a (a—b)*=(a—b)(a—b).
multiplicar esta diferencia por si misma; luego:
a —b
Efectuando este producto, L A
I si— T e a®*— ab o sea (a—b)2=a%?—2ab+b?
il Bl
a*—2ab + b*

luego, €l cuadrado de la diferencia de dos cantidades es igual al cuadrado
de la primera cantidad menos el duplo de la primera cantidad por la se-
gunda mas el cuadrado de la segunda cantidad.

(1) Desarrollar (x — 5)2.
’ Ejemplos | (x =5 =x—10x+25. R.
(2) Efectuar (4a® — 3b%)%.
(4a® — 3b%)2 = 168" — 24a®bd + 9B, R,

- EJERCICIO 63

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

1. (a—3)% 5. (4ax—1)% 9. (x5—3ay?)* 13.  (xm—y)2,

2. (x—Tp 8. (a%—bd)2. 10. (a7—b7y2. 14. (2-225)2,

3 (9 -a) 7. (3at—5b%% 11 (2m—3n). 15. (xo+1—8xn2)2,
4. (2a—3b):. 8. (x2—1). 12, (10x3—9xy%)2.

PRODUCTO DE LA SUMA POR LA DIFERENCIA
DE DOS CANTIDADES

Sea el producto (a+ b)(a—b).

a +b
Ef d 1 g —h
o f:f:tuan 0 esta mul- B ah o Sea (a p h) (a O b) =gti=THt
tiplicacion, tenemos:
—ab — b?
a"Z — b2

luego, la suma de dos cantidades multiplicada por su diferencia es igual al
cuadrado del minuendo (en la diferencia) menos el cuadrado del sustraendo.

Ejemplos (1) Efectuar (a+ x){a — x).
4 (a+x)ja—x=0c®—x% R
(2) Efectuar (2a + 3b)(2a — 3b)

(20 + 3b)(2a — 3b) = (2a)? — (3b)? = 4a® — 9b%. R.
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(3) Efectuar(5a™?* + 3a™) (3a™ — 5a™+%),

Como el orden de los sumandos no altera la suma, 5a™! + 3a™ es lo mismo
que 3a™ + 5a™1, pero téngase presente que 3a™—5a"*! no es lo mismo
que 50™1 —3a™, Por eso hay que fijarse en la diferencia y escribir

el cuadrado del minuendo menos el cuadrado del sustraendo.
Tendremos: [ 50™*'43a™ )(3a™ — 5a*1) = (30™)2 — (50™*1)2 = 9g2™ — 25q20+2 R
EJERCICIO 64

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

(x+y)(x=y). 6. (n—1)(n+1). 11, (1—8xy)(Bxy-+1).
(m—n)(m-+n). 7. (1—3ax)(3ax+1). 12. (6x*—m®x)(6x2+m®x).
(a—x)(x+a). 8. (2m+9)(2m—9). 13. - (a™+b")(a™—Db™).
(x24-a*)(x%—a?). 9. (a®—b?)(a®+b?). 14. (3x*—5y™)(5y™+3x2).
(2a—1)(1+2a). 10.  (y*—3y)(y*+3y). 15. (a**1-2b*1)(2b>14a*+1),

(4) Efectvar (a+b~+c)la+b—c).
Este producto puede conver- (a+b+clla+b—c)=[la+b)+ r] [le+b)—c]

tirse en la suma de dos can- =la+b)?—c?
tidades multiplicada por su =a*+2cb+b*—c% R
diferencia, de este modo:

donde hemos desarrollado (a + b)? por la regla del ler. caso.

(5) Efectvar ([a+b+c)la—b—c).

Introduciendo los dos Oltimos términos del primet trinomio en un paréntesis
precedido del signo +, lo cual no hace variar los signos, y los dos Gltimos
términos del segundo trinomio en un paréntesis precedide del signo —, para
lo cual hay que cambiar los signos, tendremos:

(a+b+c)la—b—cl=[a+(b+c)][a—(b+¢c])]
=a?—(b+c)?
=a? — (b% + 2bc + 2|
=ag?—b2—2bc—c% R

(6) Efectuar (2x + 3y — 4z)(2x — 3y + 4z).
(2x + 3y — 4z)(2x — 3y + 4z) = [2x + (3y — 42} ] [2x — (3y — 4z]]

=(2x)* — (3y — 4z)*
= 4x% — (9y? — 2dyz + 162?%)
= 4x? —9y? + 24yz — 162%. R

EJERCICIO 65
Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

(x+y+2z)(x+y—2). 6. (x+y—2)(x—y+2). 11. (2x+y—z)(2x—y+z).
(x—y+z)(x+y—2). 7. (n*42n+1)(n*—2n-1). 12, (x*=5x+6)(x>+5x—6).
(x+y+z)(x—y—2). 8. (a*—2a+3)(a*+2a+3). 13. (a*—ab+b?)(a®4b2+ab).

(m+n+1)(m-+n—1). 9. (m*—m—1)(m*+m—1).  14. (x8—x"—x)(x*+x%}x).
(m—n—1)(m—n+1). 10. (2a—b—c)(2a—b+c).
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REPRESENTACION GRAFICA DEL PRODUCTO DE LA SUMA
POR LA DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES

El producto de la suma por la diferencia de dos cantidades puede
representarse geométricamente cuando los valores de dichas cantidades son
positivos. Véanse los siguientes pasos:

Sea (a+b)(a—b)=a*—b*

Constrqimus un cuadrado de a
unidades de lado, es decir, 'de lado a:

1 FIGURA 14

2
a a Construimos un cuadrado de b b b
unidades de lado, es decir, de lado b:

I FIGURA 15 '| 4 b

- Al cuadrado de lado a le quitamos el cuadrado de la-
do b (figura 16), v trazando la linea de puntos obtenemos
[ el rectangulo ¢, cuyo$ lados son b y (a—b). Si ahora trasla-
, damos el rectangulo ¢ en la forma indicada por la flecha en
6 b la figura 17, obtenemos el rectangulo ABCD, cuyos lados
a 6 son (a + b) v (a—b), v cuva area (figura 18) sera:
: (a-+b)(a—b)=a"—b*
a’rg € (@+ b)(a—b)=a®— b
' & (10 + 6) (10 — 6) = (10)2 —(6)?
[#8 16 X 4 =100 — 36
a-b

[ ]

| FIGURA 16 =64 R. D
D-£=Y, ¢

|

|
bi ¢ | =L
l | 1

62

1

a+b
a

b

.‘In —_— e - ]
g
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CUBO DE UN BINOMIO

1) Elevemos a+ b al cubo.

Tendremos: (a+b)*=(a+b)(a+b)(a+b)=(a+b)*(a+b)=(a®+2ab + b?)(a+ b).

a?+2ab + b?
Efectuando esta ¢ +b
multiplicacion, a*+ 2a*b'+ ab? O S€a (a + b)® = a® + 3a%b + 3ab? + b®
tenemos: / ab + 2ab? + po
a® -+ 3a*b + 3ab* + b3

lo que nos dice que ¢l cubo de la suma de dos cantidades es igual al cubo
de la primera cantidad mas el triplo del cuadrado de la primera por la
segunda, mas el triplo de la primera por el cuadrallo de la segunda, mas
el cubo de la segunda.

2) Elevemos a—b al

cubo. Tendremos: — (a—b)*=(a—b)*(a—b)=(a*—2ab + b*)(a—b).
Efectuando esta multiplicacion, tenemos:
a® —2ab + b*
a —b
a* —2a%b + ab® 0 sea (a— b)® =a®— 3a’b + 3ab* — b?

— a*b + 2ab®— b3
a* — 3a%b + 3ab® — b?

lo que nos dice que el cubo de la diferencia de dos cantidades es igual al
cubo de la primera cantidad, menos el triplo del cuadrado de la primera
por la segunda, mas el triplo de la primera por el cuadrado de la segunda,
menos el cubo de la segunda cantidad.

‘ Ejemplos (1) Desarrollar (a+ 1)3.
(a+ 1P =0®+3a2(1)+3a(12) +1¥*=0*+ 3a® +3a+1. R

(2) Desarrollar (x —2)3.
(x —2)3 = x% — 3x%(2) + 3x(2%) —28 = x% — 6x* + 12x — 8. R.
(3) Desarrollar (4x + 5)3,
(4x + 5)% = (4x)® + 3(4x)%(5) + 3(4x) (521458 = &4x3 + 240x* + 300x + 125. R.
(4) Desarrollar (x% — 3y )2
(x2—3y)3 = (x2)® — 3(x2)2(3y) + 3x2{3y)? — (3y)® =xP— Ity + 2Wx%y* —2y*. R
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- EJERCICIO 66

Desarrollar:
1. (a+2)% 4. (n—4)% 7. (2+y2)%. 10. (a®—2b)3,
T ) B. (2x+1)3 8. (1—-2n). 11.  (2x+3y)3.
3. (m+3)3. 6. (1—3y)e. 9. (4n+3)%. 12. (1—a?).

(91) PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA (x-+a) (x+b)

La multiplicacién nos da:

X2 x —3 X x +6
x +3 x —4 x +5 x —4
x2 + 2x x2 — 3x x%—2x X2 + 6x
- 3x+ 6 —4x +12 +5x —10 —d4x—24
x2+5x+ 6 x2—Tx+12 x4 3x — 10 X2+ 2x—24

En los cuatro ejemplos expuestos se cumplen las siguientes reglas:

1) El primer término del producto es el producto de los primeros tér-
minos de los binomios.

2) El coeficiente del segundo término del producto es la suma alge-
braica de los segundos términos de los binomios y en este término la x esta
elevada a un exponente que es la mitad del que tiene esta letra en el pri-
mer término del producto.

3) El tercer término del producto es el producto de los segundos tér-
minos de los binomios.

PRODUCTO DE DOS BINOMIOS DE LA FORMA (mx +a) (nx + b).

El producto de dos binomios de esta forma, en los cuales los términos
en x tienen distintos coeficientes, puede hallarse facilmente siguiendo los
pasos que se¢ indican en el siguiente esquema.

Sea, hallar el producto de (3x + 5) (4x + 6):

30

12x7

(3x + 5 (4x + 6) = 12x%+ 20x + 18x + 30.
g T

20x
18x , FIGURA 19 |

Reduciendo los términos semejantes tenemos: 12x*+38x +30 R.
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(1) Multiplicar (x +7)(x —2).

® 105

E]emplos Coeficiente del segundo término .......... 7—2=
FOrCor- FETMING: a3 samini s Eairiaiis am e soime 7X([—2)=—14
luego {x+7][x—2] x2+5x—14. R
(2) Efectuar (x —7)[x — é).
Coeficiente del 2° término ........ (—7)+(—6)=
Tercer término .....covvivnnennn... (—7) X (—é)=+ 42

luego (x—7)(x—6)=x2

—13x + 42. R.

Los pasos intermedios deben suprimirse y el producto escribirse directamente
sin escribir las operaciones intermedias.

(3) Efectuar (a—11){a+9).
=11 {a+9)=c®>—2a—99. R
(4) Efectuar [x2+7)(x2+ 3).

(2 +7)(x*+3)=x* 4+ 10x2+21. R.

Obsérvese que como el exponente de x en el primer término del producto
es 4, el exponente de x en el segundo término es la mitad de 4, o sea x*.

(5) Efectuar (x*—12)(x* —3).

(%% —12)[x3—3)=x"

i EJERCICIO 67

— 15x% 4 36,

Escribir, por simple inspeccion, el resultado de:

R.

(a+1)(a+2). 7. (x—3)(x—1). 13. (n2—1)(n24+20).  19. (ab+5)(ab—6).
(x+2)(x+4). 8. (x—5)(x+4). 14. (n343)(n—6).  20. (xy2—9)(xy*+12).
(x+5)(x—2). 9. (a—11)(a+10).  16. (x3+T7)(x3—6). 21, (a®b2—1)(a%b2+7).
(m—6)(m—5).  10. (n—19)(n+10). m.(m+mmhqy 22, (xPyi—6)(x%y*+8).
(x+T)(x—3). 11. (a*+5)(a2—9).  17. 2)(a5+7). 23. (a>—3)(a*+8).

(x+2)(x—1). 12. (x2—1)(x2—7).  18. (w+q)am—) 24. (a*+126)(a*+1—5).

- EJERCICIO 68
MISCELANEA

Escribir, por simple inspeccién, el resultado de:

1. (x+2)% 14, (x4p+1)(x—y—1). 27. (2a8—5b%%

2. (x+2)(x+3). 153. (1—a)(a+1). 28. (a®+12)(a?—15).

3o (x+1)(x—1). 16. (m—8)(m-+12). 29.  (mP—m-+n)(n+m+m*).
4 (x—1)2 17, (x2—1)(x24-3). 30.  (x4T)(x*—11).

5. (n+3)(n+b). 18. (x%46)(x3—8). 31 (11—ab)*

8. (m—3)(m+3). 19. (5x34+-6mt)2. 32, (x%y3—8)(x%y3+6).

7. (a+b—1)(a+b+1). 20.  (x*—2)(x4+5) 33, (at+by(a—Db)a*—b*).

8. (1+b)% 21. (1—a+b)(b—a—1). 34, (x+1)(x—1)(x>—2).

9. (a®+4)(a*—4). 22, (a*+b"y(a*—=bm). 35, (a-+3)(a*+9)(a—3).
10, (3ab—bHx%)2, 23. (xat+1_8)(x2+110), 36. (x45)(x—5)(x*+1).

11. (ab+3)(3—ab). 24, (a®b+c?)(a*b?—c?). 37. {(I +1)(a— 1)(ca+‘))(a 2).
12. (1—4ax)2. 25. (2a+x). 38, (a+2)(a—3)(a—2)(a+3).
13, (@*+8)(a*-T). 26. (x2—11)(x?-2).
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I1. COCIENTES NOTABLES

Se llama cocientes notables a ciertos cocientes que obedecen a reglas
fijas y que pueden ser escritos por simple inspeccién.

COCIENTE DE LA DIFERENCIA DE LOS CUADRADOS
DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA O LA

DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES

a?— b2 .
1) Sea el cociente T Efectuando la division, tenemos:
a
a? — b2 [ a+b
—a?—ab a—b a’—b*
= 0 sea ——=a—bh.
—ab — b? at+bh
ab + b?
2 __ h2

. a
%) Sea el cociente

Efectuando la divisién, tenemos:

¢ =P ek

—a*+ab a+b A=
——— 0 sea =a+b
ab — b2 a—b
—ab +b?

Lo anterior nos dice que:

1) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la
suma de las cantidades es igual a la diferencia de las cantidades.

2) La diferencia de los cuadrados de dos cantidades dividida por la
diferencia de las cantidades es igual a la suma de las cantidades.

Ejemplos (1) Dividir 9x* — y* entre 3x + y.
9x2 — y?
=3x—y. R
3x+y
(Z) Dividir 1 —=x *entre 1 — x
1 —xt
Lo+ R
1—x2
(3) Dividir (a +b)2—c? entre (a+b)+c.
b)? — 2
Lia. sl ST SR
la+b) +c
(%) Dividir 1 —(a +n)? entre 1 —(a -+ n).
1 —(a+np
R L T T

1—{a+n)



COCIENTES NoTABLES @ 107
B EJERCICIO 69

Hallar, por simple inspeccién, el cociente de:

x2=] x%—4 4x%—9m*nt xB0—gi2n 1—(a+b)?

] 5. - P 13. : 17. ———.
x+1 x+2 2x+3mn? anyn 1+(a+b)
1—x2 9—xt 36m>—49n>x* a®*+2-100 4—(m+n)*

; 6. : I ————— M s IR T
1—x 3—x2 6m—Tnx2 a*+1—10 2--(m-+n)
x2—y? e 81a%—100b% 1—-gyiuye xi—(x—y)?

T ) y A e 15, ————— 1. ——.
x4y a+2b 9a*+-10b1 14-3xm+2 x4(x—y)
yhad i 25—36x* . ath—4x8yio ” (x+y)*—22 % (a+x)*—9
y—x | 5—6x? C o a2bi2xiys T (xy)—z C (atx)+3

COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE LOS CUBOS
DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA
O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES

; a®+ b3 C i
1) Sea el cociente e Efectuando la division, tenemos:
ad +b6% | at+b
—ad—a%b a®—ab+b? -
—a?b
a*b + ab? a®+b?
et ] o =a%—ab+ b2,
ab®+ b3 ehre b
—ab?— b®
8_ ba
2) Sea el cociente Efectuando la division, tenemos:
a o
ad —b® | a—0b
—ad+a*b a*+ab + b?
a*b
—a*b +ab? = N ok i
7({{)2_ b3 0O §€a = b =a a p
—ab+ b®

Lo anterior nos dice que:

1) La suma de los cubos de dos cantidades dividida por la suma de
las cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad, menos el pro-
ducto de la primera por la segunda, mas el cuadrado de la segunda can-
tidad.

2) La diferencia de los cubos de dos cantidades dividida por la dife-
rencia de las cantidades es igual al cuadrado de la primera cantidad, mas
el producto de la primera por la segunda, mas el cuadrado de la segunda
cantidad.
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(1) Dividir 8x*+y® entre 2x+y.
8x% + y?
2x +y

(2) Dividir 27x%+ 125y® entre 3x* + 5y2.

27x% + 125y°

‘ Ejemplos

=(2xP—2(y) + y: =42 —2xy + y*. R

= (3x2)* — 3x®(5y®) + (5% ) = 9x* — 15x%y® + 25y,

3x2 + 5y
(3) Dividir 1 — 64a® entre 1 — 4a.
1 — 64a®
~ =1+ 4a+ 1éa®. R.
1 —4a

(4) Dividir 8x'? —729y% entre 2x* — 9y~
8x12 — 729y0
2x4 — 9y2
}.os pasos intermedios deben suprimirse y escribir directamente el resultado
inal.

= 4x% + 18x1y* + 81y*. R.

®» EJERCICIO 70

Hallar, por simple inspeccion, el cociente de:

1+a% 8x34-27y3 " 1+ab® ‘2 x0—27y3 - G4at+-bY
1+a . 2x+3y " 14ab T xi=3y © da+bd
1—a® 27m3—-1256n? 729—512b% 8ad-y? at—bs
l—a 3m—sn 9—8b 2a3+y3 a*—b?
x34-y8 64a*+-343 a®x3+b3 1—x12 125—343x15
% o vy, ——— 15. . W ——————
x+y 4a+7 ax+b 1—x4 5—Tx8
8a3—1 216—125y3 nd—m3xs 97x54-1 n%4-1
; , — 12, —— 186, ——— 20. —.
2a—1 G—5y n—mx 3x2+1 n*+1

COCIENTE DE LA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS
IGUALES DE DOS CANTIDADES ENTRE LA SUMA
O DIFERENCIA DE LAS CANTIDADES

La divisién nos da:

a(_b*
——— =a%+a%b + ab? + b®
I a"‘"b II a;_bg

. ql““_b" p e =a*—a*b + ab* — b*.

— a*+ a®b + a*b* + ab® + b*.
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4 b4
g —  no es exacta la division
a’ + b? a+b
HI. ————=a*—a% +a?b?—ab®+ b*. Iv. |
a+b a* + bt .
—r no es exacta la division
a—-—

Lo anterior nos dice que:

1) La diferencia de potencias iguales, ya sean pares o impares, es
siempre divisible por la diferencia de las bases.

2) La diferencia de potencias iguales pares es siempre divisible por
la suma de las bases.

3) La suma de potencias iguales impares es siempre divisible por la
suma de las bases.

4) La suma de potencias iguales pares nunca es divisible por la suma
ni por la diferencia de las bases.

Los resultados anteriores pueden expresarse abreviadamente de este
modo:

1) a*—b" es siempre divisible por a—b, siendo n cualquier niimero
entero, ya sea par o impar.

2) a"—b" es divisible por a+ b siendo n un nimero entero par.

3) a*+b" es divisible por a+ b siendo n un nimero entero impar.

4) a"+b" nunca es divisible por a+ b ni por a— b siendo n un nu-
IMEro entero par.

NOTA
La prueba de estas propiedades, fundada en ¢l Teorema del Residuo,
en el numero 102.

LEYES QUE SIGUEN ESTOS COCIENTES

Los resultados de I, IT y 111 del niimero anterior, que pueden ser com-
probados cada uno de ellos en otros casos del mismo tipo, nos permiten
establecer inductivamente las siguientes leyes:

1) El cociente tiene tantos términos como unidades tiene el exponen-
te de las letras en el dividendo.

2) El primer término del cociente se obtiene dividiendo el primer
término del dividendo entre el primer término del divisor y el exponen-
te de a disminuye 1 en cada término.

3) EI exponente de b en el segundo término del cociente es 1, y este
exponente aumenta 1 en cada término posterior a éste.

4) Cuando el divisor es a—b todos los signos del cociente son + vy
cuando el divisor es a + b los signos del cociente son alternativamente + y —.
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Ejemplos (1) Hallar el cociente de x” —y7 entre x —y.
Aplicando las leyes anteriores, tenemos:
i 6 1 5 402 1 B8 1 24 6
v = x84 xBy + xty® + x3y3 + X%y 4 xy" 4 y&. R,
§ =

Como el divisor es x —y, todos los signos del cociente son +.

(Z) Hallar el cociente de m® — n® entre m + n.
mﬂ,_. 'nﬁ
m +n

Como el divisor es m + n los signos del cociente alternan.

=m"— m®n + m®n® — m*n® + m*n* — m?n° + mn® —n". R

(3) Hallar el cociente de x®+ 32 entre x + 2.
Como 32 = 25, tendremos:
32 22

= = x% —2x3 4 222 — P8 4 24 = x* — 2x® + 4x® —Bx+16. R.
X2 x+2

(4) Hallar el cociente de 64a% —729b8 entre 2a + 3b.
Como 64a® = (2a)® y 729b°% = (3b)®, tendremos:
64a® —729b5  (20)° — (3b)°
2a+3b  2a+3b
= (2a)® — (24)%3b) + (2a)3(3b)* — (20 )*(3b)* + (2a)(3b)* — (3b)®
= 32a° — 48a’b + 72a®b* — 108a°b® + 162ab* — 243b". R.

- EJERCICIO 71

Hallar, por simple inspeccion, el cociente de:

x4—yt . 7. a’—m? - 13, l—n"’- 19. x7——128' 25. x5+243y"’.
x—y a—m 1—n X2 x+3y
m3+nb _ . aﬁ—bf‘. 14, l—*a“- - a-”+2§3. 2. I(ia‘—ﬁle_
m-+n a+b 1—a a+3 2a—30
ad—ns - 9. x“‘—yw. J 1-5-0.7. 21 x“—729. 27, G4rmS—T209n"
a—n x—y 1+a x—3 2m-+3n
i"_—y_" 10. m9+n9l 16. 1-—m8. 29 (_;%5—:“ 28. 1024x'"—1.
x4y m+n 1+m x+5 2x—1
at—b® ' 11. m"—n‘" 1. x1—16 23. mB—256 29 512a%4-b?
a—b m—n x—2 m—2 C %a+b
XT4y7 - a10—x10 , -~ X064 = X101 i a®—729

x+y a+x x+2 x—1" a—3
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COCIENTES NOTABLES

® 1

(5) Hallar el cociente de al® + b1® entre a2 + b2

En los casos estudiados hasta ahora los exponentes del divisor han sido siem-
pre 1. Cuando los exponentes del divisor sean 2, 3, 4, 5, etc., sucederd que
el exponente de a disminuird en cada término 2, 3, 4, 5, etc.; la b aparece
en el segundo término del cociente elevada a un exponente igual al que tiene
en el divisor, y este exponente en cada término posterior, aumentard 2, 3,

4, 5, etc.

Asi, en este caso, tendremos:

aumenta 2 en cada término.

(6) Hallar el cociente

B i,

EJERCICIO 72

al0 - p1o
a® + b2
donde vemos que el exponente de a disminuye 2 en cada término y el de b

_d_t_a__x”’ —y'® entre x* —y®.

Escribir, por simple inspeccién, el cociente de:

x3+y“. & alz—bl". 7. m”-l-l- 10. x:w_y:w. i, 3254_525‘
x3+y2 03+b3 m“—}-l_ x5+yf! a5+b5
a8—bs . 5 a12—x12' 8. miaﬁnm. if m21+n21. 1 aso_mau.
as+-b2 ad—x8 mi—nt ma-n at—m b
i 5 8_p18 24

m1o nwl x15—|—y1' g @b _ 19. * 1'

m2—n? x34y38 as+4-b3 x8—7
EJERCICIO 73
MISCELANEA
Escribir el cociente sin efectuar la division:

i 3 5 Qb 11
o 7. o 13, S H2BF A
142 1+a 2x+-3y x+1
8mi+ns g 16x%'—25m® 1q 25-(at1p 20 x*“—fﬂ
2m+n? 4xy24-5m3 54(a+1) x8—y®
i ¢ =0 wm A g1, rue
1—a’ x8yd 1—x4 3-+6x5
6_97n3 27 {27 69439 x8—256
Cians 10, & 16 S840 29. ,
x%—3y a+y? 4x2—Ty? x—2

. - i3 dh4__ ] 18_F18

x®—49y . 1. & b 64x' 17. @ b '

x84Ty3 a2h2+8x? ad+4-b?

= —a2hdo8 2_n2
al* b“- 19. 1 ac’;c. 18. (a+x)*—y .

a*—b? 1—ab?ct (atx)—y

= a® — a%h? + a*b* — a®b® + b5, R.




ARQUIMEDES (287-212 A. C.) El mas genial de los

matemiticos de la Antigiiedad. Fue el primero en
aplicar metédicamente las ciencias a los problemas de
la vida real. Por espacio de tres anos defendio a Si-
racusa, su ciudad natal, contra el atague de los ro-

SIRACUSA

manos. Fue autor de innumerables inventos mecanicos,
entre los que estan el tornillo sinfin, la rueda dentada,
etc. Fue asesinado por un soldado enemigo mientras
resolvia un problema matematico. Fundé la Hidros-
tatica al descubrir el principio que lleva su nombre.

CAPITULO V||
TEOREMA DEL RESIDUO
@ POLINOMIO ENTERO Y RACIONAL

Un polinomio como x*+ 5x* —3x + 4 es entero porque ninguno de sus
términos tiene letras en el denominador y es racional porque ninguno de
sus términos tiene raiz inexacta. Este es un polinomio entero y racional en
x y su grado es 3.

El polinomio a”+ 6a*—3a*+ 5a*+8a+3 es un polinomio entero y
racional en a y su grado es 5.

RESIDUO DE LA DIVISION DE UN POLINOMIO ENTERO Y
RACIONAL EN x POR UN BINOMIO DE LA FORMA x—a

1) Vamos a hallar €l residuo de la division de x*—7x*+17x — 6 en-
tre x — 3.

Efectuemos la division: =%t 41— 8 |x—=2

—x3+ 3x* x*—4x+5
—4x*+ 17x
4x*—12x
hx — 6
~ ox+15

Y
La division no es exacta y el residuo es Y.
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Si ahora, en el dividendo x® —7x%+ 17x — 6 sustituimos la x por 3, ten-
dremos: 35— 7(3)2+ 17(3) —6 =27 — 63 + 51 —6=9
y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x — 3 se obtiene
sustituyendo en el polinomio dado la x por + 3.

2) Vamos a hallar ¢l residuo de la division de 3x® —2x*—18x — 1 en-
tre x+ 2.

Efectuemos la division: — 3x®—2x*—18x —1 | x+ 2
—8x8.— 6 3x2 —Bx —2
— 8x* —18x
S? + 16
—2x—1
2x+4
3

Si ahora, en el dividendo 3x® — 2x? —18x — 1 sustituimos la x por —2,
tendremos: . g3 5 gy 18(—2)—1=—24—8+36—1=3
y vemos que el residuo de dividir el polinomio dado entre x + 2 se obtiene

sustituyendo en el polinomio dado la x por —2.
Lo expuesto anteriormente se prueba en el

TEOREMA DEL RESIDUO

El residuo de dividir un polinomio entero y racional en x por un bi-
nomio de la forma x —a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la
X por a.

Sea ‘el polinomio Ax2+BE™1+Ca™ 24 Lo + Mx + N.

Dividamos este polinomio por x —a y continuemos la operaciéon hasta
que el residuo R sea independiente de x. Sea Q el cociente de esta division.

Como en toda division inexacta el dividendo es igual al producto del
divisor por el cociente méds el residuo, tendremos:

Ax 4 Bai=1 L IGER2 s +Mx+N=(x—a)Q+R.
Esta igualdad es cierta para todos los valores de x. Sustituyamos la x
por @ y tendremos: g i\ puw-iy Cgn-2+4,....+ Ma+N=(a—a)Q+R.
Pero (a—a)=0y (a—a)Q =0x Q =0; luego, la igualdad anterior se
convierte €n g u 4 pgm-i 4 Cam24 ... +Ma+N=R,

igualdad que prueba el teorema, pues nos dice que R, el residuo de la di-
vision, es igual a lo que se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la
x por a, que era lo que gueriamos demostrar.




114 @ ALGEBRA

NOTA

Un polinomio ordenado en x suele expresarse abreviadamente por la
notacién P(x) y el resultado de sustituir en este polinomio la x por a se
escribe P(a).

Si el divisor es x +a, como x +a=x—(—a), el residuo de la divisién
del polinomio ordenado en x entre x +a se obtiene sustituyendo en el po-
linomio dado la x por —a.

En los casos anteriores el coeficiente de x en x —a y x+a es 1. Estos
binomios pueden escribirse 1x —a y 1x +a.

Sabemos que el residuo de dividir un polinomio ordenado en x entre
x —a 6 1x — a se obtiene sustituyendo la x por 4, o sea, por s y el residuo
de dividirlg entre x+a 6 1x +a se obtiene sustituyendo la x por —a, o
sea por — 7

Por tanto, cuando el divisor sea la forma bx —a, donde b, que es el
coeficiente de x, es distinto de 1, el residuo de la divisién se obtiene sus-

tituyendo en el polinomio dado la x por % y cuando el divisor sea de 1

forma bx +a el residuo se obtiene sustituyendo en el polinomio dado la x
a

por — -

En general, el residuo de dividir un polinomio ordenado en x por un
binomio de la forma bx —a se obtiene sustituyendo en el polinomio dado
la x por el quebrado que resulta de dividir el segundo término del bino-
mio con el signo cambiado entre el coeficiente del primer término del
binomio.

(1) Hallar, sin efectuar la divisién, el residuo de dividir
I Ejemplos I x*—7x+ 6 entre x — 4.
| Sustifuyendo la x por 4, tendremos:
£2—-7(4)+6=16—28+6=—6. R

(Z) Hallar, por inspeccién, el residuo de dividir a® + 5a% +a — 1 entre a + 5.
Sustituyendo la a por — 5, tendremos:
(—5P4+5(—5P+(—5)—1=—1254+125—-5—1=—6. R

(3) Hallar, por inspeccién, el residuo de 2x3+ 6x2—12x+ 1 entre 2x+ 1.

Sustituyendo la x por —2i, tendremos:
2A—3p+6(—3E—12(—F+1=—1+246+1=2 &
(4) Hallar, por inspeccién, el residuo de a* — 9a% — 3a + 2 entre 3a — 2.
Sustituyendo la a por -2, tendremos:
808

2 L A o __lﬂ o = _ uwe
=91 —3()+2=2—4—2+2=~—= R
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- EJERCICIO 74
Hallar, sin efectuar la divisién, el residuo de dividir:
1. x2—2x+3 entre x—1. 7. a*—2a3+2a—4 entre a—5.
2. x3—3x242x—2 entre x+1. 8. 6x34x2+43x+5 entre 2x+1.
3. xt—x34-5 entre x—2. 9. 12x*—21x+90 entre 3x—3.
4. at—Had+2a*—6 entre a+3. 10. 15x3—11x2+10x+18 entre 3x--2.
5. m*tmd3—m2+5 entre m—4. 11, Hxt—12x3+9x2—22x-121 entre Hhx—2.
6. x54+3x*—2x34+-4x2—2x+2 entre x+3. 12. a®4-a*—B8a?+4a+1 entre 2a+3.

DIVISION SINTETICA.
REGLA PRACTICA PARA HALLAR EL COCIENTE Y EL RESIDUO DE
LA DIVISION DE UN POLINOMIO ENTERO EN x POR x — a.
x3—5x2+3x+ 14 [_x_—3

o — x3 4+ 3x2 #—2%—3
1) Dividamos x®—5x*+3x+14 55 4.
entre.x¥—3g. D bee ot 9x? — 6x
 —3x+14
3x— 9
5

Aqui vemos que el cociente x*—2x —3 es un polinomio en x cuyo
grado es 1 menos que el grado del dividendo; que el coeficiente del primer
término del cociente es igual al coeficiente del primer término del divi-
dendo y que el residuo es 5.

Sin efectuar la divisién, el cociente y el residuo pueden hallarse por
la siguiente regla practica llamada division sintética:

1) El cociente es un polinomio en x cuyo grado es 1 menos que el
grado del dividendo.

2) El coeficiente del primer término del cociente es igual al coefi-
ciente del primer término del dividendo.

3) El coeficiente de un término cualquiera del cociente se obtiene
multiplicando el coeficiente del término anterior por el segundo término
del binomio divisor cambiado de signo y sumando este producto con el
coeficiente del término que ocupa el mismo lugar en el dividendo.

4) El residuo se obtiene multiplicando el coeficiente del ultimo tér-
mino del cociente por el segundo término del divisor cambiado de signo y
sumando este producto con el término independiente del dividendo:

Apliquemos esta regla a la division anterior. Para ello escribimos so-
lamente los coeficientes del dividendo y se procede de este modo:

Dividendo.... «?® — bx* + 3x + 14 Divisor x 3
Coeficientes... 1 —5 + 3 t14 |+ 3we—> (Seggnldod_tém;i;
1x8= 3 (-2)X8=—6 (-3)x3=—"9 Fon el sigav

1 _9 _3 + B cambiado).
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E] cociente serd un polinomio en x de 2° grado, porque el dividendo
es de 3er- grado.

El coeficiente del primer término del cociente es 1, igual que en el
dividendo.

El coeficiente del segundo término del cociente es —2, que se ha ob-
tenido multiplicando el segundo término del divisor con el signo cambia-
do + 3, por el coeficiente del primer término del cociente y sumando este
producto, 1 X 3 =3, con el coeficiente del término que ocupa en el dividen-
do el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, el segundo
del dividendo —5 vy tenemos — 5+ 3 =_— 2,

El coeficiente del tercer término del cociente es —3, que se ha obte-
nido multiplicando el segundo término del divisor con el signo cambia-
do + 3, por el coeficiente del segundo término del cociente —2 y sumando
este producto: (—2) X 3 =—6, con el coeficiente del término que ocupa en
el dividendo el mismo lugar que el que estamos hallando del cociente, el
tercero del dividendo +3 Y tenemos + 3 —6 = —3.

El residuo es 5, que se obtiene multiplicando el coeficiente del ltimo
téermino del cociente — 3, por el segundo término del divisor cambiado de
'signo + 3 y sumando este producto: (—3) X 3= -9, con el término indepen-
diente del dividendo + 14 y tenemos + 14 —9 = + 5,

Por lo tanto, el cociente o : .
de la division es i _ P4 ¥'—2x—3 y el residuo 5,
que son el cociente y el residuo que se obtuvieron efectuando la division.

Con este método, en realidad, lo que se hace es sustituir en el poli-
nomio dado la x por + 3.

2) Hallar, por divisién sintética,
el cociente y el resto de las divisiones  2x*—5x%+ 6x2 —4x — 105 entre x + 2.

e /
Coeficientes (20. término del divisor
del dividendo con el signo cambiado)
2 -5 - 6 - 4 - 105 | — 2 <«
2x (—2)=—4 (—PYx(-2)= 18 24x (—2)=—48 (-52)x (- 2)=104 '
2 ~9 + 24 —52 = 1

(residuo)
Como el dividendo es de 49 grado, el cociente es de_ 3er. grado.
Los coeficientes del cociente

son 2, —9, +24 y —52; luego, el 2x% —9x*+ 24x — 52 y el residuo es —1.
cociente es =

Con este método, hemos sustituido en el polinomio dado la x por —2.
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3) Hallar, por division sintéfica, x5 — 16x% — 202x + 81 entre x —4.
el cociente y el residuo de dividir——
Como este polinomio es incompleto, pues le faltan los términos en

x* y en x2, al escribir los coeficientes ponemos 0 en los lugares que debian
ocupar los coeficientes de estos términos.

Tendremos:
1 +0 -1 +0 —202 + 8 [+4
_ 4 16 0 0 —808
1 + 4 0 0 — 202 ~ 925,
(residuo)

Como el dividendo es de 52 grado, el cociente es de 4° grado.

Los coeficientes del cociente _ _
son 1, +4, 0, 0 y —202; luego, el x*+4x*—202 y el residuo es —727. R.

cociente es — MELUDYY Vo

4) Hallarpor divisién sintética el cociente 2xt—3x8 —Tx — 6 entre 2x+ 1.
y el résto de Ja division de——
Pongamos el divisor en la forma x+a dividiendo sus dos términos
2x . e
por 2 y tendremos T+~} =x+4. Ahora bien, como el divisor lo hemos

dividido entre 2, el cociente quedard multiplicado por 2; luego, los coefi-
cientes que encontremos para el cociente tendremos que dividirlos entre 2
para destruir esta operacion:

2 -8 +0 -7 -6 W
ot Bt e | 4

2 —4 +2 ~8 -2
(residuo)
2, —4, +2 y — 8 son los coeficientes del cociente multipli-
cados por 2; luego, para destruir esta operaciéon hay que
dividirlos entre 2 y tendremos 1, —2, +1 y —4. Como el _
cociente es de tercer grado, el cociente serd:—

y el residuo es —2 porque al residuo no le afecta la divisién del divisor
entre 2.

x3—2x2+x—4

- EJERCICIO 75

Hallar, por divisién sintética, el cociente y el resto de las divisiones
siguientes:
1. x?—7x+5 entre x—3. 4. x8—2x24x—2 entre x—2.
2. a®—ba+1 entre a+2. b. a%—34a%—6 entre a+3.
3. x3—x242x—2 entre x+1. 6. nt—-5n3+4n—48 entre n42.
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x4—3x+5 entre z—1. ) 11. x%—3x5+4x*—3x3—x242 entre x+3.
xP4xt—12x3—x2—4x—2 entre x-+4. 12. 2x3—3x*4T7x—5 entre 2x—1.
ab—3a%+4a—6 entre a—=2. 13. 3ad—4a*+5Ha+6 entre 3a+2.
x5—208x2+2076 entre x—b. 14. 3xi—4x3+4x2—10x+8 entre 3x—1.

15. x“—x4+§x3+xﬁ—1 entre 2x+3.

COROLARIOS DEL TEOREMA DEL RESIDUO

DIVISIBILIDAD POR x—a

Un polinomio entero en x que se anula para x =a, o sea sustituyendo
en €l la x por a, es divisible por x —a.

Sea el polinomio entero P(x), que suponemos se anula para x =a, es
decir, sustituyendo la x por a. Decimos que P(x) es divisible por x —a.

En efecto: Segun lo demostrado en el Teorema del Residuo, el resi-
duo de dividir un polinomio entero en x por x —a se obtiene sustituyendo
en el polinomio dado la x por a; pero por hipdtesis P(x) s¢ anula al susti-
tuir la x por a, o'sea P(a)=0; luego, el residuo de la division de P(x) en-
tre x —a es cero; luego, P(x) es divisible por x —a.

Del propio modo, si P(x) se anula para x =—a, P(x) es divisible por

x—(—a)=x+a; si P(x) se anula para =y sera divisible por x —% 0

por bx —a; si P(x) se anula para x:—% sera divisible por x — (—-%) =
a
x+E o por bx+a.

Reciprocamente, si P(x) es divisible por x —a tiene que anularse para
x =a, es decir, sustituyendo la x por a; si P(x) es divisible por x +a tiene
que anularse para x =—a; si P(x) es divisible por bx —a tiene que anularse

; 5 4 ; o
para x =7 Ysies divisible por bx +a tiene que anularse para x = ~5
(1) Hallar, sin efectuar la divisién, si x* — 4x® + 7x — 6 es divisible

por x — 2.

‘ Ejemplos

Este polinomio sera divisible por x—2 si se anula para x=+2.

Sustituyendo la x por 2, tendremos:
22— 4(2)24-7(2)—6=8—16+14—6=0
luego es divisible por x —2.

(2) Hoallar, por inspeccién, si x® — 2x*>+ 3 es divisible por x -+ 1.
Este polinomio serd divisible por x + 1 si se anula para x =—1.
Sustituyendo la x por — 1, tendremos:

(—1pP=2(—=1P+3=—1-24+3=0
luego es divisible por x + 1.
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(3) Hallar, por inspeccién, si x*+ 2x3 — 2x% 4+ x — 6 es divisible por x+3 y en-
contrar el cociente de la divisién.
Aplicaremosla divisidn sintéticadel nimero100 con la cual hallamos simul-
taneamente el cociente y el residuo, si lo hay.
Tendremos: 1 e =1 +1 b -3
—3 +3 ) 6 —
1 =] +1 =2 0

(residuo)

Lo anterior nos dice que el polinomio se anula al sustituir la x por — 3; luego
es divisible por x + 3.

El cociente es de tercer grado y sus coeficientes son 1, —1, +1 y — 2, luego
el cociente es

B—x24x—2
Por tanto, si el dividendo es x* + 2x® — 2x% -+ x — 6, el divisor x +3 y el co-

ciente x® —x?+x—2, y la divisién es exacta, podemos escribir:

D=3 4 x—6=(x+3)F—x*+x—2).

CONDICION NECESARIA PARA LA DIVISIBILIDAD DE UN POLINOMIO
EN x POR UN BINOMIO DE LA FORMA x — a.

Es condicién necesaria para que un polinomio en x sea divisible por
un binomio de la forma x—a, que el término independiente del poli-
nomio sea miltiplo del término a del binomio, sin tener en cuenta los

signos. Asi, el polinomio 3x*+ 2x% —6x2+8x +7 no es divisible
por el binomio x —3, porque el término independiente del polinomio 7,
no es divisible por el término numérico del binomio, que es 3.

Esta condicién no es suficiente, es decir, que aun cuando el tér-
mino independiente del polinomio sea divisible por el término a del
binomio, no podemos afirmar que el polinomio en x sea divisible por
el binomio x —a.

- EJERCICIO 76

Hallar, sin efectuar la division, si son exactas las divisiones siguientes:

1. x2—x—6 entre x—3. 4. xb4+xt—5x3—T7x+8 entre x+3.
2. x34+4x2—x—10 entre x+2. b. 4x3—8x2+11x—4 entre 2x—1.
9. 2xt—b5x34-7x2—9x+3 entre x—1. 6. 6x542x%—3x3—x2+3x+3 entre 3x-+1.

Sin efectuar la divisién, probar que:

L]

/- a+1 es factor de a8—2a2+2a+5.

8. x—5 divide a »5—6x*+6x3—5x2+2x—10.

9. 4x—3 divide a 4x*—Tx34+Tx2—Tx+3,

10. 3n+2 no es factor de 3n5+2nt—3n®—2n2+6n+7.
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Sin efectuar la divisién, hallar si las divisiones siguientes son o no exactas
y determinar el cociente en cada caso y el residuo, si lo hay:
11. 2a*—2a°—4a+16 entre a+2.
12. a*—a®+2a+2 entre a+l.
13. x%4-5x—6 entre x—1.
14. %%—39x14+-26x3—52x24-29x—30 entre x—6.
15. a%—4a®—a'+4a+a*—8a+25 entre a—4.
16. 16x*—24x34+37x*—24x+4 entre 4x—1.
17. 15n%4-256n*—18n*—18n*+17Tn—11 entre 3n-+5.

En los ejemplos siguientes, hallar el valor de la constante K (término
independiente del polinomio) para que:

18, 7x*—5x+K sea divisible por x—j.

18. x*—3x%+4x+K sea divisible por x—2.

20, 2a*+25a+K sea divisible por a+3.

21, 20x*—T7x*+29x+K sea divisible por 4x+1

DIVISIBILIDAD DE a"+b" y a—b" POR a+b v a—b

Vamos a aplicar el Teorema del Residuo a la demostracion de las re-
glas establecidas en el nimero 96.

Siendo n un numero entero y positivo, se verifica:

1) a"—b" es siempre divisible por a—b, ya sea n par o impar.
En efecto: De acuerdo con el Teorema del Residuo, a® — b" serd divi-
sible por a — b, si se anula sustituyendo a por + b.

Sustituyendo a por + b en a®— b", at—=br=hr = b=,
tenemos: A

Se anula; luego, a" — b* es siempre divisible por a —b.

2) a*+ b® es divisible por a+ b si n es impar.
Siendo n impar, a"+ b® serd divisible por a+b si se anula al susti-
tuir a por — b.

Sustituyendo a por —b en a®+ b®, a+br=(=b)"+b"=—=b"+b"=0.
tenemaos:. "

Se anula; luego, a*+b* es divisible por a+b siendo n impar.

(~b)*=—b" porque n es impar y toda cantidad negativa elevada a un ex-
ponente impar da una cantidad negativa.

3) a"—b" es divisible por a+ b si n es par,

Siendo n par, a®— b" sera divisible por a+ b si se anula al sustituir
la a por —b.
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Sustituyendo la a por —b en a®—b", a*—b"=(—b)"—b"=b"—b"=0.
tenemos: =4 T L

Se anula; luego, a® — b es divisible por a+ b siendo n par. (—b)*=b"
porque n es par y toda cantidad negativa elevada a un exponente par da
una cantidad positiva.

4) a*+ b" no es divisible por a+ b si n es par.

Siendo n par, para que a® + b" sea divisible por a+ b es necesario que
se anule al sustituir la a por — b.

Sustituyendo la a por —b, a*+bt=(=b)"+b"=b"+ b"=2b".
tenemos: ¢ M i i

No se anula; luego, a" + b" no es divisible por a+ b cuando n es par.

5) a"+ b" nunca es divisible por a — b, ya sea n par o impar.
Siendo n par o impar, para que a* + b" sea divisible por a—b es nece-
sario que se anule al sustituir la a por + b.

Sustituyendo, @+ b= b+ b =2b".
tenemos: — &

No se anula; luego, a" + b" nunca es divisible por a—b

» EJERCICIO 77

Diga, por simple inspeccién, si son exactas las divisiones siguientes y en
caso negativo, diga cudl es el residuo:

x94-1 x5—1 a4+ b8 x3—8 a’+32 16a*—81b*%
. 8 y b e % ; 9. RO | N e
x—1 x241 a*4-b? x+2 a—32 2a+3b
4y pt 1 - - 119 8B4 h0
i i P el g BN gt kit
a+b a—1 x—1 x+2 - x+2 ax24-b3
anibn
DIVISIBILIDAD DE
axh
‘b C b .
iy 2 siempre es divisible. 2 2 es divisible sin esimpar.
a—b a+b
a;l_hn a“"‘-bl‘

nunca es divisible.

es divisible sin espar. 4)

a+b a—b
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CLAUDIO PTOLOMEO (100-175 D. C.) El mis so- catorce siglos hasta la aparicién de Copérnico. Aunque
bresaliente de los astronomos de la época helenistica, es mis conocido por estos trabajos, fue uno de los
Nacido en Egipto, confluencia de dos culturas, Orien- fundadores de la Trigonometria. Su obra principal, el
te y Occidente, influyé igualmente sobre ambas. Su Almagesto, en que se abordan cuestiones cientificas,
sistema geocéntrico dominé la Astronomia durante se utilizé en las universidades hasta el siglo XVIIL

CAPITULO V“l

ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

@ IGUALDAD es la expresion de que dos cantidades o expresiones al-
"~ gebraicas tienen el mismo valor.

' Ejemplos ! a=b+ec 3x* = 4x + 15.

ECUACION es una igualdad en la que hay una o varias cantidades
desconocidas llamadas incégnitas y que soélo se verifica o es verdadera
para determinados valores de las incdgnitas.
Las incégnitas se representan por las ultimas letras del alfabeto:
X, 5 % U, v.
Asi, ox +2=17
€s una ecuacién, porque es una igualdad en la
que hay una incognita, la x, y esta igualdad sdlo
se verifica, o sea que 'sélo es verdadera, para el §(3)+2=17, o sea: 17=17.
valor x =3. En efecto, si sustituimos la x por 3,
tenemos:

Si damos a x un valor distinto de 3, la igualdad no se verifica o no es
verdadera.

122
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La igualdad y2—5y=—6 es una ecuacién porque es 22—-5(2)=—6
una igualdad que sélo se verifica para y=2ey=3. Enefecc 4 — 10 =-6
to, sustituyendo la y por 2, tenemos: — - 6=—6

Si hacemos y=8, tenemos: 32—5(3)=—6

9 — 15 =—6
- 6 =-—6

Si damos a y un valor distinto de 2 6 3, la igualdad no se verifica.

IDENTIDAD es una igualdad que se verifica para cualesquiera valo-

res de las letras que entran en ella.

Asi, (a—b)2=(a—b)(a—b)

a*—m*=(a+m)(a—m)
son identidades porque se verifican para cualesquiera valores de las letras
a y b en el primer ejemplo y de las letras a y m del segundo ejemplo.
El signo de identidad es =, que se lee “idéntico a”. (x+y)2=x2+2xy+y

Asi, la identidad de (x +y)* con x%+ 2xy +y? se escribe
y se lee (x+y)* idéntico a x*+ 2xy + y?

MIEMBROS

Se llama primer miembro de una ecuacién o de una identidad a la
expresion que estd a la izquierda del signo de igualdad o identidad, y se-
gundo miembro, a la expresion que estd a la derecha.

Asi, en la ecuacién 3x—5=2x—3

el primer miembro es 3x —5 y el segundo miembro 2x — 3.

TERMINOS son cada una de las cantidades que estdn conectadas con
otra por el signo + o —, o la cantidad que estd sola en un miembro.

Asi, en la ecuacion 8% —5=9x—3

los términos son 3x, —5, 2x y —3.
No deben confundirse los miembros de una ecuacién con los términos
de la misma, error muy frecuente en los alumnos.

Miembro v término son equivalentes sélo cuando en un miembro de
una ecuacién hay una sola cantidad.

Asi, en la ecuacion 3x =92x +3

tenemos que 3x es el primer miembro de la ecuacion y también es un
término de la ecuacion.




" 24 @ ALGEBRA

CLASES DE ECUACIONES

Una ecuaci6on numérica es una ecuacion 4x—-5=x+4,
que no tiene mds letras que las incégnitas, como. T

donde la tnica letra es la incégnita x.
Una ecuacion literal es una ecuacion

que ademis de las incognitas tiene otras letras, 3x+2a=5b—bx..
que representan cantidades conocidas, como_ ./

Una ecuaciéon es entera cuando ninguno de sus términos tiene de-
nominador como en los ejemplos anteriores, y es fraccionaria cuando al-
gunos o todos sus términos tienen denominador, como’

3_"+‘5_"_5+"
g "6 5

GRADO de una ecuacién con una sola
incognita es el mayor exponente que 4x—6=3x—-1yax+b=0bx+c,
tiene la incognita en la ecuaciéon. Asi, /

son ecuaciones de primer grado porque el mayor exponente de x es 1.
La ecuacion
x*—5x+6=0

es una ecuacion de segundo grado porque el mayor exponente de x es 2.
Las ecuaciones de primer grado se llaman ecuaciones simples o'lineales.

RAICES O SOLUCIONES de una ecuacion son los valores de las in-
cognitas que verifican o satisfacen la ecuacion, es decir, que sustitui-

dos en lugar de las incognitas, convierten la ecuacion en identidad.

Asi, en la ecuacion

x—6=38x+8
la raiz es 7 porque haciendo x =7 se tiene
5(7)—6=3(7) +8, o sea 29=29,
donde vemos que 7 satisface la ecuacién.

Las ecuaciones de primer grado con una incdégnita tienen una sola raiz.

@ RESOLVER UNA ECUACION es hallar sus raices, o sea el valor o los
valores de las incognitas que satisfacen la ecuacién.

@ AXIOMA FUNDAMENTAL DE LAS ECUACIONES

Si cen cantidades iguales se verifican operaciones iguales los resulta-
dos seran iguales.
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REGLAS QUE SE DERIVAN DE ESTE AXIOMA
1) Si a los dos miembros de una ecuacién se suma una misma canti-
dad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

2) Si a los dos miembros de una ecuacién se resta una misma canti-
dad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

3) Si los dos miembros de una ecuaciéon se multiplican por una mis-
ma cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

4) Si los dos miembros de una ecuacién se dividen por una misma
cantidad, positiva o negativa, la igualdad subsiste.

5) Si los dos miembros de una ecuacién se elevan a una misma po-
tencia o si a los dos miembros se extrae una misma raiz, la igualdad subsiste.

LA TRANSPOSICION DE TERMINOS consiste en cambiar los térmi-
nos de una ecuacién de un miembro al otro.

REGLA

Cualquier término de una ecuacién se puede pasar de un miembro a
otro cambidndole el signo.

En efecto:

1) Sea la ecuacidén H5x =2a—b.

Sumando b a los dos miembros de esta ecuacion, la igualdad subsiste
(Regla 1), vy tendremos:
e bx+b=2a—b+b

3 —b+b=0, queda
y como que S S

donde vemos que — b, que estaba en el segundo miembro de la ecuacion
dada, ha pasado al primer miembro con signo +.

2) Sea la ecuacién 3x + b = 2a.

Restando b a los dos miembros de esta ecuacion, la igualdad subsiste
Regla 2), y tendremos:
Rega, .7 3x+b—b=2a—b

b—b=0, d
y como b—b queda il
donde vemos que + b, que estaba en el primer miembro de la ecuacién
dada, ha pasado al segundo miembro con signo —.
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Términos iguales con signos iguales en distinto miembro de una
ecuacién, pueden suprimirse.

“Asi, en la ecuacion

x+b=2a+b
tenemos el término b con signo + en los dos miembros. Este término puede
suprimirse, quedando P=0
porque equivale a restar b a los dos miembros.

En la ecuacion . & 85,917
Ix —xs=4x—x*+bH

tenemos el término x* con signo-x*en los dos miembros.
Podemos suprimirlo, y queda
bx =4dx + b,

porque equivale a sumar x* a los dos miembros.

CAMBIO DE SIGNOS

Los signos de todos los términos de una ecuacién se pueden cambiar
sin que la ecuacién varie, porque equivale a multiplicar los dos miembros
de la ecuacién por —1, con lo cual la igualdad no varia. (Regla 8).

Asi, si en la ecuacion R 2

multiplicamos ambos miembros por —1, para lo cual hay que multi-
plicar por —1 todos los términos de cada miembro, tendremos:

2x 4+ 3=—2x 415,

que es la ecuacion dada con los signos de todos sus términos cambiados.

RESOLUCION DE ECUACIONES ENTERAS DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

REGLA GENERAL ;

1) Se efectian las operaciones indicadas, si las hay.

2) Se hace la transposicién de términos, reuniendo en un miembro
todos los términos que contengan la incégnita y en el otro micmbro todas
las cantidades conocidas.

3) Se reducen términos semejantes en cada miembro.

4) Se despeja la incégnita dividiendo ambos miembros de la ecuacién
por el coeficiente de la incognita.
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' Ejemplos I

(1) Resolver la ecuacién 3x —5=x+ 3.

Pasando x al primer miembro y — 5 al segundo, cam-

bidndoles los signos, tenemos, 3x —x =3+ 5,

Reduciendo términos semejantes:
2x=8

Despejando x para lo cual dividimos los dos 32;’_‘= y simplificando x = 4.

miembros de la ecuacién por 2, tenemos: ”

N | o

YERIFICACION

La verificacién es la prueba de que el valor obtenido para la incégnita es
correcto.

La verificacién se realiza sustituyendo en los dos miembros de la ecuacién
dada la incégnita por el valor obtenido, y si éste es correcto, la ecuacién
dada se convertird en identidad.

3(4)—5=4+3
Asi, en el caso anterior, haciendo x = 4 en la ecuacién ; 12—5=4+4+3
dada tenemos: . / 1=1,
El valor x = 4 satisface la ecuacién.
(Z) Resolver la ecuacién: 35— 22x + 6 — 18x = 14 — 30x + 32.
Pasando — 30x al primer miembro y 35 y é al segundo:
—22x—18x +30x =14+ 32— 35—6.
Reduciendo: — 10x=25.
Dividiendo por — 5: x=—1.
Despejando x para lo cual di- . E= —%.
vidimos ambos miembros por 2: T
YERIFICACION
Haciendo x =—134 en la ecuacién dada, se tiene: _ =7

35—-22(—3)+6—18(—3)=14—30(—3%)+ 32
3B54+11+6+9=14+15+32

61 = 61.
- EJERCICIO 78
Resolver las ecuaciones:
1 5x=8x—15. 8. 8x—4+3x=Tx+x+14-
2o 4x+1=2. 9. 8x+9—12x=4x—13—5x.
8. y—5=3y—25. 10. 5y+6y—81=Ty+102+65y.
4 Bx+6=10x+5. 11. 16+7x—5+x=11x—3—x.
6. 9y—11=—10+12y. 12, 3x+101—4x—33=108—16x—100.
6. 21—6x=27—8x. 13, 14—12x+39x—18x=256—60x—65Tx.
7. 11x+5x—1=65x—36. 14. B8x—15x—30x—51x=53x+31x—172.
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON SIGNOS DE AGRUPACION

Ejemplos (1) Resolver 3x —(2x —1) =7x— (3 —5x) + [— x + 24)

Suprimiendo los signos de agrupacién:

Ix—2+1=7x—3+5x—x+ 24,
6. -f- - -<lot-
Transponiendo: I —2x—7x—5x+ xn’: —3+24—1.
_ Reduciendo: —10x=20

SN
o 2. R
{2) Resolver 5x+ { —2x+ [—x+6) }=18— { —7x+6) —(3x—24) |
Suprimiendo los paréntesis interiores:
S5x+{—2x —x+6 =18— | —7x—6—3x+24 }
Suprimiendo las llaves:

Sx—2x—x+6=18+7x+6+3x—24
S5x—2x —x—7x—3x=18+6—24—6

—Br=—06.
Multiplicando por — 1: 8x = 6. 6 2
Dividiendo por 2: 4x=3.
x=% R

- EJERCICIO 79

Resolver las siguientes ecuaciones:

1. x—(2x+1)=8—(3x+3).

2. 15x—10=6x—(x+2)+(—x+3).

3. (5—8x)—(—4x+6)=(8x+11)—(3x—6).

4 30%—(—x+6)-+(—5x-+4)=—(5x+6)+(—8+3x).

5. 15x-+H(—6x+5)—2—(—x+3)= —(Tx+23)—x+(3—2x).
6. 3x+[—5x—(x+3)]=8x+(—5x—9).

7. 16x—[3x—(6—9x)]=30x+[—(3x+2)—(x+3)].

8. x—[5+3x—{5x—(6+%)}]=—3.

9. 9x—(5x+1)—{2+8x—(Tx—>5) p+9x=0

10, T14[—5x-+(—2x+3)]=25—[—(8x+4)—(4x+3)].
11, —{3x+8—[—15+6%—(—3x+2)—(5%+4)]-29 }=—5.
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@RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON PRODUCTOS INDICADOS

(1) Resolver la ecuacién

‘ Ejemplos 10(x —9) —9(5—6x) =2(dx— 1)+ 5(1 + 2x).

Efectuando los productos indicados:

10x —90— 45+ 54x =8x — 2+ 5+ 10x.

—90—45+54x=8x—2+5

Suprimiendo  10x en ambos Sdx— Bx—= —2 45+ 90 -+ 45

miembros por ser cantidades

iguales con signos iguales en 46x =138
distintos miembros, queda: =39 g
16 o

VERIFICACION

(2

—

(3)

10(3—9)—9(5—18)=2(12—1)+ 5(1 + 6)

Haciendo x=3 en la 10(—6&)—9(—13) =2(11)+5(7)
ecuacién dada, se tiene: — —60+117=224+35
57. =157,

x = 3 satisface la ecuacién.

Resolver 4x — (2x +3) (3x —5) =49 — [6x — 1] [x — 2).
2 3 {Bx—5)=éx*—x—1
Efectuando los productos indicados: — Eéitiié i—g}]:z‘#—,}(h _‘_52

El signo — delante de los productos indicados en cada miembro de la ecua-
cién nos dice que hay que efectuar los productos y cambiar el signo a cada
uno de sus términos; luego una vez efectuados los productos los introducimos
en paréntesis precedidos del signo — y tendremos que la ecuacién dada se
convierte en:

4x — (6x2 — x — 15) = 49 — (6x*> — 13x + 2)
Ax — 6x2 4+ x4+ 15 =49 — 6x2 4+ 13x —2

Suprimiendo los paréntesis: — A HA—13x =48 —2-5

—8x =32
= R

Resolver [x+1]{x—21—(4x—1)Bx+5]—6=8x—11[x—3)x+71.
Efectuando los productos indicados:

x—=x—2—[12*4+17x—5)—6=8x—11(x*® + 4x — 21)
Suprimiendo los paréntesis:

2—x—2—12%—=17x+5—6=28x— 11x*> — 44x + 231.
En el primer miembro tene- —x—2—=17x+5—6 =8x — 44x + 23]
mos x% y —12x* que reduci- —x—17x—8x+44x =2314+2-5+4+6
dos dan — 11x%, y como en el 18x = 234
segundo miembro hay ofro 034

—11x% los suprimimos y x=z=18 R
queda: 7
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(4) Resolver (3x — 12 —3(2x+ 32 +42=2x[—x—5)— (x— 1%
Desarrollande los cuadrados de los binomios:
Ix?—6bx+1—3(4x* +12x+9) + 42 ="2x[—x—5) — (x* — 2x + 1)

Suprimiendo los paréntesis: 7

Ox2—bx+1—12x* —36x — 27+ 42 =—2x"— 10x — x>+ 2x — 1
—6x—3bx+10x—2x=—1—1427 — 42

—3x=-17
4x =17
x=m=: R

YR
»- EJERCICIO 80

Resolver las siguientes ecuaciones:

1. x+3(x—1)=6—4(2x+3).

2. 5(x—1)+16(2x+3)=3(2x—T7)—=x.

3. 2(3x+3)—4(5x—3)=x(x—3)—x(x+5).

4. 184—7(2x+5)=30146(x—1)—6.

5. T(18—x)—6(3—5x)=—(Tx+9)—3(2x+5)—12.

6  3x(x—3)+5(x+T7)—x(x+1)—2(x2+T)+4=0.

7 —=3(2x+T)+H(—5x+6)—8(1—2x)—(x—3)=0.

8. (3%—4)(4x—3)=(6x—4)(2x—5).

9. (4—5x)(4x—5)=(10x—3)(7—2x).

10.  (x+1)(2x+5)=(2x+3)(x—4)+5.

1. (x—2)2—(3—x)2=1.

12. 14—(5x—1)(2x+3)=17—(10x+1)(x—6).

13,  (x—2)2+x(x—3)=3(x+4)(x—3)—(x+2)(x—1)+2.
14. (8x—1)*—5(x—2)—(2x+3)2—(bx+2)(x—1)=0.

15.  2(x—8)—3(x+1)2+(x—5)(x—3)+ 4(x2—5x+1)=4x2—12.
16.  5(x—2)2—5(x+8)2+(2x—1)(5x+2)—10x2=0.

17. x2—Hx+15=x(x—3)—14+5(x—2)+3(13—2x).

18.  3(5x—6)(3x+2)—6(3x+4)(x—1)—3(9x+1)(x—2)=0.
19. T(x—4)*—3(x+5)*=4(x+1)(x—1)—2.

20. H(1—x)*—6(x*—3x—T)=x(x—3)— 2x(x+5)—2.

- EJERCICIO 81

MISCELANEA
Resolver las siguientes ecuaciones:

14x—(3x—2)—[5x+2—(x—1)]=0.
(Bx—=T)*—=5(2x+1)(x—2)=—x>—[—(3x+1)].
Bx—(2x+1)=—{=5x-+[—(—2x—1)] }.
2x+3(—x2—1)=—{3x24-2(x—1)—3(x+2) }.
x2—{ 3x+[x(x+1) +4(x*—1)—4x?] }=0.
3(2x+1)(—x+3)—(2x+5)*=—[—{ —3(x+5) }+10x2].
(x+1)(x+2)(x—3)=(x—2)(x+1)(x+1).
(x+2)(x+3)(x—1)=(x+4)(x+4)(x—4)+T.
(x41)8—(x—1)3=6x(x—3).
3(x—2)%(x+5)=3(x+1)*(x—1)+3.

bttt g B ol ol ol oo
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DIOFANTOQ (325-409 D. C.) Famoso matemitico Diofanto. Fue, sin embargo, el primero en enunciar
griego perteneciente a la Escuela de Alejandria. Se una teoria clara sobre las ecuaciones de primer gra-
le tenia hasta hace poco como el fundador del Alge- do. También ofrecio la formula para la resolu-
bra, pero se sabe hoy que los babilonios y caldeos cién de las ecuaciones de segundo grado. Sus obras
no ignoraban ninguno de los problemas que abordé ejercieron una considerable influencia sobre Vidte.
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PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES ENTERAS DE
PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

La suma de las edades de A y B es 84 anos, y B tiene 8 anos menos
que A. Hallar ambas edades.

Sea x =edad de 4.

Como B tiene 8 anos _ x—8=edad de B.
menos que A: d — LT
La suma de ambas edades es 84 anos; x+x—8=284,
luego, tenemos la ecuaciém: — = 7
Resolviendo: x+x=84+4+8
2o0=93
02 P LS
x=--=406 anos, edad de A. R.

La edad de B serd: x —8=46—8=238 afios. R.

La verificacién en los problemas consiste en ver si los resultados obte-
nidos satisfacen las condiciones del problema.

Asf, en este caso, hemos obtenido que la edad de B es 38 afios y la
de A 46 anos: luego, se cumple la condicion dada en el problema de que

131
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B tiene 8 afios menos que A y ambas edades suman 46 + 38 =84 afios, que
es la otra condicién dada en el problema.
Luego los resultados obtenidos satisfacen las condiciones del problema.

Pagué $87 por un libro, un traje y un sombrero. El sombrero cos-
t6 $5 mds que el libro y $20 menos que el traje. (Cudnto pagué por

cada cosa?
Sea x = precio del libro.
Como el sombrero costéd $5 x + 5 =precio del sombrero.
mas que el libro: i
El sombrero cost6 $20 menos que A
el traje; luego el traje costo $20 mads X+5+20=x+25=

que el sombrero: *
Como todo costé $87, la suma de los precios
del libro, traje y sombrero tiene que ser igual x+x+5+x+25=87.
a $87; luego, tenemos la ecuacién: A
Resolviendo: 3x + 80 =87
3x=87-30
ax =57
x =2=$19, precio del libro. R.

3
x+5 =19+5 =324, precio del sombrero. R.

x + 256 =19 + 25= $44, precio del traje. R.

La suma de tres nimeros enteros consecutivos es 166, Hallar los na-
meros.
Sea X = numero menor
x + 1 =mnumero intermedio
x +2=namero mayor.

Como la suma de los tres niimeros x+x+1+x+2=156.
es 156, se tiene la ecuacién N
Resolviendo: 3x +3 =156
3x=156—3
3x =153

= % =51, numero menor. R.
x+1=51+1=52, niimero intermedio. R.
x +2=51+2=53, nimero mayor. R.
NOTA
Si designamos por x el nimero mayor, el nimerc intermedio serfa
x—1 y el menor x —2,
Si designamos por x el nimero intermedio, el mayor seria x+1 y el
menor x — 1.
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®» EJERCICIO 82

1. La suma de dos ntimeros es 106 y el mayor excede al menor en 8. Hallar

los nimeros.

2. La suma de dos numeros es 540 y su diferencia 32. Hallar los nimeros.

3. Entre A y B tienen 1154 bolivares y B tiene 506 menos que A. ;Cuinto

tiene cada uno?

4. Dividir el nimero 106 en dos partes tales que la mayor exceda a la me-

nor en 24. .

A tiene 14 afios menos que B y ambas edades suman 56 afios. ¢(Qué edad

tiene cada uno?

Repartir 1080 soles entre 4 y B de modo que A reciba 1014 mds que B.

Hallar dos numeros enteros consecutivos cuya suma sea 103.

Tres nameros enteros consecutivos suman 204. Hallar los numeros.

Hallar cuatro ntiimeros enteros consecutivos cuya suma sea 74.

10. Hallar dos niimeros enteros pares consecutivos cuya suma sea 194,

11. Hallar tres nimeros enteros consecutivos cuya suma sea 186.

12. Pagué $325 por un caballo, un coche y sus arreos. El caballo costd $80
mds que el coche y los arreos $25 menos que el coche. Hallar los precios
respectivos.

13. La suma de tres numeros es 200. El mayor excede al del medio en 32
y al menor en 65. Hallar los nimeros.

14, Tres cestos contienen 575 manzanas. El primer cesto tiene 10 manzanas
mis que el segundo y 15 mids que el tercero. ¢Cudntas manzanas hay en
cada cesto?

15. Dividir 454 en tres partes sabiendo que la menor es 15 unidades menor
que la del medio y 70 unidades menor que la mayor.

16. Repartir 310 sucres entre tres personas de modo que la segunda reciba 20
menos que la primera y 40 mds que la tercera.

17. La suma de las edades de tres personas es 88 afios. La mayor tiene 20
anos mds que la menor y la del medio 18 afios menos que la mayor.
Hallar las edades respectivas.

18. Dividir 642 en dos partes tales que una exceda a la otra en 36.

4

SCe®mam

La edad de A es doble que la de B, y ambas edades suman 36 anos.
Hallar ambas edades.

Sea x = edad de B.

Como, segtin las condiciones, la edad de 4 2x =edad de A.
es doble que la de B, tendremos: eaBS

Como la suma de ambas edades es 36 afios, x+2x=36.
se tiene la ecuacion: B A

Resolviendo: 3x =36
x =12 afios, edad de B. R.
2x =24 anos, edad de 4. R.
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Se ha comprado un coche, un caballo y sus arreos por $350. EI coche
costé el triplo de los arreos, y el caballo, el doble de lo que costé el
coche. Hallar el costo de los arreos, del coche y del caballo.

Sea x = costo de los arreos.
Como el coche cost6 el triplo de los arreos: 3x = costo del coche.
Como el caballo cost6 el doble del coche: 6x = costo del caballo.

Como los arreos, el coche y el caballo x + 3x + 6x = 850.
costaron §350, se tiene la ecuacion: . FT A ——
Resolviendo: 10x = 350
x= —= =§ 35, costo de los arreos. R.

10
3x = 8 x$35 = $105, costo del coche. R.

Gx =6 x$35 = $210, costo del caballo. R.

Repartir 180 bolivares entre A, B y C de modo que la parte de A sea

la mitad de la de B y un tercio de la de C.

Si la parte de 4 es la mitad de la de B, la parte de B es doble que
la de 4; y si la parte de 4 es un tercio de la de C, la parte de C es el tri-
plo de la de 4. Entonces, sea:

x = parte de 4.
2x = parte;de B.
3x = parte de C.

Como la cantidad repartida es bs. 180, la suma
de las partes de cada uno tiene que ser igual a ¥ +2x+ 8x =180,
bs. 180; luego, tendremos la ecuaciéon:— b

Resolviendo:  6x =180

180

x =—— =bs. 30, parte de 4. R.

2x = Dbs. 60, parte de B. R.
3x =bs. 90, parte de C. R.

- EJERCICIO 83

1. La edad de Pedro es el triplo de la de Juan y ambas edades suman 40
anos. Hallar ambas edades.

2. Se ha comprado un caballo y sus arreos por $600. Si el caballo costd
4 veces los arreos, ¢cudnto costd el caballo y cudnto los arreos?

3. En un hotel de 2 pisos hay 48 habitaciones. Si las habitaciones del segundo
piso son la mitad de las del primero, ¢cudntas habitaciones hay en cada
piso?

4. Repartir 300 colones entre A, B y C de modo que la parte de B sea
doble que la de 4 y la de C el triplo de la de 4.

5. Repartir 138 sucres entre 4, B y C de modo que la parte de 4 sea la
aitad de la de B y la de € doble de la de B.
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6. El mayor de dos nimeros es 6 veces el menor y ambos niuneros suman
147. Hallar los ntimeros.

7. Repartir 140 quetzales entre 4, B y C de modo que la parte de B sea la
mitad de la de 4 y un cuarto de la de C.

8. Dividir el nimero 850 en tres partes de modo que la primera sea el
cuarto de la segunda y el quinto de la tercera.

9. El duplo de un nimero equivale al niimero aumentado en 111, Hallar el
nuamero.

10. La edad de Maria es el triplo de la de Rosa mds quince afios y ambas
edades suman 59 anos. Hallar ambas edades.

11. Si un namero se multiplica por 8 el resultado es el nimero aumentado
en 21. Hallar el nimero.
12, Si al triplo de mi edad anado 7 afos, tendria 100 afios. ¢Qué edad tengo?
13. Dividir 96 en tres partes tales que la primera sea el triplo de la segunda
] I 9 2 ]
y la tercera igual a la suma de la primera y la segunda.

14 La edad de Enrique es la mitad de la de Pedro; la de Juan el triplo
de la de Enrique y la de Eugenio ¢l doble de la de Juan. Si las cuatro
edades suman 132 afios, ¢qué edad tiene cada uno?

124) La suma de las edades de A, B y C es 69 afios. La edad de A es doble
que la de B y 6 afios mayor que la de C. Hallar las edades.
Sea x =edad de B.
2x = edad de 4.
Si la edad de A es 6 afios mayor que la de C, la edad de C es 6 afios
menor que la de 4; luego, 2x — 6 =edad de C.

Como las tres edades suman 69 afios,  x+2x+2%x—6=69.
tendremos la ecuaciéon el /i i /
Resolviendo: 5x — 6 =069
ox =694+6
bx =Th

xzzﬁf:lé anos, edad de B. R.

2x =30 anos, edad de 4. R.
2x —6=24 anos, edad de C. R.

- EJERCICIO 84

1. Dividir 254 en tres partes tales que la segunda sea el triplo de la primera
y 40 unidades mayor que la tercera.

2. Enure 4, B y C tienen 130 balboas. C tiene el doble de lo que tiene A y
15 balboas menos que B, :(Cudnto tiene cada uno?

4. La suma de tres nimeros es 238. El primero excede al duplo del segundo
en 8 v al tercero en 18 Hallar los ntimeros.

4. Se ha comprado un traje, un bastén y un sombrero por $259. El traje

cost6 8 veces lo que el sombrero y el bastén $30 menos que el traje.
Hallar los precios respectivos.
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5.
6.

7.

La suma de tres nimeros es 72. El segundo es } del tercero y el primero
excede al tercero en 6. Hallar los nimeros.

Entre 4 y B tienen 99 bolivares. La parte de B excede al triplo de la
de A en 19. Hallar la parte de cada uno.

Una varilla de 74 cm de longitud se ha pintado de azul y blanco.

Laparte pintada de azul excede en 14 cm al duplo de la parte pintada
de blanco. Hallar la longitud de la parte pintada de cada color.

8. Repartir $152 entre 4, B y C de modo que la parte de B sea §8 menos
que el duplo de la de 4 y $32 mds que la de C.

9. El exceso de un numero sobre 80 equivale al exceso de 220 sobre el
duplo del ntimero. Hallar el numero.

10. Si me pagaran 60 sucres tendria el doble de lo que tengo ahora mds 10
sucres. (Cudnto tengo?

11. El asta de una bandera de 9.10 m de altura se ha partido en dos. La
parte separada tiene 80 cm menos que la otra parte, Hallar la longitud
de ambas partes del asta.

12. Las edades de un padre y su hijo suman 83 afios. La edad del padre
excede en 3 aifios al triplo de la edad del hijo. Hallar ambas edades.

13. En una eleccion en que habia 3 candidatos 4, B y C se emitieron 9000
votos. B obtuvo 500 votos menos que A y 800 votos mis, que C. ¢Cudntos
votos obtuvo el candidato triunfante?

14. El exceso de 8 veces un nimero sobre 60 equivale al exceso de 60 sobre
7 veces el nimero. Hallar el numero.

16. Preguntado un hombre por su edad, resFonde: Si al doble de mi edad
se quitan 17 afos se tendria lo que me falta para tener 100 anos. ;Qué
edad tiene el hombre?

Dividir 85 en dos partes tales que el triplo de la parte menor equi-
valga al duplo de la mayor.

Sea x =la parte menor. .
Tendremos: 85— x =la parte mayor.

El problema me dice que el triplo de la parte a—

menor, 3x, equivale al duplo de la parte mayor, 3x =2(85 — x).

2(85 — x); luego, tenemos la ecuacién P
Resolviendo: 3x =170 — 2x

3x+2x =170
5x =170
170
x= —— =34, parte menor. R.

85 —x =85—34=51, parte mayor. R.

Entre A y B tienen $81. Si A pierde $36, el duplo de lo que le que-
da equivale al triplo de lo que tiene B ahora. ;Cuinto tiene cada uno?
Sea x =namero de pesos que tiene A.

81 —x =numero de pesos que tiene B.
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5i A pierde $36, se queda con $(x — 36) y el duplo
de esta cantidad 2(x —86) equivale al triplo de lo que

riene B ahora, o sea, al triplo de 81 — x; luego, tenemos 2(x ~ 36) =3(81 — ).

la ecuacién: g
Resolviendo: I2x —T2=243 — 3x
2x +3x =243 + 72
bx =315

x= % =$63, lo que tiene 4. R.

81 —x=81—63 =$18, lo que tiene B. R.

®» EJERCICIO 85

1. La suma de dos ntimeros es 100 y el duplo del mayor equivale al triplo
del menor. Hallar los nimeros.

2. Las edades de un padre y su hijo suman 60 afios. Si la edad del padre
se disminuyera en 15 afios se tendria el doble de la edad del hijo. Hallar
ambas edades.

3. Dividir 1080 en dos partes tales que la mayor disminuida en 132 equi-
valga a la menor aumentada en 100.

4. Entre A y B tienen 150 soles. Si A pierde 46, lo que le queda equivale
a lo que tiene B. (Cudnto tiene cada uno?

5. Dos dngulos suman 180° y el duplo del menor excede en 45° al mayor,
Hallar los dangulos.

6. La suma de dos nimeros es 540 y el mayor excede al triplo del menor
en 88. Hallar los nimeros.

7. La diferencia de dos numeros es 36. Si el mayor se disminuye en 12
se tiene el cuadruplo del menor. Hallar los ntimeros.

8. Un perro y su collar han costado $54, y el perro cost6 8 veces lo que
el collar. ¢Cudnto costé el perro y cudnto el collar?

9. Entre A y B tienen $84. Si 4 pierde $16 y B gana $20, ambos tienen lo
mismo. ¢(Cudnto tiene cada uno?

10. En una clase hay 60 alumnos entre jovenes y sefioritas. El numero de
sefioritas excede en 15 al duplo de los jovenes. (Cudntos jévenes hay en
la clase y cudntas senoritas?

11. Dividir 160 en dos partes tales que el triplo de la parte menor disminuido
en la parte mayor equivalga a 16.

12. La suma de dos nimeros es 506 y el triplo del menor excede en 50 al
mayor aumentado en 100. Hallar los nimeros.

13. Unaestilogrifica y un lapicero han costado 18 bolivares. Si la estilografica
hubiera costado 6 bolivares menos y el lapicero 4 belivares mas, habrran
tostado lo mismo. ¢(Cudnto costé cada uno?

14. Una varilla de 84 c¢m de longitud estd pintada de rojo y negro. La
parte roja es 4 cm menor que la parte pintada de negro. Hallar la
longitud de cada parte.
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La edad de A es doble que la de B y hace 15 afos la edad de A era
el triplo de la de B. Hallar las edades actuales.

Sea x =numero de anos que tiene B ahora.
2x = numero de aiios que tiene A ahora.

Hace 15 anos, la edad de A era 2x — 15 afios v la
edad de B era(x —15)aiios y como el problema me dice
que la edad de A4 hace 15 afios,(2x —15,)era igual al 9y —15=8(x — 15).
triplo de la edad de B hace 15 anos o sea el triplo —
de x —15, tendremos la ecuacion:

y]

Resolviendo: 2x —15=3x—4H
2x —3x=—45+15
—x=-—30

x =30 anos, edad actual de B. R.
2x = 60 anos, edad actual de A. R.

. La edad de A es el triplo de la de B y dentro de 20 aiios sera el doble.
Hallar las edades actuales.

Sea x =numero de anos que tiene B ahora.
3x =numero de anos que tiene A ahora.

Dentro de 20 anos, la edad de A serd(3x + 20)anos
y la de B serd(x + 20)anos. Il problema me dice que la
edad de 4 dentro de 20 anos, 3x + 20, serd igual al doble 3x+20=2(x+20).
de la edad de B dentro de 20 afios, o sea, igual al doble

de x+20; luego, tendremos la ecuacion i
Resolviendo: 3x + 20 =2x + 40
3x — 2x = 40 — 20 L

x =20 anos, edad actual de B. R.
3x =60 anos, edad actual de 4. R.

@ EJERCICIO 86

1. La edad actual de A es doblequela de B, y hace 10 anos la edad de 4
era ¢l triplo de la de B. Hallar las edades actuales.

2. La edad de A es triple que la de B y dentro de 5 afos serd el doble.
Hallar las edades actuales.

3. A tiene doble dinero que B. 5i 4 pierde $10 y B pierde $5, 4tendra$20
mis que B. :Cudnto tiene cada uno?

4. A tiene la mitad de lo que ticne B. Si 4 gana 66 colones y B pierde 90,
A tendri el doble de lo que le quede a B. :Cuinto tiene cada uno?

En una clase el nimero de senoritas es | del nimero de varones. Si

ingresaran 20 seioritas y dejaran de asistir 10 varones, habria § sefioritas

mis que varones. ;Cuidntos varones hay y cuidntas senoritas?
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6. La edad de un padre es el triplo de la edad de su hijo. La edad que
tenia el padre hace 5 afios era el duplo de la edad que tendrd su hijo
dentro de 10 anos. Hallar las edades actuales.

7. La suma de dos numeros es 85 y el numero menor aumentado en 36
equivale al doble del mayor disminuido en 20. Hallar los nimeros.

8. Enrique tiene 5 veces lo que tiene su hermano. Si Enrique le diera a
su hermano 50 cts., ambos tendrian lo mismo. ¢Cudnto tiene cada uno?

9. Un colono tiene 1400 sucres en dos bolsas. Si de la bolsa que tiene mas
dinero saca 200 y los pone en la otra bolsa, ambas tendrian igual cantidad
de dinero. ¢Cudnto tiene cada bolsa?

10. El nimero de dias que ha trabajado Pedro es 4 veces el numero de
dias que ha trabajado Enrique. Si Pedro hubiera trabajado 15 dias menos
y Enrique 21 dias mds, ambos habrian trabajado igual ntmero de dias.
¢Cudntos dias trabajé cada uno?

11. Hace 14 aios la edad de un padre era el triplo de la edad de su hijo
y ahora es el doble. Hallar las edades respectivas hace 14 anos.

12. Dentro de 22 aios la edad de Juan serd el doble de la de su hijo y actual-
mente es el triplo. Hallar las edades actuales.

13. Entre A y B tienen $84. Si 4 gana $80 y B gana $4, 4 tendrd el triplo
de lo que tenga B. (Cudnto tiene cada uno?

@ Un hacendado ha comprado doble numero de vacas que de bueyes.
Por cada vaca pagé $70 y por cada buey $85. Si el importe de la com-
pra fue de $2700, ¢cuintas vacas compré y cudntos bueyes?

Sea x =numero de bueyes.
2x =numero de vacas.

Si se han comprado x bueyes y cada buey cost6 $85,
los x bueyes costaron $85x y si se han comprado 2x vacas

y cada vaca costd $70, las 2x vacas costaron $70 % 2x =$140x. 85x + 140x = 2700.
Como el importe total de la compra ha sido $2700, ten-
dremos la ecuacién: GADiike Sr Y Y A Si ATUTTHM 30 o
Resolviendo: 2256x = 2700
x= 2:;? =12, nimero de bueyes. R.
ox =2 X 12= 24, numero de vacas. R.

@ Se han comprado 96 aves entre gallinas y palomas. Cada gallina cos-
té6 80 cts. y cada paloma 65 cts. Si el importe de la compra ha sido
$69.30, ;cuantas gallinas y cuantas palomas se han comprado?

Sea x =numero de gallinas.
96 — x = ntiimero de palomas.

Si se han comprado x gallinas v cada gallina cost6 80 cts., las x galli-
nas costaron 80x cts.
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Si se han comprado 96 —x palomas y cada paloma costé 65 cts., las
96 —x palomas costaron 65(96 — x) cts.

Como el importe total de la compra fue 80x + 65(96 — x) = 6930.
$69.30, o sea 6930 cts., tendremos la ecuacién: A

Resolviendo: 80x + 6240 — 65x = 6930
80x — 65x = 6930 — 6240
15x =690
x= % =46, numero de gallinas. R.

96 —x =96 — 46 =50, numero de palomas. R.

- EJERCICIO 87

1. Compré doble numero de sombreros que de trajes por 702 balboas. Cada
sombrero costé6 2 y cada traje 50. ¢Cudntos sombreros y cudntos trajes
compré?

2. Un hacendado compré caballos y vacas por 40000 bolivares. Por cada ca-
ballo pagd 600 y por cada vaca 800. Si comprd 6 vacas menos que caballos,
¢cudntas vacas y cudntos caballos comprér

3. Un padre pone 16 problemas a su hijo con la condicién de que por cada
problema que resuelva el muchacho recibird 12 cts. y por cada problema
que no resuelva perderd 5 cts. Después de trabajar en los 16 problemas
el muchacho recibe 73 cts. ¢Cudntos problemas resolvié y cudntos no
resolvide

4. Un capataz contrata un obrero por 50 dias pagdndole $3 por cada dia
de trabajo con la condicién de que por cada dia que el obrero deje de
asistir al trabajo perderd $2. Al cabo de los 50 dias el obrero recibe $90.
¢Cudntos dias trabaj6é y cudntos no trabaj6?

9. Un comerciante comprd 35 trajes de a 30 quetzales y de a 25 quetzales,
pagando por todos Q. 1015. ¢;Cudntos trajes de cada precio compré?

6. Un comerciante comprd trajes de dos calidades por 1624 balboas. De la
calidad mejor compré 32 trajes y de la calidad inferior 18. Si cada traje
de la mejor calidad le costé 7 balboas mds que cada traje de la calidad
inferior, ¢cudl era el precio de un traje de cada calidad?

7. Un muchacho compré triple niimero de ldpices que de cuadernos. Cada
ldpiz le costd a 5 cts. y cada cuaderno 6 cts. Si por todo pagd $1.47, scudntos
lipices y cudntos cuadernos compré?

8. Pagué $582 por cierto ntimero de sacos de azucar y de frijoles. Por cada
saco de azlcar pagué $5 y por cada saco de frijoles §6. Si el nimero de
sacos de frijoles es el triplo del nimero de sacos de aztcar més 5, ¢cudntos
sacos de azucar y cudntos de frijoles compré?

9. Se han comprado 80 pies cibicos de madera por $68.40. La madera com-
prada es cedro y caoba. Cada pie cibico de cedro costé 75 cts. y cada
pie cibico de caoba 90 cts. ¢Cudntos pies ctibicos he comprado de cedro
y cudntos de caoba?

10. Dividir el numero 1050 en dos partes tales que el triplo de la parte mayor
disminuido en el duplo de la parte menor equivalga a 1825.
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EJERCICIO 88
MISCELANEA

Dividir 196 en tres partes tales que la segunda sea el duplo de la primera
y la suma de las dos primeras exceda a la tercera en 20.

La edad de A es triple que la de B y hace 5 afios era el cuddruplo de la
de B. Hallar las edades actuales.

Un comerciante adquiere 50 trajes y 35 pares de zapatos por 16000 soles.
Cada traje cost6 el doble de lo %ue costd cada par de zapatos mas 50 soles.
Hallar el precio de un traje y de un par de zapatos.

6 personas iban a comprar una casa contribuyendo por partes iguales
pero dos de ellas desistieron del negocio y entonces cada una de las
restantes tuvo que poner 2000 bolivares mds. ¢Cudl era el valor de la
casa?

La suma de dos numeros es 108 y el doble del mayor excede al triplo del
menor en 156. Hallar los nameros.

El largo de un buque, que es 461 pies, excede en 11 pies a 9 veces el
ancho. Hallar el ancho.

Tenia $85. Gasté cierta suma y lo que me queda es el cuddruplo de lo
que gasté. ¢Cudnto gasté?

Hace 12 anos la edad de 4 era el doble de la de B y dentro de 12 anos,
la edad de A4 serd 68 anos menos que el triplo de la de B. Hallar las
edades actuales.

Tengo $1.85 en monedas de 10 y 5 centavos. Si en total tengo 22 monedas,
¢cuantas son de 10 centavos y cudntas de 5 centavos?

Si a un nimero se resta 24 y la diferencia se multiplic. por 12, el resul-
tado es el mismo que si al numero se resta 27 y la diferencia se multiplica
por 24. Hallar el nimero.

Un hacendado compré 35 caballos. Si hubiera comprado 5 caballos mis
por el mismo precio, cada caballo le habrd costado $10 menos. :Cusinio
le costé cada caballo?

El exceso del triplo de un numero sobre 55 equivale al exceso de 233
sobre el ntmero. Hallar el numero.

Hallar tres nimeros enteros consecutivos, tales que el duplo del menor
mis el triplo del mediano miés el cuddruplo del mayor equivalga a 740.

Un hombre ha recorrido 150 kilémetros. En auto recorrié una distancia
triple que a caballo y a pie, 20 kilémetros menos que a caballo. ¢(Cudntos
kilémetros recorrié de cada modo?

Un hombre deja una herencia de 16500 colones para repartir entre 3
hijos y 2 hijas, y manda que cada hija reciba 2000 mas que cada hijo.
Hallar la parte de cada hijo y de cada hija.

La diferencia de los cuadrados de dos niimeros enteros consecutivos es 31.
Hallar los numeros.

La edad de 4 es el triplo de la de B, y la de B § veces la de C. B tiene
12 afios mds que C. ¢Qué edad tiene cada uno?
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

28.

29.

30.

31.

32.

Dentro de 5 afios la edad de A4 serd el triplo de la de B, y 15 aiios des-
pués la edad de A serd el duplo de la de B. Hallar las edades actuales.

El martes gané el doble de lo que gané el lunes; el miércoles el doble
de lo que gané el martes; el jueves el doble de lo que gané el miércoles;
el viernes $30 menos que el jueves y el sibado $10 mds que el viernes.
Si en los 6 dias he ganado $911, ¢(cudnto gané cada dia?

Hallar dos numeros cuya diferencia es 18 y cuya suma es el triplo de
su dilerencia.

Entre A y B tienen $36. Si 4 perdiera $16, lo que tiene B seria el triplo
de lo que le quedaria a 4. ¢(Cudnto tiene cada uno?

A tiene el triplo de lo que tiene B, y B ¢l doble de lo de C. Si 4 pierde
$1 y B pierde $3, la diferencia de lo que les queda a 4 y a B es el doble
de lo que tendria C si ganara $20. ¢Cudnto tiene cada uno?

5 personas han comprado una tienda contribuyendo por partes iguales.
Si hubiera habido 2 socios mds, cada uno hubiera pagado 800 bolivares
menos. ¢(Cudnto costé la tienda?

Un colono compré dos caballos, pagando por ambos $120. Si el caballo
peor hubiera costado $15 mds, el mejor habria costado doble que ¢l
¢Cudnto costé cada caballo?

A y B empiezan a jugar con 80 quetzales cada uno. ¢(Cuédnto ha perdido A4
si B tiene ahora el triplo de lo que tiene A4?

A y B empiezan a jugar teniendo 4 doble dinero que B. A4 pierde $400
y entonces B tiene el doble de lo que tiene 4. ;Con cudnto empezd a
jugar cada uno?

Compré cuddruple numero de caballos que de vacas. Si hubiera com-
prado 5 caballos mds y 5 vacas mds tendria triple nimero de caballos
que de vacas. (Cudntos caballos y cudntas vacas compré?

En cada dia, de lunes a jueves, gané $6 mds que lo que gané el dia
anterior. Si el jueves gané el cuadruplo de lo que gané el lunes, ¢cudnto
gané cada dia?

Tenia cierta suma de dinero. Ahorré una suma igual a lo que tenia y
gasté 50 soles; luego ahorré una suma igual al doble de lo que me
quedaba y gasté 390 soles. Si ahora no tengo nada, ¢cudnto tenia al
principio?

Una sala tiene doble largo que ancho. Si el largo se disminuye en G m
y €l ancho se aumenta en 4 m, la superficie de la sala no varia. Hallar
las dimensiones de la sala.

Hace 5 afios la edad de un padre era tres veces la de su hijo y dentro
de 5 anos serd el doble. :Qué edades tienen ahora el padre y el hijo?

Dentro de 4 anos la edad de A serd el triplo de la de B, y hace 2 afios
era el quintuplo. Hallar las edades actuales.



HYPATIA (370-415 D. C.) Una excepcional mujer
griega, hija del filésofo y matemaitico Teén. Se hizo
célebre por su saber, por su elocuencia y por su be-
llexa. Macida en Alejandria, viaja a Atenas donde
realiza estudios; al regresar a Alejandria funda una

DESCOMPOSICION FACTORIAL
FACTORES

Aleyandy e

escuela donde ensena las doctrinas de Platon y Aris-
toteles y se pone al frente del pensamiento neopla-

tonico. Hypatia es uno de los dltimos matemaiticos
griegos. Se distinguié por los comentarios a las obras
de Apolonio y Diofanto. Murié asesinada birbaramente.

cariruo X

Se llama factores o divisores de una expresion algebraica a las expre-
siones algebraicas que multiplicadas entre si dan como producto la prime-

ra expresion.

Asi, multiplicando a por a+ 0 tenemos:
ala+b)=a*+ab

a y a+ b, que multiplicadas entre si dan como producto a?+ab, son

factores o divisores de a®-+ ab.
Del propio modo.

(x+2)(x+83)=x2+5x+6
luego, x +2 y x + 3 sonfactores de x2+ 5x + 6.

DESCOMPONER EN FACTORES O FACTORAR una expresiéon alge-
braica es convertirla en el producto indicado de sus factores.

FACTORAR UN MONOMIO

Los factores de un monomio se pueden hallar por simple inspeccion.
Asi, los tactores de 15ab son 3, 5, a y b. Por tanto;

15a b =3.5ab.

143
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FACTORAR UN POLINOMIO

No todo polinomio se puede descomponer en dos o mas factores distin-
tos de 1, pues del mismo modo que, en Aritmética, hay numeros primos que
solo son divisibles por ellos mismos y por 1, hay expresiones algebraicas que
solo son divisibles por ellas mismas y por 1, y que, por tanto, no son el pro-
ducto de otras expresiones algebraicas. Asi a + b no puede descomponerse en
dos factores distintos de 1 porque sélo es divisible por a + b y por 1.

En este capitulo estudiaremos la manera de descomponer polinomios en
dos o mas factores distintos de 1.

CASO 1
CUANDO TODOS LOS TERMINOS DE UN POLINOMIO
TIENEN UN FACTOR COMUN
a) Factor comin monomio

1. Descomponer en factores a?+ 2a.

a® y 2a contienen el factor comtn a. Escribimos
el factor comun a _como'c?eflcrente d(_e un parén.te‘s;lS; a4 26=a(a+2). R.
dentro del paréntesis escribimos los cocientes de dividir! O e SRS
a*+a=a y 2a+a=2, y tendremos 2

2. Descomponer 10b — 30ab®.

Los coeficientes 10 y 30 tienen los factores comunes 2,5 y 10. To-
mamos 10 porque siempre se saca el mayor factor comin. De las letras, el
tnico factor comin es b porque estd en los dos términos de la expresion
dada y la tomamos con su menor exponente b.

El factor comin es 10b. Lo escribimos
como coeficiente de un paréntesis y dentro o e e T Y e
ponemos los cocientes depdividir 10g+10b=1 20h;=80ab2 2 10BL S
y —30ab*+10b=—3ab y tendremos:

3. Descomponer 10a2 — 5a + 15a3.

El factor comiin es 5a. Tendremos:

10a* — 5a + 15a3 = 5a(2a — 1+ 3a%). R.
4. Descomponer 18mxy? — 54m?2x?y® + 36my?.
El factor comun es 18 my% Tendremos:
18mxy* — 54m?x?y? + 36my* = 18my*(x —3mx*+2). R.
6. Factorar 6xy® —9nx?y® + 12nx®y% — 3n2x4ys,
Factor comun 3xy?.
6xy® — 9nx?y? + 12nx3y? — 3n?xiy® = Bxy3(2 — 3nx + 4nx? —n?x?). R.
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PRUEBA GENERAL DE LOS FACTORES

En cualquiera de los diez casos que estudiaremos, la prueba consiste en
multiplicar los factores que se obtienen, v su producto tiene que ser igual a
la expresion que se factoro.
- EJERCICIO 89

Factorar o descomponer en dos factores:

1. a?+ab. 16. a®+a*+a. 28. a%—B8a*+Ba’—4a?
2. b4b2 17. 4x2—8x+2. 80. 25x7—10x%+15x3—5Hx2.
3. x24x. 18. 15y3+20y*—5y. 31, x30=x124.059_3x0,
4. 3a3—a2 19. ad—a’x+ax2. 32 94*—12ab+15a%b*—24abd.
5. x8—4xt, 20. 2a%x+2ax?—3ax. 33.  16x%y*—Bxy—24x*y?
6. 5m24+15m3. 21, x¥%4x0—x7. —40x2y8,
7. ab—be. 22. 14x*y?—28x3456x4. 34. 12m*n+24m®*n?*—36min?
8. x2y+x2z 23. 34ax*+5la*y—68ay2. +48msni,
9. 2a*x+6ax?. 24. 96—48mn>+144ns. 36. 100ab3c—150ab%c*4-50ab%c?
10. 8m*—12mn. 25.  a*bict—alcix*+atcty?, —200abe?.
11. 9a3x2—18ax3, 26. 55m*n®x+110m>n®x? 36. xi—xi4x3—x2+x.
12.  15c3d*+60c%d®. —220m?y3, 37. a*—2a*+3a*—4a®+6a.
13. 35m*n®—T0m3. 27.  93a%x%y—62ax%y? 38. 3a*b+6ab—5a%b*+8a%bx
14. abe+aber —124ax. +4abm.
15. 24a%xy?—36x2%y4. 28, x—x2+x3—x4. 39. a*0—al%+al?—ab+at—ad.

b) Factor comin polinomio
1. Descomponer x(a+ b)+ m(a+ b).

Los dos términos de esta expresion tienen de factor comun el bino-
mio (a+ b).

Escribo (a+ b) como coeficiente de un paréntesis y dentro del parén-
tesis escribo los cocientes de dividir los dos términos de la expresion dada
entre el factor comun (a+ b), o sea:

x(a+b) m(a+ b) -
——— ——=m tendremos:
(a+b) Y @y d

x(a+b)+m(a+b)=(a+b)(x+m). R.

2. Descomponer 2x(a—1)—y(a—1).
Factor comun (a—1). Dividiendo los dos términos de la expresion
~dada entre el factor comin (a—1), tenemos:
2x(a—1) —y(a—1)

s il e v

Tendremos: 2x(a—1)—y(@a—1)=(a—1)(2x—1y). R.
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3. Descomponer mix +2)+x + 2.
Esta expresion podemos escribirla: m(x +2)+ (x +2)=m(x + 2) + 1(x + 2).
Factor comtn (x +2). Tendremos:

mx+2)+1(x+2)=(x+2)(m+1). R.

4. Descomponer alx +1)—x —1.
Introduciendo los dos ultimos términos en un paréntesis precedido
del signo — se tiene:
ax+1l)—x—1=ax+1)—(x+1)=a(x+1)—1x+1)=(x+1)(a—1). R.

5. Factorar 2x(x+y+2) —x—y—z.
Tendremos:

2x(x+y+z)—x—y—z=2x(x+y+z)—(x+y+z)=(x+y+z)(2x—1).  R.

6. Factorar (x—a)(y+2)+bly+2)
Factor comun (y+2). Dividiendo los dos términos de la expresion
dada entre (y +2) tenemos:

o A ik IO b(y +2) s i
(y+2) Y vy
(x—a)(y+2)+b(y+2)=(y+2)(x—a+b). R
7. Descomponer (x +2)(x —1)—(x —1)(x —3).
Dividiendo entre el factor comun (x — 1) tenemos:

(% +2)(x — 1) ~(—1)(x—-8) .
Gony G-n T
Por tanto:

(2 +2)(x—1)—x—-1)(x —3)={x—D)[(x +2)—(x—3)]
=(x—1)(x+2—x+8)=(x—1)(B)=5(x—1). R.
8. Factorar xla—1)+yl@a—1)—a+1.
x(a—1)+yla—1)—a+1=x(a—1)+yla—1)—(a—1)=(a—1)(x+y—1). R.

B EJERCICIO 90

Factorar o descomponer en dos factores:

1L a(x+1)+b(x+1). 7. x(a+1)—a—1. 13. a*(a—b+1)—b*(a—b+1).
2. x(a+1)—3(a+1). 8 a*+1-b(a*+1). 14, 4m(a*+x—1)+3n(x—1+a).
3. 2(x—1)+y(x—1). 9. 3x(x—2)—2y(x—2). 16, x(2a+b+c)—2a—b—c.

4 m(a—b)+(a—D)n. 10. 1—x+2a(1—x). 18 (x+y)(n+1)—3(n+1).

5. 2x(n—1)—3y(n—1). 11° 4x(m—n)+n—m. 170 (x4+1)(x—2)+3y(x—2).

6. a(n+2)+n+2. 12 —m—n+x(m+n). 18, (a+3)(a+1)—4(a+1).



DESCOMPOSICION FACTORIAL @® 147

19.  (x242)(m—n)+2(m—n). 27, (a+b—c)(x—3)—(b—c—a)(x—3).
20. a{x—1)—(a+2)x—1). 28. Bx(x—1)—2y(x—1)+z(x—1).

21, dx(a*+ 1)+ (x+1)(a*+1). 29. a(n+1)—b(n+1)—n—1.

22. (a+b)a—b)—(a—D)(a—b). 30. x(a+2)—a—243(a+2).

23, (m+n)(a—2)+(m—n)(a—2). 31, (143a)(x+1)—2a(x+1)+3(x+1),
24, (x+m)(x+1)—(x+1)(x—n). 32, (Bx+2)(x+y—2z)—(3x+2)

26. (x—3}(x—4)+(x—8)(x-+4). —(x+y—1)(3x+2).

"26. (a+b—1)(a*+1)—a*-1.

CASO 1l
FACTOR COMUN POR AGRUPACION DE TERMINOS

’ Ejemplos l

(1) Descomponer ax + bx + ay + by.

Los dos primeros términos tienen

el factor comin x y los dos Olti-

mos el facter comin Agrupa

mos los dos primeros rermlr?ospen ox + bx + oy + by = {ax + bx) + {ay -+ by]
un paréntesis y los dos Gltimos —.xf[a +L?:!++Y[Q +Pb]
en otro precedido del signo + lrk iyl K
porque el tercer término tiene el
signo + y tendremos:

La agrupacién puede hacerse generulmenre de méas de un modo con tal que

los dos términos que se agrupan tengan algin factor comin, y siempre que

las cantidades que quedan dentro de los paréntesis después de sacar el factor
comdn en cada grupo, sean exactamente iguales. Si esto no es posible lo-
grarlo la expresién dada no se puede descomponer por este método.

Asi en el ejemplo anterior podemos

agrupar el 1° y 3er. términos que ax + bx + ay + by = (ax + ay) + (bx + by)
tienen el factor comin a y el 2° y 4° =alx+y)+ blx-+y)
que tienen el factor comin b y ten- [x +y}l{a+b) K
dremos: O '

resultado idéntico al onfenor ya que el orden de los factores es indiferénte.

(2) Factorar 3m? — émn + 4m — 8n.
Los dos primeros términos tie- 3m? — émn + 4m — 8n = (3m*® — émn) + (4m — 8n)
nen el factor comin 3m y los o —3m[m —2n)+ 4(m— 2n:|

dos Oltimos el factor comin =(m — 2n] (3m + 4}, R

4. Agrupando, tenemos:

(2) Descomponer 2x* — 3xy — 4x -+ 6y.

Los dos primeros términos tienen el
factor comin x y los dos 0Oltimos
el factor comin 2, luego los agru-

pamos pero introducimos los dos 2x% — 3xy — 4x + by = (2x* — 3xy) — (4x — 6by)
Oltimos términos en un paréntesis = x{?x — 3y —2(2x —3y)
precedido del signo — porque el = (2x — 3y} (x—2). R.

signo del 3er. término es —, para
lo cual hay que cambiarles el sig-
no y tendremos:
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También podiamos haber

agrupado el 1° y 3° que tie- 2x2 — 3xy — 4x + by = (2x* — 4x) — (3xy — by)
nen el factor comin 2x, y el =2x(x—2)—3y(x—2)
2° y 4° que tienen el fclctor/ = (x—2)(2x—3y). R.

comin 3y y tendremos:

x + 2% — 2ax — 2az® = (x + 2%) — (20x + 20z2)
= (x + z3) — 2a0(x + 2?)
= (x+z%)(1 —2a). R.

(x — 2ax) + (22 — 2az?)

x(1—2a)+ z*(1 — 2qa)
(1 —2a) (x+22). R.

(4) Descomponer
¥+ 22— 20x —2az®.

2 _ 2
Agrupando x+z 2ax — 2az

1°y 3, 2° y 4° tenemos: ——

I

3ax — 3x + 4y — 4ay = (3ax — 3x) + (4dy — 4ay)
= 3x[a—1)+4y(1 —a)
=3x(a—=1)—4dy(la—1)
={a—=1)|3x—4y). R

(5) Factorar 3ax — 3x + 4y — 4ay. —

Obsérvese que en la segunda linea del ejemplo anterior los binomios (a — 1)
y |1 —a) tienen los signos distintos;  para hacerlos iguales cambiamos los
signosal binomio (1 —a) convirtiéndolo en (o — 1), pero para que el pro-
ducto 4y(1 —a) no variara de signo le cambiamos el signo al otro factor 4y
convirtiéndolo en —4y. De este modo, como hemos cambiadolossigno a un
nimero par de factores, el signo del producto no varia.

En el ejemplo anterior, agru- 3ax — 3x + 4y — day = (3ax — day) — (3x — dy)
pando 1° y 4%y 2° y 3, = a(3x — 4y ) — (3x — dy)
teFemos T = dnea] i =(3x—4y)(eg—1). R
(6) Factorar ax—aytoaz+x—y+z=(ax—ay+az)+(x—y+z)
ax—ay+az =alx—y+z)+(x—y+z)
+x—=y+z. £ =(x—y+z)la+1). R

(7) Descomponer a®x — ax® — 2a% + 2axy + x* — 2x%y.
Agrupando 1° y 3°, 2° y 4°, 5° y 6°, tenemos:
a?x — ax? — 20% + 2axy + x3 — 2x%y = (a%x — 2a%y) — ax? — 2axy) + [x3 — 2x2y)
=a®(x —2y) —ax(x — 2y) + x* (x — 2y)
= [x—2y)(a®—ax+x2). R
Agrupando de otro modo:
a?x — ax? — 20%y + 2axy + x* — 2x%y = (a®x — ax? + x*) — (2a®y — 2axy + 2x%y)
= x(a? —ax + x2) — 2y (0® — ax + x2)
= {a* =—ax+ ¥} [x=2y) R

- EJERCICIO 91

Factorar o descomponer en dos factores:

a®+ab+ax+-bx. 7. 4a3—1—a*+4a. 13. 3x3—9ax%—x+3a.

am—bm+an—bn. B. x+xZ—xyz—y2 14. 2a*x—5a%y+15by—6bx.
ax—2bx—2ay+4by. 9. 3abx*—2y?—2x2+3aby?. 16. 2x2y+2x22+y%2%4xyd.~
a*x2—3bx%+a%y?—3by?. 10. 3a—b*4-2b2x—6ax. 16. 6m—9n+2Inx—14mxs
3m—2n—2nxi+-3mxt, 11. 4a®x—4a?b+3bm—3amx. 17. n%x—bay2—n?y?4-5a%x.

x2—a?+x—ax. 12. 6ax+3a+1+2x. 18. 1+4+a+3ab+3b.
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19. 4am3—12amn—ms+3n. 25. Bax—2by—2bx—6a+3ay+4b. ~

20. 20ax—hbx—2by+8ay. 26. a’+a+a*+14-x24a0%x2

21. 3—x*+2abx*—6ab, 27. 3a*—3a*b+9ab2—a*+ab—30%.

22. a*+a4+a+1. 28. 2x*—nx242xz:—nz?—3ny*+6xy-.

23. 3a*—Tb*x+3ax—Tab>. 29. 3x34-2axy+2ay*—3xy?—2ax?—3x?y.

24. 2am—2an+2a—m+n—1. 30, a*b3—nt+a?bixt—nix—3a*b3x 4 3nix.
CASO 11

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO

@ Una cantidad es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de otra can-

tidad, o sea, cuando es el producto de dos factores iguales.

Asi, 4a* es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de 2a.

En efecto: (2a)*=2a X 2a=4a* y 2a, que multiplicada por si misma
da 4@ es la raiz cuadrada de 4a®.

Obsérvese que (—2a)*=(—2a) X (— 2a) = 4a*; luego, —2a es también
la raiz cuadrada de 4a>.

Lo anterior nos dice que la raiz cuadrada deuna cantidad positiva tiene
dos signos, +y —.

En este capitulo nos referimos solo a la raiz positiva.

RAIZ CUADRADA DE UN MONOMIO

Para extraer la raiz cuadrada de un monomio se extrae la raiz cuadra-
da de su coeficiente y se divide el exponente de cada letra por 2.

Asi, la raiz cuadrada de 9a*b* es 3ab® porque (3ab?)?=3ab* x 3ab*
= 9a*bt.

La raiz cuadrada de 36x%y" es 6x*y*.

@ Un trinomio es cuadrado perfecto cuando es el cuadrado de un bino-
mio, o sea, el producto de dos binomios iguales.

Asi, a*+ 2ab + b* es cuadrado perfecto porque es el cuadrado de a+ b.

En efecto: 0 1 by2=(a+b)(a+b)=a2+2ab+ b2,

Del propio modo, (2x +3y)2=4x2+12xy + 9y* luego 4x*+ 12xy+ 9y*
es un trinomio cuadrado perfecto.

REGLA PARA CONOCER SI UN TRINOMIO
ES CUADRADO PERFECTO

Un trinomio ordenado con relacién a una letra es cuadrado perfecto
cuando el primero y tercero términos son cuadrados perfectos (o tienen raiz

cuadrada exacta) y positivos. v el segundo término es el doble producto de
sus raices cuadradas,
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Asi, a* —4ab + 4b* es cuadrado perfecto porque:

Raiz cuadrada de a5 i v s 5 5 o 5@ a' a
Raiz cuadrada de 46*. . . . .. ... .. 20

Doble producto de estas raices: 2 X a X 2b =4ab, segundo término.

36x* — 18xy* + 4y" no es cuadrado perfecto porque:

Raiz cuadrada de 3622 . o v v o 0 vw o Gix
Raiz cuadrada de 498 . . ... ... 2yt

Doble producto de estas raices: 2 X 6x x 2y*=24xy*, que no es el
22 término.

REGLA PARA FACTORAR UN TRINOMIO

CUADRADO PERFECTO

Se extrae la raiz cuadrada al primero y tercer términos del trinomio
y se separan estas raices por el signo del segundo término. El binomio asi
formado, que es la raiz cuadrada del trinomio, se multiplica por si mismo
o se eleva al cuadrado.

(1) Factorar m* + 2m + 1.
m4+2m+1=m+1)m+1)=[m+1)% R
m 1

i Ejemplos

(2) Descomponer 4x* + 25y% — 20xy.
Ordenando el trinomio, tenemos:
4x® — 20xy + 25y° = (2x — Sy}|2x — Sy) = (2x — 5y}*. R.

4

IMPORTANTE

Cualquiera de las dos roices puede ponerse de minuendo. Asi, en el ejem-
plo onterior se tendra también:

4x? — 20xy + 25y% = 5y — 2x)(5y — 2x) = [5y — 2x}*

porque desarrollando este binomio se tiene:
(5y — 2x)* = 25y* — 20xy + 4x*

expresién idéntica o 4x® — 20xy + 25y% ya que tiene las mismas cantidades
con los mismos signos.

(3) Descomponer 1 — l6ax® -+ 64a*x*,
1 — 180x* + 64a2x* = (1 — 8ax?)?2 = [Bax" — 1)*. R,

1 8o
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b2
(4) Factorar x®+ bx + e

Este trinomio es cuadrado perfecto porque: Raiz cuadrada de x*=x; raiz
2

b
cuadrada de 7 :E y el doble producto de estas raices: 2 X x X 5———bx,

b? by 2
| 3 2 i Rt
vego x-i-!:u<+‘4 (x+?) R.
1.°b b?
(5) Factorar =——+—.
c:cor(:u"1 513
1=
Es cuadrado perfecto porque: Raiz cuadrada de ;:i; raiz cuadrada de
b* b 2><1><b bi
—=— — X —=—luego:
R AT T
1 stbraeb® 1 bye by 4
—_———t—= === 0 ey Ty
4 3 9 (2 3 (3 ?)

CASO ESPECIAL
(6) Descomponer a?+2a(a—b)+ (a—bJ.

La regla anterior puede aplicarse a casos en que el primero o tercer término
del trinomio o ambos son expresiones compuestas.
Asi, en este caso se tiene:

& +2a(a—b)+(a—=bP=[a+(a—b)E=(a+a—b)2=(2a—b)*. R
\ {o—b)
(7) Factorar (x +yP—2(x+y)la+x)+(a+ x)%

(x+yP—2(x+ylla+x)+(a+xP=[(x+y)—(a+x)]
(x =) la =+ %) =[X+y~a-—x.]2
Fly—aP=(o=yF. R

B EJERCICIO 92

Factorar o descomponer en dos factores:

4 2

a?—2ab+b2. 15, 1-+14x%)+49x%y2, 3o Loplr M
a*+2ab+b2. 16.  1+a'—2a°. 2% 3 38
2—9x+1. 17, 49m®—T0am3*n*4-25a*n*. —~ 540
YLty 18, 100x19—60a*xsy+Oatyts, 21 16x°— 259y To.
a?—10a+25. 19, 121+198x0+81x12. n?
9—6x+x2. 20. a*—24am?*x2+144mix?, 28. F+2mn+9m2.
164+40x24+95x4. 21. 16—104x24+169x%. 29 5 2

9 10 5 . a*+2a(a+b)+(a+Db)>
1+49a2—14a7 ” ’i?ox e 30. 4—4(1—a)+(1—a)2.
6+12mibmie, o g8, —=ab+BA 1. dm2—4m(n—m)+(n—m)?.
1—2a%+-a®. 4 32. (m—n)?46(m—n)+9.
ayqﬁgwﬂlf 24. L+g9+jﬁ 33.  (a+x)2—2(a+x)(x+y)+(x+y)>
a®—2a%b3+bs. 3 9 34.  (m+n)?—2(a—m)(m-+n)+(a—m)?.
4x2—12xy-+9y? bt 35.  4(1+a)2—4(1+a)(b—1)+(b—1)%

9b62—30a2b+25at,» 25. a‘—ﬁzbg-l-?- 36.  9(x—y)2H2(x—y)(x+y)+4(x+y)>
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CASO IV
DIFERENCIA DE CUADRADOS PERFECTOS

E.n los productos notables (89) se vio que la
suma de dos cantidades multiplicadas por su di-
ferencia es igual al cuadrado del minusndo menos el
8 e -

cuadrade del sustraendo, o sea, (a + b) fa — b) = 2’ =b*=@+b)a—b)
= a° — b*; luego, reciprocamente, e

Podemos, pues, enunciar la siguiente:

REGLA PARA FACTORAR UNA DIFERENCIA

DE CUADRADOS
Se extrae la raiz cuadrada al minuendo y al sustraendo y se multiplica
la suma de estas raices cuadradas por la diferencia entre la raiz del minuendo
y la del sustraendo.
(1) Factorar 1 —a?
La raiz cuadrada de 1 es 1; la raiz cuadrada de o es a. Multiplico la suma
de estas raices (1 + a) por la diferencia (1 —a) y tendremos:
1—a?=(1+20a)(1—a). R
(2) Descomponer 16x% — 25y*.
La raiz cuadrada de 16x® es 4x; la raiz cuadrada de 25y* es 5y%.

Multiplico la suma de estas raices (4x + 5y?) por su diferencia (4x — 5y*) y
tendremos:
16x% — 25y* = (4x + 5y%)(4x — 5y%). R.
(3) Factorar 49x2y%z10 — g2,
49x2y0210 — 12 =|Txy?z5 + ab)(7xy?z® — a¥). R.
2
(4) Decomponer S
4 9
. & a - b* b?
La raiz cuadrada de ey es s y la raiz cuadrada de R es Th Tendremos:

2 pt b2 b2 .
v L

2 3l\2 3
(5) Factorar g?° — 9bim
a% — 9btm = (g" + 3b2)(a" — 3b%"). R
- EJERCICIO 93

Factorar o descomponer en dos factores:

1. x2—y2 8. 1—y2 15.  a'9—49b12,

2. a*-1. 9. 4a*-9. 16. 25x2y*—121.

3. a*—4. 10. 25—36x1. 17.  100m*n*—169y°.
4. 9-b2 11. 1—49a%b%. 18. a*m*n®—144.

5. 1—4m? 12.  4x2—81yt. 19. 196x2y4—225212,
6. 16—n? 13. a2b8—c2. 20. 256a2—289b4m10,
7. a%=25. 14, 100—x2yS. 21. 1—9a?bictd".
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X2y

22. 361x'+—1]. 27, = = 32. a*" —225b4.
1 x8 4410 y
23. ——9a% 98 ——— 33. 16xtm—
4 49 121 49
a? 1 hizx
2. 1——. ¥ 2pd = 48 34. 49100 — .
25 29. 100m®n 16 x 81
25 1 4x2 30 P b2 35 2njydn 1
" 16 49 i S 25
2 i}
me e 31, 4xn— L 36, L _ym,
36 25 9 100

CASO ESPECIAL

1. Factorar (a+ b)?—c%
La regla empleada en los ejemplos anteriores es aplicable a las dife-
rencias de cuadrados en que uno o ambos cuadrados son expresiones

compuestas.
Asi, en este caso, tenemos:

La raiz cuadrada de (a+ b)* es (a+b).
La raiz cuadrada de ¢2 es c.

Multiplico la suma de estas raices (@a+blE—c*=[(a+b)+c][(atb)—c]
(a+ b)+c¢ por la diferencia (a+b)—c =fa+b+c)la+b—c) R.
y tengo: _ S

2. Descomponer 4x*—(x+y)*.

La raiz cuadrada de 4x* es 2x.
La raiz cuadrada de (x+y)* es (x +y).

Multiplico la suma de estas rai- 4x% — (x + ) = [2x + (x + y)][2x — (x + y)]
ces 2x+(x+y) por la diferencia =2x+x+y)(2x—x—y)
2x —(x+y) y tenemos: ) =@8x+y)x—y). R.

3. Factorar (a+ x)2— (x + 2)2

La raiz cuadrada de (a+ x)* es (a+ x).
La rafz cuadrada de (x+2)? es (x +2).

Multiplico la suma (@a+x)2—(x+22=[(a+x)+ (x+2)][(a+x) — (x +2)]
de estas raices (a-+x)+ =(@at+x+x+2)a+x—x—2)
(x+2) por la diferencia _ =@+2x+2)@a—-2). R
(a+x)—(x+2) y tengo:”
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Descomponer en dos factores y simplificar, si es posible:

1. (x+y)>—a2 13. (a—2b)2—(x+y)% 25. (2a+b—c)*—(a+b)%
2. 4—(a+1)~ 14. (2a—¢)*—(a+c)* 26. 100—(x—y+z)%
3. 9—(m+n)2 15, (x-+1)2—4x2 27. x*—(y—u)*.
4. (m—n)*—16. 16.  36x*—(a+3x)% 28.  (2x+3)*—(bx—1)2
5. (x—y)*—4z% 17. a®—(a—1)2 29, (x—y+z)*—(y—z+2x).
6. (a+2b)2—1. 18. (a—1)*—(m—2)2. 30.  (2x+1)%—(x+4)>
T. I=(x=2y" 19. (2x—=3)2—(x—5)2 31. (a+2x-1)2—(x4a—1)>%
8. (x+2a)>—4x? 20. 1—(ba+2x)% 32, 4(x+a)*—49y2.
9. (a+b)—(ct+d)2 21. (Tx+y)"—81. 33.  25(x—y)?—4(x+y)*
10. (a—b)*—(c—d)>. 22. mb—(m?-1)2 34. 36(m+n)*—121(m—n)2
11. (x-+1)2—16x2, 23. 16a%—(2a*+3)%
12, 64m*—(m—2n)% 24 (x—y)2—{c+d)%

CASOS ESPECIALES
COMBINACION DE LOS CASOS 111 Y IV

Estudiamos a continuacién la descomposicion de expresiones com-
puestas en las cuales mediante un arreglo conveniente de sus términos

se obtiene uno o dos trinomios cuadrados perfectos y descomponiendo estos

trinomios (Caso III) se obtiene una diferencia de cuadrados (Caso 1V).

1. Factorar a*+ 2ab + b2 —1.

Aqui tenemos que a*+2ab+b* es un trinomio cuadrado perfecto;

Saspm a2+ 2ab + b? — 1= (a? +2ab + b*) — 1

(factorando el trinomio)=(a+ b)*—1
(factorando la diferencia de cuadrados)=(a+b+1)la+b—1. R.

2. Descomponer a2+ m?— 4b* — 2am.
Ordenando esta expresion, podemos escribirla: a* —2am + m* —4b?, y
vemos que a® —2am +m* es un trinomio cuadrado perfecto; luego:
a® —2am + m? — 4b* = (a*— 2am + m?) — 4b?
(factorando el trinomio) = (a —m)? — 4b*
(factorando la diferencia de cuadrados)=(a—m +2b)(a—m—2b). R.
3. Factorar 90— x2+2x —1.
Introduciendo los tres tltimos términos en un paréntesis precedido
del signo — para que x* y 1 se hagan positivos, tendremos:
9a% — x2+2x —1=9a%— (x*—2x +1)
(factorando el trinomio) = 9a* — (x — 1)
(factorando la diferencia de cuadrados)=[3a+ (x —1)][3a — (x —1)]
=(Ba+x—1)(8a—x+1). R.
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4. Descomponer 4x2— a*+ y*— 4xy + 2ab — b2

El término 4xy nos sugiere que es el segundo término de un trinomio
cuadrado perfecto cuyo primer término tiene x* y cuyo tercer término tie-
ne y*y el término 2ab nos sugiere que es el segundo término de un trino-
mio cuadrado perfecto cuyo primer término tiene a® y cuyo tercer término
tiene b%; pero como —a*y — b? son negativos, tenemos que introducir este
altimo trinomio en un paréntesis precedido del signo — para hacerlos po-
sitivos, y tendremos:

4x% — a® + y2 — dxy + 2ab — b* = (4x® — 4xy + y*) — (a%— 2ab + b?)
(factorando los trinomios) =(2x —y)* — (a — b)?
(descomp. la diferencia de cuadrados)=[(2x —y)+ (a —b)][(2x —y) —(a — b)]
=(2x—y+a—>b)(2x—y—a+¥b). R.

Il

b. Factorar a?—9n®— 6mn + 10ab + 25b% — m?®.
El término 10ab nos sugiere que es el segundo término de un trino-
mio cuadrado perfecto cuyo primer término tiene a* y cuyo tercer término
tiene b%, y 6mn nos sugiere que es el 22 término de un trinomio cuadrado
perfecto cuyo primeér término tiene m? y cuyo tercer término tiene n?%
luego, tendremos:
a® — 9n® — 6mn + 10ab + 25b* — m* = (a* + 10ab + 25b%) — (m* + 6mn + 9n?)
(descomponiendo los trinomios) = (a + 5b)* — (m + 3n)?
(descomp. la diferencia de cuadrados)={[(a+ 5b)+ (m + 3n)][(a+5b)— (m + 3n)]
=ia +5b+m+3n)la+sb—m—3n. R.

- EJERCICIO 95

Factorar o descomponer en dos factores:

1. a®+2ab+b2—x2 20.  25—x2—16y%+8xy.

2. x2—2xy+y2—m?2, 21, 9x2—a2—4m2+dam.

3 m*2mn+tni-1. 22. 16x2y2+12ab—4a2—9b2.

4. a*—2a+1-b2 23. —a*+25m?*—1—2a.

5. n246n+9—c2 24.  49x4—25x2—0y2+430xy.

6. a?4x2+2ax—4. 25.  a*—2ab+b*—c*—2cd—d>.

7. a*4+4—4a—9b2. 26, x24-2xy+yi—mi+2mn—n?.

8. x2+4+4y2—4xy—1. 27, a?+4b2+4ab—x2—2ax—a®.

9. a2—6ay+9y*—4x2. 28 x24da2—dax—y2—9b+6by.

10.  4x24-25y2—36+-20xy. 29, m2—x24+-9n2+6mn—4ax—4a®.
11. 9x2—1+16a2—24ax. 30, 9x2+44y?—a2—12xy—25b%—10ab.
12, 1+64a2b2—x*—16ab. 31. 2am—x2—9+a%+m2—6x.

13, a®—b2—2bc—c2. 32.  x2—9a*+6a2b+1+2x—b2

14, 1—a2+2ax—x2. 33.  16a2—1—10m+9x*—24ax—25m>.
15.  m2—x2—2xy—y2. 34, 9m2—a®42acd—c*d*+100—60m.
16. c2—g242a—1. 35.  da?—9x?+49b?—30xy—25y?—28ab.
17, 9—n2—25—10n. 36.  225a2—169b2+1+4-30a+26bc—c.
18, 4a2—x2+4x—4. 37, x2—y244+44x—1—2y.

19.  1—a?—9n2—6an. 38 a*—16—x+36+12a—8x.
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CASO V

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION
Y SUSTRACCION

1. Factorar x*+ x2y?+y*,

Veamos si este trinomio es cuadrado perfecto. La raiz cuadrada de x*
es x% la rafz cuadrada de y* es y* y el doble producto de estas raices es
2x?y%; luego, este trinomio no es cuadrado perfecto.

Para que sea cuadrado pertecto hay que lograr que el 29 término x?*)®
se convierta en 2x*y%, lo cual se consigue sumandole x%y?* pero para que el
trinomio no varie hay que restarle la misma cantidad que se suma, x%)?, y
tendremos:

x4 x2ytfeyt
+ xzya _xzyz
x4 - 2x2y2 + y-l — x.’..‘y? — (x-i -+ 2x2y2 -} },4) A4 x2y2
(factorando el trinomio cuadrado perfecto) = (x*+ y*)? — x2y*
(factorando la diferencia de cuadrados) = (x?+ y? + xy)(x* + y% — xy)
(ordenando) = (x? + xy + y*) (x* — xy + y?). R.

2. Descomponer 4a*+ 8a%b%+ 9b*.

La raiz cuadrada de 4a* es 24%; la raiz cuadrada de 9b* es 3b% y el do-
ble producto de estas raices es 2 X 2a% X 3b% =12a%b?%; luego, este trinomio
no es cuadrado perfecto porque su 2° término es 8a*b? y para que sea cua-
drado perfecto debe ser 12ab2.

Para que 84°b? se convierta en 12a?b? le sumamos 4a*b* y para que el
trinomio no varie le restamos 4a?b? y tendremos:

dat + 8a2b2+ 9bt
+ 4a2b? — 4a%b?
4a* + 12a2b* + 9b* — 4a?b* = (4a* + 12a*b? + 9b*) — 4a*b*
(fact. el trinomio cuadrado perfecto) = (2a* + 3b%)? — 4a%b*
(fact. la diferencia de cuadrados)=(2a?+ 3b?+ 2ab)(2a* + 3b* — 2ab)
(ordenando) = (2a* + 2ab + 3b?) (2a* — 2ab + 3b%)- R.

3. Descomponer a*—16a2b® + 36b*.

La raiz cuadrada de a* es a*; la de 360* es 6b% Para que este trinomio
fuera cuadrado perfecto, su 29 término debia ser —2 X a®X 6b* = —12a*b>
y es —16a?b?; pero —16a®b? se convierte en —124*b* sumandole 4a*b?, pues
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tendremos: — 16a%b?+ 4ab* = —12a*b% y para que no varie le restamos
4a*b*, igual que en los casos anteriores y tendremos:

a* — 16a%b* + 36b*
+ 4a*b? — 4a2h?
@ = 124757 T 3657 — 405" = (a* — 12%b? + 36b%) — 4a?b?
= (a* — 6b*)* — 4a*b*
=(a*—6b?+ 2ab)(a*— 6b* — 2ab)
=(a®+2ab — 6b%(a®—2ab —6b%. R.

4. Factorar 49m*—151m?*n* + 81n®.

La raiz cuadrada de 49m* es Tm?; la de 81n® es 9n'. El 29 término
debia ser —2X Tm? X 9n*=—126m*n* y es —151m?n*, pero — 1561m?n* se
convierte en —126mn' sumdndole 25m*nf, pues se tiene: —151m*n*+
25m?n* = —126m?n*, y para que no varie le restamos 25m*n* y tendremos:
49m* — 1561m>n* + 81n®

+ 25m*n? — 2bm*nt
49m* — 126m*n* + 81n® — 25m*n* = (49m* — 126m2n* + 81n®) — 25m>n*

= (Tm? = 9n*)* — 25m*n*
=(Tm?— 9n*+ bmn?) (Tm? — In* — bmn?)
=(Tm*+ bmn? —9n*)(Tm* — dmn®—9n*). R.

®» EJERCICIO 96

Factorar o descomponer en dos factores:

a*+a?+1. 11.  25a*4-54a2b24-49b*, 21. 1444-23n%4-9n'2,
m*+m?*n?4-nt. 12, 36x*—109xy2-+49y*. 22. 16—9ct+ct.

x84-3x14-4. 13. 81m®+42mi41. 23,  64a*—169a2044-81b%.
a*+4-2a24-9. 14. ¢*—45c*+100. 24. 225+-5m2+mt.
a*—3a*b*+-b*. 156.  4a—53a*h*+490b". 25. 1—=126a2b*+169a4bs.
x4—Bi2+1. 16.  49+76n*+64nt. 26.  xlyi4+21x%y24-121.
4a*+3a2b2+4-9b%. 17. 25x*—139x2y2+4 81y 27.  49c84-THctm*n?+4196mint,
4x4—29%2+25. 18, 49x8+T6x%*+100y". 28.  81a*h8—292a%b*x84-256x1°.
x3+4+4xiyt416y8. 19. 4—108x2+121x4.

16m*—25m?2n2+4-9nt. 20.  121x*—133x2y*4-36y".
CASO ESPECIAL

FACTORAR UNA SUMA DE DOS CUADRADOS

@En general una suma de dos cuadrados no tiene descomposicién en

factores racionales, es decir, factores en que no haya raiz, pero hay su-
mas de cuadrados que, sumandoles y restindoles una misma cantidad, pue-
den llevarse al caso anterior y descomponerse,
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Ejemplos

(1) Factorar a*+ 4b*,

La raiz cuadrada de o* es o la de 4b* es 2b%  Para que esta expresién sea
un trinomio cuadrado perfecto hace falta que su segundo término sea
2 X a® X 2b* = 4a®b®. Entonces, igual que en los casos anteriores, a la
expresién a + 4b* le sumamos y restamos 4a*b? y tendremos:

..... 4‘1'_'_')_ - *k’,"lb-':
at + 4ab® + 4b* — 4a®b* = (ot 4 4a®b® + 4b1) — 4a®b*
= (a* + 2b2)* — 4a*b*
=(a?+ 2b2 + 2ab)(a? + 2b% — 2ab)
= (a%+ 2ab + 2b*||c® — 2ab + 2b%|. R.

- EJERCICIO 97

Factorar o descomponer en dos factores:

1. x'4-64yt 4, 4mi4-81nd. 7. 1+4nt.

2. 4xB4yS, 5. 44625x5. 8. 6dxS+ys.

3. al4-324b% 6. 64+at2 9. Blat+64bt.
CASO Vi

TRINOMIO DE LA FORMA x*+bx+c¢

145) Trinomios de la forma x* + bx + ¢ son trinomios como
x*+bx+ 6, mP+bim—14
a* — 2a — 15, y2—8y +15
que cumplen las condiciones siguientes:
1. El coeficiente del primer término es 1.
2. El primer término es una letra cualquiera elevada al cuadrado.

3. El segundo término tiene la misma letra que el primero con ex-
ponente 1 y su coeficiente es una cantidad cualquiera, positiva o negativa.

4. El tercer término es independiente de la letra que aparece en el
19 y 29 términos y es una cantidad cualquiera, positivia o negativa.

REGLA PRACTICA PARA FACTORAR UN TRINOMIO
DE LA FORMA x* + bx + ¢

1) El trinomio se descompone en dos factores binomios cuyo primer
término es x, o sea la raiz cuadrada del primer término del trinomio.
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2) En el primer factor, después de x se escribe el signo del segundo
término del trinomio, y en el segundo factor, después de x se escribe el
signo que resulta de multiplicar el signo del 2° término del trinomio por
el signo del tercer término del trinomio.

3) Si los dos factores binomios tienen en el medio signos iguales se
buscan dos nimeros cuya suma sea el valor absoluto del segundo término
del trinomio y cuyo producto sea el valor absoluto del tercer término del
trinomio. Estos nimeros son los segundos términos de los binomios.

4) Si los dos factores binomios tienen en el medio signos distintos se
buscan dos nimeros cuya diferencia sea el valor absoluto del segundo tér-
mino del trinomio y cuyo producto sea el valor absoluto del tercer término
del trinomio. El mavor de estos nimeros es el segundo término del pri-
mer binomio, y el menor, el segundo término del segundo binomio.

Esta regla prdctica, muy sencilla en su aplicacion, se aclarard con los
sigulentes

Ejemplos

(1) Factorar x4+ 5x + 6.

El trinomio se descompone en dos binomios cuyo primer término es lo raiz cua-
drada de x* o sea x:

x2+5x4+6 (x J(x )

En el primer binomio después de x se pone signo + porque el segundo térmi-
no del trinomio +5x tiene signo +. En el segundo binomio, después de x, se
escribe el signo que resulta de multiplicar el signo de -+ 5x por el signo de
+ & y se tiene que + por + da + o sea:

2 +5x+6 x+ Jix+ |

Ahora, como en estos binomios tenemos signos iguales buscamos dos nimeros
que cuya suma sea 5 y cuyo producto sea 6. Esos nimeros son 2 y 3, luego:

24+5x+6=(x+2)(x+3). R
(2) Factorar x* —7x+ 12.
Tendremos: *—=7x4+12 (x=— J[x— )

En el primer binomio se pone — porque — 7x tiene signo —.

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de — 7x por
el signo de + 12 se tiene que: — por + da —.

Ahora, como en los binomios tenemos signos iguales buscamos dos nimeros
cuya suma sea 7 y cuyo producto sea 12. Estos nimeros son 3 y 4, luego:

x2—7x+12=(x—3||x—4). R
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(3)

(4)

(5)

(6)

(h

(8)

ALGEBRA

Factorar x% 4+ 2x — 15.
Tenemos: 24+2x—15 (x+ J(ix— |

En el primer binomio se pone + porque -+ 2x tiene signo +.

En el segundo binomio se pone — porque multiplicando el signo de + 2x por
el signo de — 15 se tiene que + por — da —.

Ahora, como en los binomios tenemos signos distinfos buscamos dos nimeros
cuya diferencia sea 2 y cuyo producto sea 15,

Estos nimeros son 5 y 3. El mayor 5, se escribe en el primer binomio, y
tendremos:

x24+2x—15=(x+5)(x—3). R.
Factorar x% —5x — 14.
Tenemos: 2=5x—=14 (x— J)ix+ )

En el primer binomio se pone — porque — 5x tiene signo —.
En el segundo binomio se pone + porque multiplicando el signo de — 5x por
el signo de — 14 se tiene que — por — da +.
Ahora como en los binomios tenemos signos distintos se buscan dos nimeros
cuya diferencia sea 5 y cuyo producto sea 14.
Estos nimeros son 7 y 2. El mayor 7, se escribe en el primer binomio y se
tendré:

x2—5x—14=(x—7)(x+2). R

Factorar a? — 13a + 40.
a?—13a+40=(a—5)la—8). R

Factorar m* — 11m — 12.
m*—1m—12=m—=12)m+1). R

Factorar n* + 28n — 29.
nP+28n—29=(n+2%2)(n—1). R

Factorur x2 4+ 6x — 216.
2+6x—216 (x+  Jix— )

Necesitamos dos nimeros cuya diferencio sea 6 y cuyo producto sea 216.

Estos

nimeros no se ven fdcilmente. Para hallarlos, descomponemos en sus

factores primos el tercer término:

216
108
54
27
9

3

1

Ahora, formamos con estos factores primos dos productos.
Por tanteo, variando los factores de cada producto, obtendremos
los dos nimeros que buscamos. Asi:

2X2X2=8 IX3IX3I=Z 27 — 8=19, no nos sirven
2X2X2X3=24 IX3=9 24 — 9 =15, no nos sirven
2%x2%x3=12 2X3xX3=18 18 —12= 6, sirven.

WM

18 y 12 son los nimeros que buscamos porque su diferencia es 6 y su producto
necesariamente es 216 ya que para obtener estos nimeros hemos empleado
todos los factores que obtuvimos en la descomposicién de 216. Por tanto:

2+ 6x—216=[x+18)(x—12). R



(9) Factorar o — 66a + 1080.

a® — 66a + 1080

DESCOMPOSICION FACTORIAL

(a—

Jlo— )

® 16]

Necesitamos dos nimeros cuya suma sea 66 y cuyo producto sea 1080.

Descomponiendo 1080, tendremos:

2X

[#%)
w
W

2%X2X2= 8
2X2%X3=24
2X3X5=30

3X3IXIX5=105
3X3X5= 45
2X2X3IX3= 36

105+ 8=113, no sirven
45 + 24 = 49, no sirven
30 + 36 = 66, sirven

Los nimeros que necesitamos son 30 y 36 porque su suma es 66 y su producto
necesariamente es 1080 ya que para obtener estos nimeros hemos empleado
todos los factores que obtuvimos en la descomposicién de 1080, luego:

- EJERCICIO 98

Factorar o descomponer en dos factores:

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

CASOS ESPECIALES

1. x*47x+10. 13.
2. x2—5x+6. 14.
3. x24+-3x—10. 15.
4. x24-x—2. 16.
5. a®+4a+3. 17.
6. m245m—14. 18.
7. y2—9y+20. 19.
8. x2—6—x. 20.
8. x2—9x48. 21.
10. ¢?4-5c—24. 22.
11, x2—3x+42. 23.
12. a*+Ta+6. 24.

y2—4y+3.
12—8n-+n2.
x24+10x+21.
a*+Ta—18.
m2—12m+11.
x2—=Tx—30. »
n2+6n—16.
20-+a2—21a.
y24-y—30.
284a2—11a.
n2—en—40.
x2—Hx—36.

a? —66a + 1080 = (a — 36](a —30). R.

a?—2a—35.
x24+14x+13.
a?+33—14a.
m2+13m—30.
c2—13c—14.
x2+15x+56.
x2—15x+54.
a?+Ta—60.
%2—1Tx—860.
x24+8x—180.
m2—20m—300.
x24+x—132.

37.
38.
39.
40.
41.
42.

44.
45.
46.
47.
48.

m2—2m—168.
c24+-24c+135.
m2—41m-+400.
a?+-a—380.
x24+12x—364.
u?+42a+432.
m2—30m—675.
y2+4-60y+336.
x2—2x—5H28.
n?+43n+432.
c2—4c—320.
m2—8m—1008.

EI procedimiento anterior es aplicable a la factoracién de trinomios
que siendo de la forma x? + bx + ¢ difieren algo de los estudiados an-

teriormente.

‘ Ejemplos

(1) Factorar x* — 5x2 — 50.

El primer término de cada factor binomio serd la raiz
cuadrada de x* o sea x*

x¥—5x2 —50

[x'.!_

Jx2 +

).

Buscamos dos nimeros cuya diferencia (signos distintos en los binomios) sea
5 y cuyo producto sea 50. Esos nimeros son 10 y 5. Tendremos:

xt—5x2—50=(x*—10)(x24+5). R
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(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

ALGEBRA

Factorar x® 4 7x® — 44,

El primer término de cada binomio serd la raiz cuadrada de x% o sea x*,
Aplicando las reglas tendremos:

x847x3 —44=(x3+11)Ix2—4). R

Factorar a®b? — ab — 42,
El primer término de cada factor serd la raiz cuadrada de a®h? o sea ab:
a*b?—ab—42 lab— llab+ ).

Buscamos dos nimeros cuya diferencia sea 1 (que es el coeficiente de ab) ¥
cuyo producto sea 42. Esos nomeros son 7 y 6. Tendremos:

a?b?—ab—42=Ilab—7llab+ 6] R.
Factorar (5x)* — 9(5x) + 8.

Llamamos la atencién sobre este ejemplo porque usaremos esta descomposi-
cién en el caso siguiente.
El primer término de cada binomio serd la raiz cuadrada de (5x)? o sea 5x:

(5%)% — 9(5x) + 8 15— JEx— )

Dos nimeros cuya suma (signos iguales en los binomios) es 9 y cuyo producto
es 8 son 8 y 1. Tendremos:

(5x)2—9(5x) + 8= 1{5x—8l5x—1) R
Factorar x — 5ax — 36a®.
x% — Bax — 36a?® lx— Jx+ )

El coeficiente de x en el segundo término es 5a. Buscamos dos cantidades
cuya diferencia sea 5a [que es el coeficiente de x en el segundo término)
y cuyo producto sea 36a® Esas cantidades son 9a y 4a. Tendremos:

x% — 5ax — 36a% = [x — 9a llx + 4al. R.
Factorar (a + b)® —12{a + b} + 20.

El primer término de cada binomio serd la raiz cuadrada de (a -+ b)* que es
(a+b).
(a+ b —12(a+b)+20 Hle+bl— llla+bl— 1

Buscamos dos nimeros cuya suma sea 12 y cuyo producto sea 20. Esos ni-
meros son 10 y 2. Tendremos:

(a+b)—=12(a+b)+20=(la+bl—10]lla+bl—2]
=(a+b—10)la + b—2). R.

Factorar 28 + 3x — x2.
Ordenando en orden descendente respecto de x, tenemos:
— x24 3x + 28.

Para eliminar el signo — de — x? introducimos el trinomio en un paréntesis
precedido del signo —:

— [x% —3x — 28]
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Factorando x* —3x — 28 = (x —7)(x + 4), pero como el trinomio esté prece-
dido de — su descomposicién también debe ir precedida de — y tendremos:

—(x=7)(x+4)

Para que desaparezca el signo — del producto — (x —7)(x + 4) o seq, para
convertirlo en + basta cambiarle el signo a un factor, por ejemple, @ (x —7)
y quedard:

28+3x—x2=(7—x)(x+4). R
(8) Factorar 30 + y? — y*.
0 +y*—yt=—(yt—y*=30)=—(y* —6)(y* + 5) = (6 —y*)(y* + 5. R

» EJERCICIO 99

Factorar:
1. xi4-5x24-4. 13. x*+Tax2—60a2. 25. a*+2axy—440x*y>.
9. X0—Gx3—7, 14. (2x)%—4(2x)+3. 26. m®n—21m3*n34+104.
3. x5—2x4—8(, 15. (m—n)*+5(m—n)—24, 27. 14+5n—n>
4. x%y?4xy—12. 16. x5+x1—240. 28. x%4+x3—930.
5. (4x)*—2(4x)—15. 17. 15+2y—y2 929, (4x%)*—8(4x*)—105.
B. (5x)2+13(5%)+42. 18, a*b*—2a2b*—99. 30 xi+3abx2—36a2b2.
7. x*+2ax—15a2. 19. ¢+11cd+28d3. 31. a'—a*b*—156b*.
8. a*—4ab—2102. 20. 25x*—5(5x)—84. 32. 2la*+4ax—x2.
9. (x—y)24-2(x—y)—24. 21. a*—21ab+98b2, 33. x%y8—15ax*y*—100a2.
10. 5+4x—x*2 29. xiyi4xW2_132 34. (a—1)*4+3(a—1)—108.
11, x104x5—9Q, 23, 484-9x2—x4, 35. m2+abem—56a2b%c2,
19, m*+mn—>asGn2. 24. (c+d)*—18(c+d)+65. 36. (Tx2)>4+24(7x*)+128.
CASO VI

TRINOMIO DE LA FORMA ax? + bx + ¢

Son trinomios de esta forma: 2x*+ 11x +5

3a*+ Ta —6
10n2— n —2
Tm2—23m+ 6

que se diferencian de los trinomios estudiados en el caso anterior en que
el primer término tiene un coeficiente distinto de 1.

DESCOMPOSICION EN FACTORES DE UN TRINOMIO
DE LA FORMA ax® +bx + ¢

(1) Factorar éx* —7x — 3.
Multipliquemos el trinomio por el coeficiente de x? que es
6 y dejando indicado el producto de 6 por 7x se tiene:

36x% — 6(7x) — 18.
Pero 36x2 = (6x)? y &(7x)=7(6x) luego podemos escribir: {6x)* —7{6x) — 18,

l Ejemplos
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OENPA PRI

Descomponiendo este trinomio segin se vio en el caso anterior, el ler. término
de cada factor serd la raiz cuadrada de (6x)* o sea 6x: (bx— )(éx+ .

Dos nimeros cuya diferencia sea 7 y cuyo producto sea 18 son 9 y 2. Ten-
dremos: (6x —9)(6x + 2).

Como al principio multiplicamos el trinomio dado por 6, ahora tenemos que
f6x =) fox + 2)

dividir por 6, para no alterar el trinomio, y tendremos: Py

pero como ninguno de los binomios es divisible por 6, descomponemos 6 en
2 X 3 y dividiendo (6x — 9) entre 3 y (6x + 2) entre 2 se tendra:

(6x—9) (6x+2) _
2x3
Luego: 6x*—7x—3=(2x—3)(3x+1) R

(2x—3)(3x+1)

(2) Factorar 20x% + 7x — 6.
Multiplicando el trinomio por 20, tendremos: [20x)* + 7(20x) — 120.
Descomponiendo este frinomio, tenemos: (20x -+ 15)(20x — 8).

Para cancelar la multiplicacién por 20, tenemos que dividir por 20, pero como
ninguno de los dos binomios es divisible por 20, descomponemos el 20 en
5 X 4 y dividiendo el factor (20x + 15} entre 5 y (20x — 8) entre 4 tendremos:

(20x + 15) (20x — 8
5% 4
Luego 20x24+7x—é6=[dx+3)5x—2) R

] = (4x+ 3)(5x — 2)

(3) Factorar 180 — 120 — 5.
Multiplicando por 18: (18a)? — 13 (18a) —90.
Factorando este trinomio: (18a — 18)(18a -+ 5).

Dividiendo por 18, para lo cual, como el primer binomio 18a — 18 es divisi-
ble por 18 basta dividir este factor entre 18, tendremos:

(18a — 18) (18a + 5)

=(a—1)(18a+5
18 ([a—1){ )

Luego 1802 —13a—5=(a—1)(18a+5) R
EJERCICIO 100
Factorar:
2x24-3x—2. 10. 20y*+y—1. 19. m—6+15m2
3x2—Hx—2. 11. 8a*—14a—15. 20. 15a%—8¢—12.
6x2+Tx+2. 12, Tx2—44x—35. 21. 9x243Tx44.
5x2+413x—6. 13, 16m+15m2—15. 22. 44n+20n%-15.
6x2—6G—5x. 14, 2a*+5a+2. 23. 14m*-31m—10.
12x2—x—6. 16, 12x2—7x—12. 24 2x24929x+90.
4a?+15a+9. 16. 9a2+10a+1. 25. 20a%—Ta—40.
3+11a+10a2. 17. 20n2—9n—20. 26. 4n?*4n—33.

12m?—13m—35. 18. 21x2+11x—2. 27, 30x2413x—10.
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CASOS ESPECIALES

1. Factorar 15x*—11x2—12.
Multiplicando por 15: (15x2%)* —11(15x%) — 180.
Descomponiendo este trinomio, el primer término (16x? — 20) (16x2 + 9).

de cada factor sera la raiz cuadrada de (15x%)2, o sea 15x% /

(15x% — 20) (15x + 9)
5%3

Dividiendo por 15: = (@Bx*—4)(6x*+3) R.

2. Factorar 12x%y?+ xy—20.
Multiplicando por 12: (12xy)*+ 1(12xy) — 240.
Factorando este trinomio: (12xy+ 16)(12xy - 15).

L (12xy +16)(12xy —15)
Dividiendo por 12: ———— "= 3xy+4)@dxy—5). R.
3. Factorar 6x?— 1lax — 1042
Multiplicando por 6: (6x)*—11a(6x) — 60a>
Factorando este trinomio: (6x — 15a)(6x + 4a).

(6x — 15a)(6x + 4a)

Dividiendo por 6: T @x —b5a)@3x +2a) R.

4, Factorar 20 — 3x — 9x2,

Ordenando el trinomio en orden descendente respecto de x: — 9x*—3x + 20.
Introduciéndolo en un paréntesis precedido del signo —: — (9x* + 3x — 20).

Multiplicando por 9: — [(9x)® + 3(9x) — 180].
Factorando este trinomio: — (9x + 15)(9x —12).
—(9x +15)(9x — 12)

Dividiendo por 9: — v == @x+5)Bx—4)

Para que desaparezca el signo — de este

producto, o sea para convertirlo en -+, hay _
que cambiar el signo a un factor, por ejem- 20—3x—9x2=(3x+5)(4—3x). R

plo, a (3x—4), que se convertira en (4—3x),
y tendremos: s

OIS OUip O 9

A

EJERCICIO 101

Factorar:

Gat4-Hx2—6. 9. 6m2—13am—15a* 17. 18a*+17ay—15y2.
dxb44x8—12. 10. 14x*—45x*—14. 18. 15+2x2—8x*.
10x84-29x1410. 11. 30a*—13ab—302. 19. 6—25x84+5x4.
Ga*x*+hHax—21. 12. Tx%—33x%—10. 20. 30x19—91x5—30.
20x%y%+9xy—20. 13. 30413a—3a2. 91. 30m2+1T7am—21a*.
15x2—ax—2a®. 14, 5+Tx¥—06x8. 29. 16a—4—15Ha2
12—T7x—10x2. 15. 6Ba—ax—1Hx2 23. 1lxy—6y*—4x2.

21x2—29xy—T2y%, 16. 4x*+Tmnx—1Hm=n®. 24. 27ab—9b6%—20a%.
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CASO VI
CUBO PERFECTO DE BINOMIOS

; + b)3 =a’+ 3a*b + 3ab*+ b®
150 En los productos notables (90) se vio que Ez_ b;*’zz“ _3225 + 3ab? — b,

Lo anterior nos dice que para que una expresion algebraica orde-
nada con respecto a una letra sea el cubo de un binomio, tiene que
cumplir las siguientes condiciones:

1. Tener cuatro términos.
2. Que el primero y el Gltimo términos sean cubos perfectos.

3. Que el 22 término sea mas o menos el triplo del cuadrado de la
raiz cibica del primer término multiplicado por la raiz cubica del dltimo
término.

4. Que el 3¢r término sea mas el wiplo de la raiz ctibica del primer
término por el cuadrado de la raiz cabica del 1ultimo.

Si todos los términos de la expresion son positivos, la expresion dada
es el cubo de la suma de las raices cibicas de su primero y tltimo término,
y si los términos son alternativamente positivos y negativos la expresion
dada es el cubo de la diferencia de dichas raices.

RAIZ CUBICA DE UN MONOMIO

La raiz cibica de un monomio se obtiene extrayendo la raiz cabica
de su coeficiente y dividiendo el exponente de cada letra entre 3.

Asi, la raiz cubica de 2a*b% es 2ab®  En efecto:

S L

@HALLAR S| UNA EXPRESION DADA ES EL CUBO
DE UN BINOMIO

(1) Hallar si 8x® + 12x* + 6x + 1 es el cubo de un binomio.

Veamos si cumple las condiciones expuestas antes.
Lo expresidn tiene cuatro terminos.

‘ Ejemplos

La raiz clbica de 8x* es 2x.
La raiz clbica de 1 es 1.

3(2x)*(1) = 12x%, segundo término,
3(2x)(1)2 = 6x, tercer término.

Cumple las condiciones, y como todos sus términos son positivos, la expresion
dada es el cubo de (2x+ 1), o de otro modo, (2x + 1) es la raiz cibica
de la expresién.
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(Z) Hallar si 8x8 -+ 54x2y® — 27y® — 36x’y® es el cubo de un binomio.
Ordenando la expresidn, se tiene: 8x% — 36xty® 4 54x2y0 — 27y9

La raiz clbica de 8x% es 2x%.

La raiz cObica de 27y" es 3y®.
3(2x2)%(3y%) = 3éx*y®, segundo término
3(2x%) (3y?)® = 54x%8, tercer término

La expresion tiene cuatro términos:

y como los términos son alternativamenfe positivos y negatives, la expresion
dada es el cubo de [2x% — 3y?).

@ FACTORAR UNA EXPRESION QUE ES EL CUBO
DE UN BINOMIO

(1) Factorar 14 12a + 48a* + é4a®.

Aplicando el procedimiento anterior vemos que esta ex-
presién es el cubo de (14 4a); luego:
14120 + 48c® + é4a® = (1 + 40 )%. R

(2) Factorar a® — 18a®h% + 108a®b10 — 216b15.
Aplicando el procedimiento anterior, vemos que esta expresién es el cubo de
(a® —6b°); ivego:
a® — 18a®b® + 108ab1? — 216b'% = (a® — 6b% )%, R.
B EJERCICIO 102

Factorar por el método anterior, si es posible, las expresiones siguientes,
ordendndolas previamente:

Ejemplos

1. a%+3a2+8a+1. 12, 8+436x+54x2+27x5.

2. 27—27x-+9x2—x3. 13.  8—12a*—6at—ad.

3. m3+3min+-3mni4nd, 14, a%+3a'b%+3a2b%+-b2,

4. 1+3a%—3a—ad. 16. x9—9xSy*4-27x3y8—27y12,

5. 8+12a%+6a*+ab. 16.  64x3+240x2y+300xy%+125y%.

6. 126x34+1-+THx2+15x. 17.  216—T756a%+882a1—343a".

7. Ba*—36a*b+54ab2—27b3. 18. 125x124-600x5%y4-960x 1910451291,

8. 2Tm34+108m2n-+144mn2+64ns. 19. 3a'2+41+43a%+a?8.

9. —3x243x+1. 20.  m®*—3am2n+3a*mni—a*nd.
10.  1+12a2b—6ab—8a3b®. 21.  1+18a2b*4108a*b%+216a%b?.
11, 125a%+150a2b-+60ab2+8b3. 22.  64x9—125y'2—240x%y1+300x%".
CASO IX

SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS PERFECTOS

2] 3 3 — h3
. Sabemos (94) que: aaj:i ~a*—ab+b* y @’ zg =a%+ab + b?
i

y como en toda divisiéon exacta el dividendo es igual al producto del divi-
sor por el cociente, tendremos

+b*=(a4b)a*—ab+b?) (1)
—b?=(a—b)(a*+ab+b?) (g
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La férmula (1) nos dice que:

REGLA 1

La suma de dos cubos perfectos se descompone en dos factores:

19 La suma de sus raices ctibicas. 2° El cuadrado de la primera raiz,
menos el producto de las dos raices, mas el cuadrado de la segunda raiz.

La féormula (2) nos dice que:

REGLA 2

La diferencia de dos cubos perfectos se descompone en dos factores:

12 La diferencia de sus raices ctibicas. 2? El cuadrado de la primera
raiz, mas el producto de las dos raices, mis el cuadrado de la segunda raiz.

@FACTORAR UNA SUMA O UNA DIFERENCIA
DE CUBOS PERFECTOS

(1) Factorar x® + 1.

‘ E]emPlOS I La raiz cObica de x® es x; la raiz cibica de 1 es 1.
Segin la Regla 1:

1=+ NpE—=x(1)+12]=(x+1){x2—x+1) R

(2) Factorar a®—8.
La raiz cObica de o® es g; la de 8 es 2. Segin la Regla 2:
?—8=(a—2)[a?+2(a)+2?]=la—2(a?+ 20+ 4. R
(2) Factorar 27a® + b®.
La raiz cibica de 27a® es 3q; la de b® es b2 Segin la Regla 1 tendremos:
2708 + b8 = (3a + b?)[(3a)? — 3a(b?) + (b%)2] =( 3a + b* [ 9a® — 3ab? + b%). R.
(4) Factorar 8x® — 125. .
La raiz cObica de 8x® es 2x; la de 125 es 5. Segin la Regla 2 tendremos:
8x® — 125 = (2x — 5)[(2x)? + 5(2x) + 5%] =(2x — 5] 4x* + 10x + 25). R,
(5) Factorar 27m® + 64n°. )
27m® + 64n® =( 3m? + 4n8)[ 9m* — 12m2n® + 16n%. R.

- EJERCICIO 103
Descomponer en 2 factores:
1. 1+a% 7. -1 13. 27a3—b3. 19. 8x3-—-27y8.
2. 1—ad. 8. 8x3—1. 14.  64+ab. 20. 1+4343ns.
3. x8493 9. 1—8x3. 15. a%—125. 21.  64a®*—T729.
4. mB—ns, 10. x3-27. 16. 1—216ms. 22. adb3—x8,
5. a%*—1. 11.  a%+427. 17. Ba3+27bs. 23. 512+427a°.

T
=

y3+1. 12.  8x3+4y8, 18. x°-—bo. 24.  xS—gy12,
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25. 14729x8. 29. abix3+1. 88 xiA4yit,
26. 27Tm3+64n°®. 30. x"4y°. 34. 1-—27a%b%.
27. 343x3+512y°. 31. 1000x3-—1. 35. Bx%+729.
28. x398—216y°. 392, a%+125b12 36. a®*+8b12

CASOS ESPECIALES
1. Factorar (a+ b)*+1.
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37. 8x°—125y3z8.
38. 27Tm%4-343n°.
39. 216—x12,

La raiz cibica de (a+ b)* es (a+ b); la de 1 es 1. Tendremos:

(a+b)* +1=[(a+b)+1][(a+b)*~(a+b)(1)+17]
=@+b+1)a*+2ab+b*—a—-b+1)

2. Factorar 8 —(x —y)%.

R.

La raiz cibica de 8 es 2; la de (x —y)® es (x —y). Tendremos:
8—(x—y)P=[2—(x =] [2* +2(x —y) + (x —y)*]

=@2—x+Yy)@4+2x—2y+x2—2xy+y?)
3. Factorar (x+1)%+ (x —2)%.

R.

(x+1P+(x—22=[(x+1)+(x—2)][(x + 1)) —(x + 1) (x — 2) + (x — 2)?]
=(x+1+x—-2)(x*+2x+1—-x*+x+2+x2—4x +4)
(reduciendo) = 2x —1)x*—x+7) R.

4. Factorar (@a—b)*—(a+ b).

(a—b)y—(a+ b= [(a—b)—(a+b)][(a—b)*+(a—b)(a+ b)+ (a+ b)?]
=(a—b—a—b)(a®—2ab + b*+ a®*— b*+ a® + 2ab + b?)

(reduciendo) = (—2b3a* + b* ). R.

» EJERCICIO 104

Descomponer en dos factores:

1+(x-+y)3. 6. 1—(2a—b)s. 11. (x%=(x+2)3%
1—(a+0b)3. 7. a¥+(a+1)>% 12. (a+1)*+(a—3)%
27+ (m—n)d. 8. Ba*—(a—1)% 13. (x—=1)8—(x42)8,
(x—y)3—8. 9. 2Tx3—(x—y)> 14. (x—y)*—(x+y)
(x+2y)3+1. 10. (2a—b)3—21. 15. (m—2)%+(m—3)3.
CASO X

SUMA O DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IGUALES

16, (2x—y)+(3x+y)>
17. 8(a+b)*+(a—b)s.
18. 64(m+n)*—125.

En el nimero (95) establecimos y aplicando e] Teorema del Residuo
(102), probamos que:

1. g — bn
” a" + hr
Il1. g — pnm

IV. g+ po

es divisible por 54—, siendo , par o impar.

es divisible por ; + j siendo , impar.

es divisible por 4+ |, cuando , es par.

nunca es divisible por 4

y vimos el modo de hallar el cociente cuando la division era exacta.
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@FACTORAR UNA SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS
IMPARES IGUALES

(1) Factorar m®+ n®.

) Ejemplos Dividiendo entre m +n (96, 4%) los signos del cocien-

te son alternativamente + y —:

(2)

(3)

(4)

m® + n®

m +n

= m* — m®n -+ m*n®> — mn® + n*

luego m®+n®={(m+n)(m*—m3n+ m*n* — mn® + n). R

Factorar x® + 32.

Esta expresion puede escribirse x® + 25 Dividiendo por x + 2, tenemos:

5432
T2 =t — x3(2) + x2(22) — x(28) + 2*
X =2
x5+ 32 5
o sea =xt—2x*+ 4x* —8x + 16
x+2

luego xP+32=(x+2)k* —2x% + 4x* —8x + 16). R.

Factorar o — b°,

Dividiendo por a —b (96, 4?) los signos del cociente son todos +:

P =]5
=a*+ a®b + a®b® + ab® + b?

a—

luego o — b3 = (a — b)lo* + a®b + a®b® + ab® + bt]. R.

Factorar x7 —1.

Esta expresion equivale a x? — 17, Dividiendo entre x — 1, se tiene:

g -
= e xB(1) 4 x4 (12) 4 x3(18) 4 x2(14) + x (19) + 19
—
x7T—1
o sea : =xf 4 x5+t 3+ 2+ x+1
5=

luego xT—1=(x—1)x+x5+x*+x3+x2+x+1). R

NOTA

Expresiones que corresponden al caso anterior x" + y"™ o x" —y" en que n
es impar y moltiplo de 3, como x® + y3, x3 —y8 x? + y9, xP —y? X154 y17,
x1% — y1%, pueden descomponerse por el método anteriormente expuesto o como
suma o diferencia de cubos. Generalmente es mas expedito esto (ltimo.

Las expresiones de la forma x™ — y" en que n es par, como x! —y!, x® —yb
x8 — y8 son divisibles por x +y o x —y, y pueden descomponerse por el mé-
todo anterior, pero mucho mas fécil es factorarlas como diferencia de cuc
drados.
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9. x74+128. 13.
10, 243—32b5. 14.
11, aB5+4b5cs, 15.
12, m7—a"x7. 16.
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1+x7, 17, x104-32y8.
XT—yT, 18. 1+4+128xM.
a™+2187.
1—1284".

MISCELANEA SOBRE LOS 10 CASOS DE DESCOMPOSICION EN FACTORES

B EJERCICIO 105
Factorar:
1. @541, b. mT—nT.
2. a5—1. 6. a5+243.
3. 1—xb, 7. 39—mb.
4. aT4b1, 8. 14243x5.
@ EJERCICIO 106
Descomponer en factores:
Ha*+a. 40.
m242mx+x2. 41.
a%+a—ab—b. 42.
x2—36. 43.
9x2—6xy-+y2. 44.
x2—3x—4. 45.
6x2—x—2. 46.
143, 47.
27a3—1. 48.
x54-m?, 49.
a*—3a*b-+Hab2. 50.
2xy—6y+xz—3z. 51.
1—4b+4b2. 52.
4x+-3x2y2 4yt 53.
x8—Bxtyi4ys, 54.
a2—a—30. 5b.
15m2+11m—14. 56.
a®+1. 57.
8m3—27y8, 58.
16a2—24ab+9b2. 59.
1+a’. 60.
8a*—12a%+6a—1. 61.
1—m2. 62.
xi4+4x2—21. 63.
125a8+1. 64.
a%+4-2ab+b2—m?2. 65.
Ba2b+16a*b—24a2b2, 66.
xi—xttx—1. 67.
6x2+19x—20. 68.
265x4—81y2. 69.
1—m?3, 70.
x2—a?+2xy+y?+2ab—b?. Tl
21mSn—Tmin2+Tm?n?® 72.
—Tm?n. T8.
a(x+1)——b(x+1)+;’(x+l). ;fg-
444 (x— x—y)2. .
b TR 7.
b24-12ab-+36a2. 7.
x0+4x3—T7. 78.
15x4—17x2—4. 79.

1+(a—3b)8.
x*-x24-25.
ab—28a*+36.
343+-8as.
12a2bx—15a%by.
x24-2xy—15y2.
6am—dan—2n-+3m.
81a®—4b3c8.
16—(2a-+b)2.
20—x—x=.

n*4n—42.
a?—d?+n?—c2—2an—2cd.
1+216x".

x3—64.

x3—64xt.
18ax®y3—36x4y3—b4xys,
49a2b2—14ab+1.
(x+1)*—81.
a*—(b+c)>
(m+n)*—6(m+n)+9.
Tx2+31x—20.
9a3+-63a—45a2.
ax+a—x—1.
81x4+25y2—90x2y.
1—27b24-b.
mi+m2n24nt.

et —4d4.
15xt—15x3+20x2,
at—x2—a—x.

x4 —8x2—240.
6mt4+Tm2—20.
9n2+4a2—12an.
2x24-2.
Ta(x+y—1)—3b(x+y—1).
x243x—18.
(a+m)?—(b+n)2.
x34-6x2y+12xy2-B8y3.
Ba2—22a—21.
1+18ab+81a2b2.
4ab—1.

80.
81.
82.
83.
84.
86.
86.
87.
88.

89.

80.
21.
92.
93.
94.
9b.
96.
97.

98.

99.
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114
115.

x8—4x3—480.
ax—bx+b—a—by+ay.
Gam—3m—2a+1.
15+14x—8x2.
al’—ad-+a’+adt.
2x(a—1)—a+1.
(m~+n)(m—n)+3n(m—n).
a*—b3+4+-203x2—2a2x2,
2am—3b—c—cm
—3bm+2a.

a. 1
xc— ;x -+ E.
4a2n_biu_
81x2—(a+x)2
a+9—6a—16x2.
9 —x2—4+4x.
9x=—y=+3x—y.
x?—x—T2.
36at—120a2b2+49b%,
a®—m2—In*—6mn
+4ab+44b2.
1—5ab.
81a®+64b12.
49x2—7 Tx+30.
x2—2abx—35a%b2.
125x3—225x2+4+135x—27.
(a—2)*—(a+3)>.
da®m+12a2n—5bm—15bn
1+6x3+9x8,
at+3a2h—4002.
m2+8adxd,
1—9x2+24xy—16y2
1+11x+24x2.
9x2y3—27x3y8—09x0y3.
(a2+b2—c?)2—9x32y2.
B(a+1)*—1.
100x4y8—121m*.
(a2+1)%+5(a?+1)—24.
1+1000x8.
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116.  49a2—x2—9y2+6xy. 125.  a*bi+4a2b2—96.
117. x:—-y2+4x2+4—4yz—422. 126.  BaZx+Ty+210y—Tay—8aPx+24a2bx.
118. o*—64. 127, xi411x2—390.
119.  ad+xb. 128. 7433 i
120.  a%—3a3b—54b2. - T+33m—10m=.
121.  165+4x—x2. 129, 4(a+b)2—9(c+d)2.
122, a'+a*+1. 130. 729—125x3y12,
123. = 131 (x+p)2+x-+y.
4 81 132.  4—(a®+02)+2ab.
8xy 2 133. x3—yBty—
124. 16x*+—-p—, ; 3y y-
5 * 25 134.  a®—b2+a®—D3.

COMBINACION DE CASOS DE FACTORES

DESCOMPOSICION DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA
EN TRES FACTORES

E . l (1) Descomponer en tres factores 5a2 — 5.
]emp 0s Lo primero que debe hacerse es ver si hay algin fac-
tor comin, y si lo hay, sacar dicho factor comdn.

Asi, en este caso, tenemos el factor comin 5, lvego:
502 —5=5(g* —1)
pero el factor (a2 —1)=(a + 1) (a — 1), luego:
50— 5=5la+1lla—1. R
donde vemos que 5a* — 5 estd descompuesta en tres factores.

(Z) Descomponer en tres factores 3x® — 18x%y + 27xy*.
Sacando el factor comin 3x:

3% — 18x*y + 27xy? = 3x [ x* — bxy + 9y )
pero el factor | x2 —éxy + 9y*) es un trinomio cuadrado perfecto que descom-
puesto da (x* — éxy + 9y*) =[x — 3y )*, luego:

3x3 — 18x2%y + 27xy2 = 3xIx —3y)F. R
(3) Descomponer en tres factores x* — y*.
xt—yb= (P ¥ (xF —yF)
pero (x> —y?) =[x+ y)(x —y), luego:
tr—yt=(x2+y?lx+yllx—yl R
(4) Descomponer en tres factores 6ax? + 12ax — 90a.
Sacando el factor comin 6a:
bax? + 12ax — 90a = 6o(x* + 2x — 15)
pero (x%+2x—15)=(x+5)(x—3), luego,
bax®+12ax —90a=6alx+5lx—3.. R.
(5) Descomponer en tres factores 3x* — 26x* — 9.
Factorando esta expresién: 3x* —26x* — 9 = (3x% + 1)(x* —9)
=32+ 1)x+3lx—3. R
(6) Descomponer en tres factores 8x® + 8.
Bx¥+8=8(x*+1)
=8lx+1)2—x+1. R
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a*—B8a+ao®—8=(c"—8a)+ (a® — 8)
(7) Descomponer en fres fac- =ala® —8) + (¢ — 8)
tores a*—8a+ o*—8. =(g+1){c*—8)
=lo+1)lo—2)la*+ 20+ 4). R

x*—dx — x2 4 4= (x® — 4x) — (x* — 4)
(8) Descomponer en tres factores =x(x*—4)—(x*—4)
B—dx—xt+4 =(x—1)(x2—4)
=(x—1)Mx+2){x—2). R

@ EJERCICIO 107

Descomponer en tres factores:

1. 3ax®—3a. 22. m3+4+3m*—16m—48. 43. (x*—2xy)(a+1)+y*(a+1).
2. 3x2—3x—6. 23. x3—6x%*y+12xy*—8y3. 44, x%4+2x%y—3xy>
3. 2a’x—4abx+2b%x. 24. (a+b)(a®—b*)—(a*—b?). 45. a*x—4b%x+2a%y—8b%y.
4 2a%-2. 25. 32a°x—48a*bx+18ab*x. 46. 4ba*xr—20a2.
b. a®—3a*—28a. 28. x'—x3xF=y, 47. at—(a—12)%
8. x3—dx+x2—4, 27. 4x24-32x—36. 48. Ux*—b—x"41.
7. 3Bax*+3ays. 28. at—(a+2)%. 49. 2x%4+6x3—56x2.
8. dab*—4abn+an?. 29. x%—25x*—54. 50. 30a*—53a—50.
9. x*—3x2—4. 30. a®+a. 51. 9(x—y)i—(x—y).
10. a®—a’—a+1. 31. a*b+2a*bx+-abx*—aby?. 52. 6a*x—9a*—ax2.
11. 2ax*—4ax+2a. 32. 3abm®—3ab. 63. 64a—125a".
12. x3—x+x2y—y. 33. 8lx'y+3xyt. 54. TOx'-+26x3—24x2.
13. 2a®+-6a®—8a. 34. a‘—aP+a—1. 55. a™+Ga"—55ad.
14, 16x*—48x*y+36xy2. 35. x—3x2—18x3. 56. 164%0—56a*b3+49abb.
15. 3x3—x2y—3xy2-ys. 36. Gax—2bx+6ab—20% 57. Tx%432a°x'—15a'x2.
16. 5Ha*45Ha. 37. am®*—Tam?*+12am. 58. x*mi2_xly2n,
17. 6Garx?—ax—2a. 38. 4a*x*—4a> 59. 2xi4+5x3—54x—135.
18. n*-81. 39. 28x3y—Txy%. 60. ax3+ax?y+axy’—2ax?
19. 8ax2—2a. 40. Babx*—3abx—18ab. —2axy—2ay?,
20.  ax®+10ax?4-25ax. 41. x1—B8x2—-128. 61. (x+y)i-1.
21, x3—6x2—Tx. 42.  18x%y+60xy2450y4, 62. 3a*+3ad+3a.

DESCOMPOSICION DE UNA EXPRESION ALGEBRAICA
EN CUATRO FACTORES

(1) Descomponer en cuatro factores 2x* — 32.
2%t — 32 = 2(x? — 16)
=2(x* + 4)(x2 — 4)
=2(x2+4)(x+2)(x—2) R

‘ Ejemplos

(2) Descomponer en cuatro factores o® — b

Esta expresién puede factorarse como diferencia de cuadrados o como dife-
rencia de cubos. Por los dos métodos obtenemos resultados idénticos.

Factorando como diferencia de cuadrados:
a — b® = (a® + b?)(a® — b?)
(factorando o® 4 b* y of —b3) = (a+ b)(a® —ab + b%)ja —b)la? + ab +b*). R.



ok b
9 1o =

©ON® oS W

-
~ e

174 @ ALGEBRA

.ac’ix3 27)(x* + 2)
(factorando x3 — 27) = x2(x —3)[ x2 +3x+9][x3+QJ R.
- EJERCICIO 108
Descomponer en cuatro factores:
1—a®. 14, g5 —a3bh2—a2b34-b5.. 27.  1—a%bs,
a%—1.. 15.  8x4+46x2—2. 28.  5ax%+10ax*—5ax—10a.
x4—41x24+400. 16. a%—25a°+144. 29. a*x*+b*y*—b2x2—ay?,
a*—2a%b2+-b*. 17.  a%x3—a%y3+2ax2—2ay3. 30. xByxi-—3,
XB4x8—9x. 18. @i42a8—a%—2a. 3. at4ad—9a2—9a.
2x446x3—2x—6. 18. 1—2a+at. 32, a*x2+4-a2x—6a2—x2—x-+6.
3x4—243. 20.  m8—729. 33. 16m*—25m2+9.
16x4—8x2y24y4. 21 x5—x, 34 3abx2—12ab+3bx2—12b.
Ox4+9xdy—x2—xy.  22. xS—xdylixlyd— 35, 3a*m+9am—30m+3a®+9a—30.
12ax*+33ax2—9a. 23. a*b—a*b*—a2b3+ab" 36.  a%x2—5Hadx+6a3+x2—Hx+6.
x8—y8, 24. 5a1—3125. 37, x2(x2—yh—(2x—1)(x2—y2),
x0—T7x3—8. 25.  (a%+2a)*—2(a2+2a)—8. 38 a(x3+1)4+3ax(x+1).
64—x5. 26. a?x34+2ax*—8a®—16a.
-  EJERCICIO 109
Descomponer en cinco factores:
1. x%—xys, 6. 2a*—2a3—4a%—2a%b*+2ab?+4b2.
2. x5—40x3+4+144x. 7. xO45x5—81x2—405x.
3. ab+adb¥—a‘—abd. 8. 3—3aS.
4 4xt—8x244. 9. 4ax?(a®—2ax+x?)—a3+42a2x—ax?.
5. ai—abs. 10, x74x4—81x3—81.
Descomponer en seis factores:
11 174, 13, aSx2—x24abx—x.
12. 3x8—75x4—48x%+1200. 14, (a*—ax)(x*—82x°+81).

Factorando como diferencia de

cubos:

— b = (a? — b?) (a* + a?b? + bd)
=la+blla—blla®*+ab+b? o2 —ab+b3. R.
(a* + a®b?® + b* se descompone como trinomio cuadrado perfecto por adicién

y sustraccion).

El resultado obtenido por este método es idéntico al anterior, ya que el orden
de los factores no altera el producto.
(3) Descomponer en cuatro factores x* — 13x2 4 36.
xt—13x2+ 36 = (x> — 9)(x* — 4)
(factorando x* — 9 y x* —4) =[x+ 3lIx—3x+2/x—2. R
(#) Descomponer en cuatro factores 1 — 18x2 + 81x4.
1—18x2 + 81x* = (1 — 9x2)?
(factorando 1 — 9x2) = ”l + 3,‘}“ — 3x uz
=143 —=3x)°. R
(5) Descomponer en cuatro factores 4x® — x® + 32x% — 8.
45— xB+ 322 — 8 = (4x% — x®) + (32x* — 8)

(factorando 4x2 — 1 y x% +8) = (2x + 1)
(6) Descomponer en cuatro factores x® — 25x® — 54x2.

— 25x5 — 54x% = x*(x% —

=-Pox=

x3(4x* — 1)+ 8(4x%2—1)
4x* -]?

(x* + 8)
2x—1lIx+2x2=2x+4). R

= 54)
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(160) DESCOMPOSICION DE UN POLINOMIO EN FACTORES

POR EL METODO DE EVALUACION

En la Divisibilidad por x —a (101) hemos demostrado que si un poli-
nomio entero y racional en x se anula para x =a, el polinomio es divisible
por x —a. Aplicaremos ese principio a la descomposicion de un polinomio
en factores por el Método de Evaluacion.

Ejemplos

(1) Descomponer por evaluacién x* + 2x* — x — 2.

Los valores que daremos a x son los factores del término independiente 2 que

son +1,—1,4+2y—2. Veamos si el polinomio se anula para x=1, x=—1,

x=72,x=—72ysise anula para alguno de estos valores, el polinomio seré

divisible por x menos ese valor,

Aplicandc la divizién sintética explicada en el nOmero (100) y (101, @j. 3},
veremos si el polinomio se anula para estos valores de x y simulta-

neamente hallamos los coeficientes del cociente de la division. En este caso,

tendremos:

Coeficientes del polinomio 1 +2 =il — 2 +1 x=1
1%l =41 Ixl=+3 Z2X]=4F211—

Coeficientes del cociente ) +3 +7 (0]

El residuo es 0, o sea que el polinomio dado se anula para x = 1, luego es
divisible por (x —1).

Dividiendo x3+ 2x2 —x — 2 entre x — 1 el cociente serd de 2' grado y sus
coeficientes son 1, 3 y 2, luego el cociente es x* + 3x + 2 y como el dividendo
es igual al producto del divisor por el cociente, tendremos:

X O g B = [— T 2 3k + 2]
|factarando el trinomio) =(x—=1){x+1)(x+2) R
(2) Descomponer por evaluacién x® — 3x® — 4x + 12.
Los factores de 12 son + (1,2, 3, 4, 6,12).

PRUEBAS
Coeficientes 1 —3 — 4 + 12 +1 x=1
del polinomio 1X1=4+1 [—2)X1=— [—6})(1:-‘ 7l
1 —2 —6 + 6
El residuo es & , luego el polinomio no se anula para x =1, y no es divisi-
ble por [x—1).
Coeficientes 1 -3 — 4 +12)] -1 x=-1
del poelinomio ]X{_”:_] I"’4IX{'_'|:I=+4 OX{—”: Or__-_
] —4 @ar — 1T -S|
El residuo es 12, luego el polinomio no se anulo para x =— 1y no es divi-

sible por x —(=1)=x+1.

1 —3 —4 +12 92 x=2
_ 1x2:+2{-nxzz—Qtume:—mf——
Coelicientes = 2 B N

del cociente 1 =} :6 0
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El residuo es O |uego el polinomio dado se anula para x=2 y es divisi
ble por (x—2).
El cociente de dividir el polinomio dado x3 — 3x% — 4x + 12 entre x — 2 seré

de 2° grado y sus coeficientes son 1, —1 y — 4§, luego el cociente serd
2
xt—x—6.

Por tanto:
x3—=3—dx+12=(x—2)(x®2—x—§)
(factorande el trinomio)] =— [(x—2)[x—3)(x+2). R.
(3) Descomponer por evaluacién x* — 11x2 — 18x — 8.
Los factores de 8 son + (1 2' 4, B).
Al escribir los coeficientes del polinomio dado hay que poner cero en el lugar
correspondiente a los términos que falten. En este caso, ponemos cero en el
lugar correspondiente al término en x® que falta.
PRUEBAS
Coeficientes 1 0 -1 — 18 — 8 + 1 x=1
del polinomio +1 + 1 —10 — 28
1 <41 =10 — 28 — 35 no se anula
1 0 =1 —18 = —1 x=—1
L -1 + 1 +10 + 8
Coeficientes
del cociente 1 = =10 - 8 0
Se anula para x =—1, luego el polinomio dado es divisible por

x—([=1)=x+1.
El cociente de dividir x* —11x* —18x — 8 entre x+ 1 serd de 3er. grado y
sus coeficientes son 1,— 1, — 10 y — 8, luego el cociente serd x* —x*—10x —8.
Por tanto: x*—11x2—18x—8=(x+1)(x®*—x*—10x—8). (1)
Ahora vamos a descomponer x? —x? — 10x — 8 por el mismo método.

El valor x =1, que no anulé al polinemio dado, no se prueba porque no pue-
de anular a este polinomio.

El valor x=—1, que anulé al polinomio dado, se prueba nuevamente. Ten-
dremos:
1 -1 —10 —8 =1 x=-1]
- - ] =pei. 2 +8
Coeficientes
del cociente 1 i =i 0
Se anula para x =—1, luego x® — x% — 10x — 8 es divisible por x+ 1. El co-

ciente serd x* — 2x — 8, luego
x3—x2—10x—8=(x+1)(x—2x —8).
Sustituyendo en (1) este valor, tenemos:
=112 —18x—8=(x+1)(x+1)(x>2—2x—8)

(factorando el trinomio] = |:X‘+‘ ]][x+ ]}l:x —4:|l:x—|-2:|
=(x+1Fx+2)(x—4). R

(4) Descomponer por evaluacidn x® — x* — 7x® — 7x% + 22x + 24.

Los factores de 24 son + (1,2, 3, 4, 6, 8,12, 24).
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PRUEBAS

Coeficientes | -1 -7 -7 + 22 + 24 41 x=1
del polinomio +1 0 = 7 —14 + 8 | -
1 0 —7 —1a + B + 32 |no se anula
1 -1 -7 - 7 +22 + 24 -1 x=-1
Coeficientes =1 +2 +5 + 2 —A
del cociente | -2 -5 9 + 24 0
Se anula para x=-—1, lvego es divisible por x+1. El cociente serd
x* — 2x% — 5x2 — 2x + 24, lvego:
x5 —xt—7x® —7x2 4 22x + 24 = (x4 1) (x* — 2x8 — 5x2 —'2x + 24). (1)

Ahora descomponemos x* —2x® —5x? —2x+24. Se prueba nuevamente
x==1.

Coeficientes 1 -2 —5 - 2 + 24 == x=—1
del polinomio -1 +3 + 2 0

1 -3 -2 0 24 no se anula

1 =id —5 — 2 + 24 bt 5 e
Coeficientes +2 0 —10 —24
del cociente 1 0 — 5 =2 0

Se anula para x=2, lvego x* —2x® — 5x? — 2x + 24 es divisible por x — 2.
El cociente es x® — 5x — 12, luego:

xt—2x% —5x2 — 2x + 24 = (x —'2) (x® — 5x — 12).
Sustituyendo esta descomposicién en (1), tenemos:
XB—xt—7x—7x2+2x+24=(x+1){x—2) (x3—5x—12). (2)

Ahora descomponemos x® — 5x =~ 12. Se prueba nuevamente x = 2, poniendo
cero en el lugar correspondiente a x2, que falta. Tendremos:

Coeficientes 1 0 —5 —12 +2 x=72
del polinomio 49 + 4 — G

i +2 =1 =14 no se anula

1 0 -5 -12 | =2 =

—=2 +4 s 2

1 =2 — | —10 no se anula

1 0 —5 —-12 +3 x =3
Coeficientes +3 + 2 .+ 12—-
del cociente 1 +3 +4 0

Se anula para x = 3, luego x3 — 5x — 12 es divisible por x — 3. El cociente es
x? 4+ 3x + 4, luego:
x® = 5x —12={(x—3)(x%+ 3x + 4).
Sustituyendo esta descomposicién en (2), tenemos:
X0 —xt =73 —7x2+22x+24=(x+1)(x—2) (x—3) [x*+3x+ 4). R

(El trinomio x%+ 3x + 4 no tiene descomposicién).
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(5) Descomponer por evaluacién éx5 4 19x* — 59x3 — 160x* — 4x + 48.
Los factores de 48: son +(1,2,3,4,6,8,12, 16, 24, 48)
Probando para x =1, x =—=1, x =2, veriamos que el polinomio no se anula.

Probando para x=—2:

Coeficientes
e 3" B9 =3 =jdT =k LM - =2
f pedteme —12 —14 +146 +28 —48 '7
Coeficientes S WP =1 =14 AN 0

del cociente

Se anula, lvego:
6x5 + 19x% — 59x% — 160x% — 4x + 48 = (x + 2) (6x* + 7x* — 73x® — 14x + 24). (1)

Ahora descomponemos 6éx' 4 7x® —73x* — 14x + 24. Probando x = — 2, ve-
riamos que no se anula. Probando x=3.

6 +7 —73 —14 +2 | +3 =3
+18  +75 + 6 —24
6 +25 +2 -8 0

Se anula, luego:

6xt + 7x3 —73x* — 14x + 24 = (x — 3) (6x® + 25x* + 2x — 8).
Sustituyendo esta descomposicién en (1):
6x3 + 19x1 — 59x% — 160x* — 4x + 48 = (x + 2) (x — 3) [6x® + 25x> + 2x — 8). (2)
Ahora descomponemos éx? -+ 25x2 + 2x — 8.

x =3 no se prueba, aunque anulé al polinomio anterior, porque 3 no es factor
del término independiente 8.

Si probamos x = 4, veriamos que no anula a este polinomio. Probando x = — 4:
6 + 25 +2 —8| —4 x=—4
—24 — 4 +8 |
[ + 1 -2 0

Se anula, luego:
6x3 4+ 252+ 2x —8 =[x+ 4) [6x*+ x — 2).
Sustituyendo esta descomposicion en (2), tenemos:
6x5 + 19x4 — 59x3 — 160x2 — dx + 48 = (x + 2) (x — 3) (x + 4) (6x2 + x — 2)
(factorando el trinomio =(x+2)[x—3)[x+4)(3x+2)(2x—1). R

(6) Descomponer por evaluacién 3a® — 47g* — 21a® + 80.

Al escribir los coeficientes tenemos que poner cero como coeficiente de los
términos en a®, en a® y en a, que faltan.

Haciendo a=1, a=—1, a =2, a=—2 veriamos que el polinomio no se
anula.
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3 0 —4 0 s=2] 0 +8 | + a=4
+12 4B 4416 =20 =80 [T
3 12 T AR —20 0
Se anula, luego:
30 — 47a* — 21a? + 80 = (a — 4) (3a® + 12a* + o® + 4a® — 5a — 20). (1)
Para descomponer el cociente,siprobamosq = 4 veremos que no se anula.
Probando a = —4:
3 412 +1 +4 -5 -2 | —4 a=—4
—12 0 — 4 0 + 20
3 S 0 =5 U

Se anula, luego:

3a® + 12a* + a® + 4a®? — 50 — 20 = (a + 4) (3a* + a* — 5).

Sustituyendo en (1):

30® — 470t — 2102+ 80=la—4)la+4)[3a* + a2 —5]. R

(El trinomio 3a* 4+ a®? — 5 no tiene descomposicion.)

EJERCICIO 110
Descomponer por evaluacién:
x34x2—x—1.
x3—4x2+x+6.
ad—3a*—4a+12.
m3—12m+-16.
2x3—x2—18x+9.
a®+a?—13a—28.
x34-2x2+-x+2.

n3—Tn+6.

x3—6x2--32.
6x3+23x2+9x—18.
x4—4x343x24-4x—4.
x*—2x3—13x2+14x+24.
a*—15a*—10a+24.
nt—27n2—14n+120.
x14+6x343x+140.
8a*—18a*—T5Ha*+46a-+120.

17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

xt—22x2—T5.
15x4+494x3—5x2—164x460.
x5—21x2+16x2+108x—144.
a®—28a*—6a%+112a+96.
4x5+8x1—108x3—25x2+522x+360.
nb—30n*—25n2—36n—180.
6x5—13x1—81x%+112x2+4180x—144.
x5—25x3+4x2—25.

2a5—8a*+-3a—12.
x54-2x4—15x3—3x2—6x+445.
x8-+6x5-4+4x4—42x3—113x2—108x—36.
a%—32a%+18a34-247a*—162a—360.
x8—41x%+184x2—144.
2x6—10x5—34x4+146x%+4224x2—424x—480
a®—8a’%+6at+103a3—344a%+396a—144.
x7—20x5—2x*+64x5+40x2—128.
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LOS ALGEBRISTAS DE LA INDIA (Siglos V, VI y
X1l D. C.) Tres nombres se pueden sefalar como
hitos en la historia de la matemitica india: Aryabhata,
Brahmagupta y Bhiskara. Aryabhata, del siglo V, co-
nocié la resolucion completa de la ecuacién de se-

MAXIMO COMUN DIVISOR

gundo grado. Brahmagupta, del siglo VI, fue alum-
no de Aryabhata, expuso en sus obras “Ganita” y
“Cuttaca’ la resolucion de las ecuaciones indetermi-
nadas. ¥ Bhiaskara, del siglo XII, recoge los conoci-
mientos de su época an su obra “Sidhanta Ciromani’’,

CAPITULO X|

161) FACTOR COMUN O DIVISOR COMUN de dos o mds expresiones al-
gebraicas es toda expresién algebraica que estd contenida exactamen-

teencada una de las primeras.

Asi, x es divisor comtn de 2x y x?; 5a*b es divisor comun de 10a%b?

y 15atb.

Una expresion algebraica es prima cuando solo es divisible por ella

misma y por la unidad.

Asi, a, b, a+b y 2x —1 son expresiones primas.
Dos o mis expresiones algebraicas son primas entre si cuando el tni-
co divisor comun que tienen es la unidad, como 2xy 3b;a+bya—nx.

MAXIMO COMUN DIVISOR de dos o mds expresiones algebraicas es
la expresion algebraica de mayor coeficiente numérico y de mayor
grado que esta contenida exactamenteencada una de ellas.
Asi, el m.c.d. de 10a*h y 20a® es 10a? el m.c.d. de 8a’n?, 24an® y

40a*n*p es 8an?.

180
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I. M.C.D. DE MONOMIOS

REGLA

Se halla el m. c. d. de los coeficientes y a continuacion de éste se es-
criben las letras comunes, dando a cada letra el menor exponente que ten-
ga en las expresiones dadas.

‘ Ejemplos I

(V) Hallar el m. c. d. de a?x? y 3a®bx.

El m. c. d. de los coeficientes es 1. Las letras comunes son a y x. Tomamos
a con su menor exponente: a® y x con su mensr exponente: x; la b no se toma
porque no es comdn. El m. c. d. serd o®x. R.

() Hallar el m. c. d. de 36a%b*, 48a®bic y 60a*b®m.
36a%bt = 22.3%.a%b*

Descomponiendo en factores primos los coefi- 48a%h8c = 24.3.08h%
cientes, tenemos: —— i — 60a*b®m = 22.3.5.a%b3m.

El m. c. d. de los coeficientes es 22.3. Las letras comunes son a y b. Toma-
mos a con su menor exponente: a% y b con su menor exponente: b% ¢ y m no
se toman porque no son comunes. Tendremos:

m. ¢. d.=223.0%b%=12a%%. R.

- EJERCICIO 111
Hallar el m. c. d. de:

1. a%x, ax 8. 12x%y73, 18xy%z, 24x%yz%.
2. ab%c, a%be. 9. 28a2b3c, 35a8bic®, 42a*bScS.
3. 2x%y, x%y8. 10, 72x3yizt, 96x2y2z8, 120x4y527,
4. Ba%b3, 15a%bt. 11. 42am?n, 56m3n2x, T0min?y.
5. Bam®n, 20x2m2. 12, 75a%b3¢2, 150a°b7x2, 225a%b%y2.
6. 18mn®, 27a2m®ns. 13. 4a2b, 8a®b?, 2a*bc, 10abdc2.
7. 15a%b3c, 24ab2x, 36b%x2. 14, 38a2xbyt, T6mxiyT 95x5y8.

il. M.C.D. DE POLINOMIOS

Al hallar el m.c.d. de dos 0 mis polinomios puede ocurrir que los
polinomios puedan factorarse ficilmente o que su descomposicién no sea
sencilla. En el primer caso se halla. el m.c.d. factorando los polinomios
dados; en el segundo caso se halla el m. c. d por divisiones sucesivas.
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M. C.D. DE POLINOMIOS POR DESCOMPOSICION
EN FACTORES

REGLA ;
Se descomponen los polinomios dados en sus factores primos. El
m. c. d. es el producto de los factores comunes con su menor exponente.

Ejemplos I

(1) Hallar el m. c. d. de 402+ 4ab y 2a* — 2a%b®.

Factorando estas expre- 4?4+ 4ab = dalo+b)_ =2%la-+b)
siones: — 2a* — 2a%b?* = 2¢*(a® — b®) = 2¢%*(a + b) (a — b)

Los factores comunes son 2, a y (a -+ b), lueg_o:
m. c. d.=2ala+b). R
(2) Hallar el b c. d. de x2—4, x2—x—6 y x2+ 4x + 4.

2—4=(x+2)[x—2)
Factorando: x2 === [—=3)[x+2)
2+ dx+4=(x+2)

El factor comin es (x -+ 2) y se toma con su menor exponente, luego:
m.cd=x+2 R
(3) Hallar el m. <. d. de 9ax2 + 9x2, 6a®x? — 12a2x2 — 18ax? , éa'x + 21a®x + 15a%x.
9ax? + 9x2 = Ix*(a® + 1) =3 a+1)(c*—a+1)

b6a®x2 — 12a%x? — 18ax? = éax2(a? —2a —3) =23ax*(a—3)(a+1)
6atx + 21a%x + 15a%x = 3a®x(20® 4+ 7a + 5) = 3a?x(2a + 5) (a +1).

Los factores comunes son 3, x y (a+ 1), luego:
m.c. d.=3x(a+1). R
(4) Hallar el m. c. d. de x8 — x2, x5 — x* + x3 — x2 y 2x5 4+ 2x* — 2x® — 2x.

x0—x2=x2(xt—1) =202+ 1) (x+1)(x—1)
—=xt4xB—x2=x2}(x3—x24+x—1) =x22+1)(x—1)
2x8 4 2x% — 2x8 — 2k = (P F B —x2— 1) =2 ([x*+ 1) [x*—1)
:2x[x2w;tj]{x—1]{x2+x+1]

moe d=x(2+1)(x=1). R

®-  EJERCICIO 112
Hallar, por descomposicién en factores, el m. c. d. de:
1. 92a24-2ab, 4a%—4ab. 9. 3x8415x2, ax?+5ax.
2. Bx3y—6x2y, 9x3y2+18x2y2. 10. g2—p2, a?—2ab+b2.
3. 12a2b3, 4a%b2—8a2b3, 11. m34n3, 3am+3an.
4. ab+b, a*+a. 12. x2—4, x3—8.
b. x2—x, x3—x2 13. 2ax2+4ax, xP—x2—6x.
6. 30ax2—15x% 10axy?—20x2y2. 14. gx2-1, 9x2—6x+1.
7. 18a2x%y4, 6a2x2y*—18a’xy". 15, 44244ab+b2, 2a2—2ab+ab—b2.
8. 5a2—15a, a®—3a’. 16. 3x243x—60, 6x2—18x—24.



17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
3b.
36.
37.
38.
39.

40.

41.
42.
43.
44,
45.
486.
47.
48.

MAXIMO COMUN DIVISOR

8x34y3, dax?—ay?.

2a%—12a*b+18ab?, ax—9abx.

act+ad—2bc—2bd, 2c*+4cd+2d>.
3am2+6atm—45a®, 6am*x+24amx—30ax.
dxi—y?, (2x2—y)2.

3x5—3x, 9x3—9x:

a’+ab, ab+b2, a*+a?b.

2x8—2x2, 3x%—3x, 4x%—4x2,

x4—0x2, x%—5x81-6x2, x1—6x349x%2.
adb+2a*b2+ab3, atb—a?b3.

2x?4+2x—4, 2x2—8x+6, 2x3-—-2.

ax®—2ax?—8ax, ax®—ax—6a, a®*x*—3a*x2—10a%x.
2an*—16an?+32a, 2an*—8an, 2a*n*+16a2.
4a*+8a—12, 2a%*—6a+4, 6a*+18a—24.

4a2—b2, 8a3+b3, 4a*+4ab+b2

x2—2x—8, x2—x—12, x3—9x2+420x.

a’+a, ad—6a*—Ta, a’+a.

x84-27, 2x2—6x+18, x1—3x340x2.

x24ax—6a2, x*+2ax—3a2, x2+6ax-+9a®.
54x7+250, 18ax*—50a, 50+60x+18x=.

(x2—1)%, x?—4x—5, xi—1.

4ax?—28ax, a*x*—8a®x>+Ta%x, ax*—1Hax®+56ax?.
3a—6a, a*—4a, a®b—2ab, a®—a—2.

3x%—x, 27x8—1, 9x*—6x+1, Bax—a+6x—2.
al—1, a*+a*+a+1, a*x+a*x+ax+x, a*+a*+a2+1.
Im2+44dmn+2n2, m-"+m2n+mn2'-+-n3, mi+ns, mi—mn?.
a*—3a*+3a—1, a*—2a+1, a®—a, a*—4a+3.
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16a8x+54x, 12a2x2—42ax2—90x2, 32a*x+24a*x—36ax, 32a*x—144a”x+162x.

(xy+y*)2, x2y—2xy?—3y3, axSy+ayt, xZy—ys.
2a*—am+4a—2m, 2am?—m?, 6a’+-bam—4m?, 16a%+T72am—40m>.
12ax—6ay+24bx—12by, ‘3a3+24b3, 9a*+9ab—18b2, 12a*+24ab.

Sa*+bax+5Hay+5xy, 15a3—16ax2+15a%y—15x%y, 20a%—~20ay*+20a*x—20xy*,

Sa*+ba*x+5a*y3+baxys.

M. C.D. DE DOS POLINOMIOS POR DIVISIONES SUCESIVAS

Cuando se quiere hallar el m. c. d. de dos polinomios que no pueden
descomponerse en factores ficilmente, se emplea el método de divisiones
sucesivas, de acuerdo con la siguiente:

REGLA
Se ordenan ambos polinomios con relacién a una misma letra y se di-

vide el polinomio de mayor grado entre el de grado menor. Si ambos son

del mismo grado, cualquiera puede tomarse como dividendo.

Si la divi-
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sién es exacta, el divisor es el m. c.d.; si no es exacta, se divide el divisor
por el primer residuo, éste por el segundo residuo y asi sucesivamente has-
ta llegar a una divisién exacta. El dltimo divisor es el m. c. d. buscado.

Todas las divisiones deben continuarse hasta que el primer término
del residuo sea de grado inferior al primer término del divisor.

Ejemplo

Hallar por divisiones sucesivas el m. c. d. de 16x® 4 36x2 —12x — 18 y 8x2 — 2% —3.

16x® + 36x2 — 12x — 18 Bx2—2x—3

Ambos polinomios estdn ordena- — BB A & 2%+ 5
dos con relacién a x. Dividimos B

el primero, que es de tercer gra- 40x? — 6x—18

do, entre el segundo que es de — 40x2 4+ 10x + 15

segundo grado: e T e

4x— 3

Aqui detenemos la divisién porque el primer término del residuo, 4x, es de grado

inferior al primer término del divisor 8x?.
Bx2—2x—3 | 4x—3

— Bx% 4+ 6x 2x+1
Ahora dividimos el divisor 8x* — 2x — 3 entre el =
residuo 4x — 3: - | 3 4x—3
— 4x+3

Como esta divisién es exacta, el divisor 4x — 3 es el m. c. d. buscado. R.

REGLAS ESPECIALES

En la prictica de este método hay que tener muy en cuenta las si-
guientes reglas:

1) Cualquiera de los polinomios dados se puede dividir por un fac-
tor que no divida al otro polinomio. Ese factor, por no ser factor comin
de ambos polinomios, no forma parte del m.c.d.

2) El residuo de cualquier divisién se puede dividir por un factor
que no divida a los dos polinomios dados.

3) Si el primer término de cualquier residuo es negativo, puede cam-
biarse el signo a todos los términos de dicho residuo.

4) Si el primer término del dividendo o el primer término de algin
residuo no es divisible por el primer término del divisor, se multiplican
todos los términos del dividendo o del residuo por la cantidad necesaria
para hacerlo divisible.
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‘ Ejemplos

(1) Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de
12x3 —26x%4 20x — 12 y 2x® — x> — 3x.

(2)

Dividiendo el primer polinomio por 2 y el segundo por x queda:
6x*—13x2+10x —6 y 2x2 — x—3.

Dividiendo: 6x* =132 +10x—6 |2 —x—3
—6x3+ 3x*+ 9x 3x —5
— 10+ 19x— 6
102 — 5x—15
14x — 21

Dividiendo el residuo 14x — 21 entre 7 queda 2x — 3.
% — x—3 |2x—3

— 2x% 4 3x x+1
Ahora dividimos el divisor 2x* —x — 3 entre e i
el residuo 2x — 3: 2x—3
—2x+3

Como esta divisién es exacta, el divisor 2x —3 es el m. ¢. d. R.

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 3x®*—13x*+5x—4 y
2x2 —7x — 4.

Como 3x® no es divisible entre 2x?, multiplicamos el primer polinomio por 2
para hacerlo divisible y quedaré:

6x8 —26x2+10x—8 y 2x2—7x— 4.

Dividiendo: 6x3—26x2+10x—8 |22 —7x—4
— &3+ 21x2 4+ 12x 3x
— 5x24+22x—8

— 5x2 no es divisible por 2x2. Cambiando el signo al residuo tenemos:
5x% — 22x + 8 y multiplicando este residuo por 2, para que su primer término
sea divisible por 2x?, queda 10x*> — 44x + 16. (Ambas operaciones equivalen
a multiplicar el residuo por — 2). Esta expresién la dividimos entre 2x* —7x—4:
10x* —44x +16 | 2* —7x—4
—10x2+35x+20 5
— 9x+ 36

Cambiando el signo al residuo: 9x — 36; dividiendo por 9: x —4. (Ambas
operaciones equivalen a dividir por —9).

2 —7x—4 [ x—4

— 2x2 + Bx FrEan
Ahora dividimos 2x2—7x — 4 entre x—4: __/" )
e
—x+4

Como esta divisién es exacta, el m. c. d. es x—4. R, °



186 @ ALGEBRA

(3) Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de éx® —3x*+ 8x3 — x2 + 2x y
3x5 —6x1 + 10x2 — 2x2 + 3x.
Cuando los polinomios dados tienen un mismo factor comdn, debe sacarse este
factor comin, que serd un factor del m. c. d. buscado. Se halla el m. c. d.
de las expresiones que quedan después de sacar el factor comin y este m. ¢. d.
multiplicado por el factor comin seré el m. c. d. de las expresiones dadas.
Asi, en este caso, ambos polinomios tienen el factor comin x. Sacando este
factor en cada polinomio, queda:

6xt* —3x* +8Bx2—x+2 y 3xt — éx3 + 10x% — 2x + 3.

Dividiendo: bxt— 30+ Bx2— x+2 | 3x* —6x3 41062 —2x+3
—bxt 123 — 202+ 4x—6 2

9x3 —12x2 4 3x — 4
LY

Ahora dividimos el divi-

sor entre el residuo, pero 9xt — 18x% + 30x2 — 6x + 9 J Ox3 —12x2+3x— 4
como 3x* no es divisible S ST 1V O, 9 ST ¥

por 9x* hay que multipli- : -

car el divisor por 3 y ten- b + 27x* — 2x + 9

dremos: - "

Como éx® no es divisible 18x% — 81x2+ 6x —27 | 9x3 —12x2 + 3x — 4

por 9x%, multiplicamos el re- y, —18x3+ 242 —6x+ 8 2
siduo por — 3 y tendremos: — & —19

Dividiendo el residuo por — 19 queda 3x*+ 1.

Ox3 —12x2+3x—4 | IHx*+1

— Ox =% 3x—4

Ahora dividimos el divisor entre el

residuo. — 12 —4
12x2 + 4

3x2+1 es el m. c. d. de las expresiones que quedaron después de sacar el
factor comdOn x. Entonces, hay que multiplicar 3x2+1 por x y el m. c. d. de
las expresiones dadas seré:

Cmocd=x(ad+1). R
®  EJERCICIO 113

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de:

12x*4-8x+1 y 2x2—bx—3.

6a2—2a—20 y 2a*—a*—6a.

bat—6a*x+ax? y 3a*—4a*x+ax?.

2x3+4x*—4x+6 y x3+x2—x+2.

Bat—6a’x+Ta?x?—3ax® y 2a*+3a’x—2ax3.
12ax*'—3ax3+26ax*—Hax+10a y  3x!+3x3—4x2+5x—15.
3x3—2x2y+9xy2—6y3 y 6xt—dx3y—3xZy>+5xyd—2yt.
ax*+3ax—2ax*+6ax—8a y xi+4xd—x?—4x.
2mit—4m3—m2+6m—3 y 3m®—6m*+8m3—10m2+5bm.

LoOoNGo LN



MAXIMO COMUN DIVISOR ® 187

10. 3a*—6a*+164a°—2a*+5a y Ta®—14a*+33a%+44%—10a.

11. 4bax*+T5ax?*—18ax—30a y 24axi+40ax?—30ax—50a.

12. 2x34-2a%x+2ax?+2a* y 10x3+4ax?+10a%x+4a®.

13. 9x3+15ax?+3a*x—3a® y 12x3+21ax?+6a*x—3ad,

14. Ba*b+4a3b%+4abt y 12a*b—18a%b+12a%b3—6abt.

15, 9a®n?—33a'n®+27a*nt—6a?*n’ vy 9a°n?+-12a*ns—21a*n*4-6a’nd.
16. a%—2a'4ab+a—1 y a"—a+at+1.

17. 6ax*—4ax3+-6ax*—10ax+4a y 36ax*—24ax?—18ax*+48ax—24a.

.M C.D. DE TRES O MAS POLINOMIOS POR

DIVISIONES SUCESIVAS
En este caso, igual que en Aritmética, hallamos el m. c.d. de dos de

los polinomios dados; luego el m.c.d. de otro de los polinomios dados y
el m. c. d. hallado anteriormente, y asi sucesivamente. El tltimo m. c.d.
es el m.c.d. de las expresiones dadas.

Ejemplo

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. c. d. de 2x3 — 11x* + 10x
+8, 23+ x*—Bx—4 y 6ax®+ 1lax + 4a.

&

el ot ol ol o

23 —11x2+10x+ 8 [2%®*+ x> —8x— 4
A —2F— x*4 Bx+ 4 1]

Hallemos el m c. d. de las dos
primeras expresiones:

e Y.

—12x% + 18x + 12
2%+ x2—8x—4 |2x®—3x—2
Dividiendo el residuo por —é queda — 2x% 4+ 3x2 + 2x x+2
2x%2 — 3x — 2. Dividiendo el divisor por gl il T
s 4x* —bx — 4
esta expresion: - i A

El m. c. d. de las dos primeras expresiones es 2x* — 3x — 2. Ahora hallamos el m. c.
d. del tercer polinomio dado éax® + 11ax + 4a y de este m. c. d.

62+ 11x+ 4 2:(2 3x—2

Dividiendo 6ax® + 11ax + 4a entre a queda — 6x2 + 9x 3 &

6x* 4+ 11x + 4. Tendremos: i —=
QGX +10
2 —3x—2 2% + ]
— 2% — x X—
Dividiendo el residuo por 10 queda 2x+1: —dx—2
4x+2

El m. c. d. de las tres expresiones dadas es 2x+ 1. R.

EJERCICIO 114

Hallar, por divisiones sucesivas, el m. d. c. de:

x3—2x2—Hx+6, 2x3—5x?—6x+9 y 2x2—Hx—3.

2x8—x?y—2xy?+y3, 8x3+6x%y—3xy2—y3 y 6Gx2—xy—y

xitxB—xf—x, 2x34+2x2—2x—2 |y 5x3—5x2+2x—2,
3a‘+9a3x+4a3x2-3ax3+2x‘ a*+4-3adx+a?x*—3ax3—2x* y 4a*+8a*x—ax?—2x8
2x04-2x4—2x%2—2x, 3x0—4xt—3x3+4x y 4x*—4x3+43x2—3x.



LA ESCUELA DE BAGDAD (Siglos IX al XII) Los cribié el primer libro de Algebra, vy le dio nombre a
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CAPITULO x"

COMUN MULTIPLO de dos o mas expresiones algebraicas es toda ex-
presmn algebraica que es divisible exactamente por cada una de las
expresiones dadas.

Asi, 8a*b* es comun multiplo de 2a* y 4a%b porque 8a*b* es dwlsnble
exactamente por 2a* y por 4a*b; 3x* —9x + 6 es comun multiplo de x —2 y
de x*—3x + 2 porque 3x*—9x + 6 es divisible exactamente por x —2 y por
x*—3x+2.

MINIMO COMUN MULTIPLO

@ MINIMO COMUN MULTIPLO de dos o mas expresiones algebraicas
es la expresion algebraica de menor coeficiente numérico y de menor
grado que es divisible exactamente por cada una de las expresiones dadas.
Asi, el m.c.m. de 4a y 6a® es 12a*; el m.c. m. de 2x?, 6x® y 9x* es 18x*.
La teoria del m.c.m. es de suma importancia para las fracciones y
ecuaciones.

I. M.C.M. DE MONOMIOS

REGLA

Se halla el m. c. m. de los coeficientes y a continuaciéon de éste se es-
criben todas las letras distintas, sean o no comunes, dando a cada letra el
mayor exponente que tenga en las expresiones dadas.

188
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. (1) Hallar el m. c. m. de ax* y o®x.
E]emplos Tomamos a con su mayor exponente a® y x con su mayor

exponente x? y tendremos: m. ¢. m. =a'x®. R.

2. — DB LD
t2) Hallar el m. c. m. de 8ab% y 12¢%b* — lgg§b§=§23231“,

El m. c. m. de los coeficientes es 23.3. A continuacién escribimos o con su
mayor exponente a®, b con su mayor exponente b® y ¢, luego:

m. c. m. = 28.3a%?%c = 24a0®b%*c. R.

10a®x = 2.5a%x
(3) Hallar el m, ¢. m. de 3ba’mx* = 2°.3*a*mx*
10a®x, 36a°mx* y 24b%m4, /" " o4bm = 23.3b%m?
m. c. m. = 2%.3% 5a%b*mix* = 360a*b®mix®. R

®» EJERCICIO 115

Hallar el m. ¢. m. de:

1. a2 ab: 14. ax®y®, alxy, a®x®yd.

2. x%y, xys, 15. 4ab, 6a? 3b%

3. ab%, a*be. 16. 3x3, 6x2, 9xiy?,

4. a®x3, adbx:. 17. 9a*bx, 12ab2x®, 1R8a*b®x.

5. 6m2n, 4ms3. 18. 10m?2, 15mn2, 20n%.

6. 9ax3yt, 15x2y5. 19. 18a3, 240, 36ab3.

7. a3, ab? a®b. 20. 20m*n®, 24m3n, 30mn*.

8. x%), xy?, xyiz 21. ab? be?, a*c?, b33

9. 2ab* 4a*b, 8a®. 22. 2x*y, Bxy%, 4a*x%, 12a%

10.  3x?y8z, 4x3p322, 6x*, 23. 6a? 9x, 12ay?, 18x%.

11. 6mn? 9m=*n3, 12m3n. 24. 15mn*, 10m=, 20n®, 25mnt.
12. 3a®, 4b%, 8x2 25. 24a%x®, 36a*yt, 40x*y®, 60a>y".
13. 5x2, 10xy, 15xy% 26. 3a% 8ab, 1002, 12a*b%, 16a2b=.

1. M.C. M. DE MONOMIOS Y POLINOMIOS

@ REGLA

Se descomponen las expresiones dadas en sus factores primos. 'El
m. c. m. es el producto de los factores primos, comunes y no comunes, con
su mayor exponente.

(1) Hallar el m. c. m. de 6 , 3x —3.

Ejemplos I Descomponiendo: 6=23
Ix—3=3(x—1})

mecm=23(x—1)=6(x—1). .R

(2) Hallar el m. c. m. de 14a* , 7x—21.

Descomponiendo: 14a® =270
Ix—20=7(x—3)

m.c.m =270%x—3)=14a*(x—3). R.
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(3) Hallar el m. c. m. de 15x%, 10x? + 5x ,, 45x%.
Como 15x? estd contenido en 45x®, prescindimos de 15x2.

Descomponiendo: 10x* + 5x =5x(2x+ 1)
45% = 3%.5.x3

moem =35x8 (2 + 1) =453(2x +1). R

(4) Hallar el m. c. m. de 8a®b, 4a® —4a , 6a® —12a + 6.
Descomponiendo: 8a%h = 2%.0%b

4a® — 4a = dala® —1) =2%ala+1)[{a—1)

6a*—12a+6=6(a*—2a+1)=23(a —1)*

m.c.m = 223.a’b(a—1)*(a+ 1) =24a*b (@ — 1)*(a + 1).
(5) Hallar el m. c. m..de 24a2x, 18xy?, 2x® + 2x% — 40x, 8x* — 200x°.

24a%x = 2%.3a*x
18xy? = 2.3%xy?
2x3 + 2x* — 40x = 2x(x® + x — 20) = 2x[x + 5)(x — 4)

Bx — 200x2 = Bx%(x2 —25) =2°.x%*(x+ 5){x—5)
m.cm. “?@a‘ﬂfix+ 5)(x — 5)(x — 4)
= 2(x® —25)(x —4). R.

- EJERCICIO 1 'IG

Hallar el m. c. m. de:

1. 2a, 4x—8. 13. 2a% 6ab, 3a*—6ab.

2. 3b2, ab—b2 14. =xy? x?y%, 5x%—5xt.

3. x%y, x2y+xy2 15. 9a2, 1803, 27a*b+81a%b2.

4. 8, 4+8a. 16. 10, 6x2, 9xBy+4-9xys.

b. 6a%b, 3a*b?+6abd. 17. 4x, x3+x2, x?y—xy.

6. 14x2 6x3+4xy. 18. 24, 6m*+18m, 8m—24.

7. 9m, 6mn*—12mn. 19. 2a®b?, 3ax+3a, 6x—18.

8. 15, 3x+6. 20. x2, x34x2—2x, x?+4x+4.

9. 10, 5—15b. 21. 6ab, x*—4xy+4y?, 9a?x—18a?y.
10. 86a% 4ax—12ay. 22. 6x3, 3x3—3x2—18Bx, 9x*—36x2.
11, 12xy?% 2ax2y3+4+5xZyd, 23. a®x?, 4x3—12x%y+9xy?, 2x*—3x%y.
12. mn, m2, mn*—mn2 24. Bx®, 12x%y?, 9x?—4bx.

25. an3, 2n, n®x34+n%y2, nx*42nxy+ny.

26. B8x2, x84-x2—6x, 2x3—8x2+-8x, 4x3+424x24-36x.

27. 8x%, x2+1, 2x2—2x+42, 6x3+6x2

28. 4xy?, 3x3—3x2, a®+2ab+b2 ax—a+bx—b.
20. 2a, 4b, 6a2b, 12a2—24ab+120%, Hab®—5b%.
30. 28x, x*42x+1, x241, Tx2+7, 14x+14.

. M.C. M, DE POLINOMIOS
@ La regla es la misma del caso anterior.

Descomponiendo:

‘ Ejemplos

6b2x — bb%y = 6b*(x —y)

(1) Hallar el m. c. m. de 4ax? — Baxy + 4ay? , éb*x — éb%y.

dax? — Baxy + day? = 4a(x? — 2xy + y*) = 2%a(x —y)?

=2.3b%(x —y)

m. c. m. = 22.3.ab%(x — y)? = 12ab?*(x — y )%

R.
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(2) Hallar el m. c. m. de x® + 2bx?, x® — 4b%xy, x?y? + 4bxy? + 4b*y2.

x3 4+ 2bx? = x*(x + 2b)
x3y — 4b%xy = xy[x* — 4b?) =xy(x+2b)(x — 2b)
x3y? + 4!.'3::)"2 + 4b%y? = Ygixz =+ 4bx + 4b9] 2!:( + 2b)?

."f_&*‘?f?ﬁ’fﬂ %)- by PO

(3) Hallar el m.c.m. de m* —mn, mn+ n2 , m* — n2,

m‘c.m’

m?> —mn=m(m—n)
mn-+n®*=n(m+n)
m?—n?=(m+n){m—n)

m.c.m. =mn(m+n)(m—n)=mn(m® =n). R

(%) Hallar el m.c.m, de (@ —b)?, a2 —b2, (a+ b)%, o+ b2

El alumno debe notar que no es lo mismo cuadrado de una diferencia que
diferencia de cuadrados ni es lo mismo cuadrade de una suma que suma de
cuadrados. En efecto:
[o—b 2=(a—b)?
—b%2=(a+ b)la—b)
{a‘+ b =(a+b)*
a’+ b* =(a® + b?)
NP

(5) Hallar el m.c.m. de (x + 1), x®+1, x2 — 2x — 3.

El alumno debe notar que no es lo mismo suma de cubos que cubo de una
suma. En efecto:

[x+1P=(x+1)8
XBH1=(x+1){x2—x+1)
2:—3“[1—-3Hx+l}

(6) Hallar el m.c.m. de (x —y)3, x3 — y3, x3 — xy? + x2y —y3 , 3a?x + 3a?y.

El alumno debe notar que no es lo mismo cubo de una diferencia que dife-
rencia de cubos.
(x—yP=(x—y)
x®—y3=(x—y)(x*+xy +y?)
X =xy?+ 2y =y =xl =y +ylx* —y?) = (x* = y*)(x +y)
=(x+yP(x—y)
3a®x + 3% = 3a®(x + y)

m.c.m=3a?(x+ yRlx—y P +xy+y2). R
(7) Hallar el m. c¢. m. de 15x® -+ 20x2 + 5x, 3x* = 3x +x2—1 , 27x* + 18x* + 3x2.

15x3 4+ 20x% + 5x = 5x(3x® + 4x + 1) =5x(3x + 1) (x + 1)
=3+ —1=3i(x2=1)+(x>=1)=[x*=1)(3x+ 1)
=(x+1)[x—1)(3x+1)
27x% + 18x3 + 3x2 = I (Ix?+ 6x + 1) =3x*(3x + 12
m.c.m. = 152(3x +1)2x + 1)(x— 1)
=15x%(3x+1)2(x2—1). R.
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(8) Hallar el m.cm. de 2x*—8x, 3x*-+3x* —18x2, 2x%+ 10x* + 12x*
6x2% — 24x + 24.

2x3 — 8x = 2x[x® — 4) = 2x(x + 2)(x — 2)
3xt + 3x® —18x% = 3*(x% + x — 6) = I*(x + 3)(x — 2)
2x3 4 10x% 4+ 12x® = 263 (x% + 5x +6) = 2x®(x + 3)(x + 2)
6x2 — 24x + 24 = 6(x% — 4x + 4) = 6(x — 2)2.

m.com = 6x3(x+2)(x —2)*(x+3). R
o lo que es igual

m.c.m. = 6x3(x® — 4)(x —2)(x+3). R.-
@ EJERCICIO 117

Hallar el m. c. m. de:

1. 3x+3, 6x—6. 12. x8—y8, (x—y)%

2. 5x+10, 10x2—40. 13. x243x—10, 4x2—Tx—2.

3. x842x%y, x2—4y2 14. a?4a—30, a*+-3a—18.

4. 3Ba?x—9a2, x2—6x+9. 15. x3—9x+4Hx2—45, x*42x3—15x2.
5. 4a®—9b% 4a*—12ab+9b2 16. x%—4x%—32, axi4-2ax’+4ax?,
6. ad+a*b, a®+2a*b+ab?. 17. 8(x—y)% 12(x2—y2).

7. 3ax+12a, 2bx>4-6bx—8b. 18. B(x+y)% 10(x*+y2).

8. x3-—25x, x24+2x—15. 19, 6a(m+n), 4a*b(m?+n?).

9. (x—1)% x2—1. 20.  ax(m—n)?, x¥(mi—n?).

10.  (x+1)% x2+1. 21. 2a*4-2a, 34°-3a, a'—a?.

11 x34+93, (x+y)3. 22. x242x, x3—2x%, x?—4.

23, x4x—2, x2—4x+3, x2—x—6.

24, 6a*+13a+6, 3a*+14a+8, 4+12a+9a2.

25. 1022410, 15x+15, bx2—5.

26. ax—2bx-+ay—2by, x*+xy, x2—xy.

27.  4a*b+4ab?, 6a—6b, 15a*—15b%

28, x2-25, x3—125, 2x+10.

29. a®—2ab—3b2, atb—6a2b24+9ab®, ab2+4b3.

300 2m24-2mn, 4mn—4nZ, 6m3n—6mn3.

31 20(x2—y2), 15(x—y)2, 12(x+y)2.

32.  ax®*+Hax—14da, x*+14x2+49x, xi4+Tx3—18x2

33, 2x3—12x24+18x, 3x*—27x2, 5x3+30x24-45x.

34. 2 3a% 6+6a, 9—9%a, 12+12a>

35. 2(3n—2)%, 135m°—40, 12n—8.

36. 12mn+8m—3n—2, 48m2*n—3n+32m2—2, 6n?—Hn—=6.
37, 18x34-60x2+50x, 12ax3+20ax?, 15a°x5+16a*x*—15a*x5.
38 16—x4, 164B8x2+x4, 16—8x3+x*.

39. 1+a% (1+a)% 1+a®.

40. 8n2—10n—3, 20n24+13n+2, 10n2—11n—-6.

41. 6a?+ab—2b2%, 15a+22ab+8b2%, 10a*+3ab—4b2.

42, 12x2++5xy—2y%, 16x24+13xy+2y2, 20x2—xy—y2.

43.  6b2x24+602x%, 3a2x—3a®x?, 1—x*

44, x4+B8x—4x3—32, a?x*—2a%x*—8a%x2, 2x1—4x548x2.
4b. x3—0x+x2—9, x*—10x24+9, x>+4x+3, x2—4x+3.
46. 1—a® 1—a, 1—a? 1—2a+a?

47, a?b—ab?, atb*—a®bt, a(ab—b?%)?, b(a*+ab).

48. m3-2Tnd, m*—9n?, m?—6mn+9n?, m2+3mn+9n2.
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FRACCIONES ALGEBRAICAS. REDUCCION DE FRACCIONES

173) FRACCION ALGEBRAICA es el cociente indicado de dos expresiones

algebraicas.

Asi, 2 es una fraccion algebraica porque es el cociente indicado de la
expresion a (dividendo) entre la expresion b (divisor).

El dividendo a se llama numerador de la fraccién algebraica, y el di-
visor b, denominador. El numerador y el denominador son los términos
de la fraccién.

Expresion algebraica entera es la que no tiene denominador literal.
1

; 2 :
Asi, a, x+y, m—n, —a+?b SON expresiones enteras.

Una expresion entera puede considerarse como una fraccion de denp-

minador 1.
_a. _x+y
Asi,a—l,x+yh T

@Expresién algebraica mixta es la que consta de parte entera y parte
fraccionaria.

b . ,
Asi, a+— y x— son expresiones mixtas.
c

xX—a
193
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PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LAS FRACCIONES

Los siguientes principios demostrados en Aritmética se aplican igual-
mente a las fracciones algebraicas y son de capital importancia:

1) Si el numerador de una fraccién algebraica se multiplica o divide
por una cantidad, la fraccion queda multiplicada en el primer caso y divi-
dida en el segundo por dicha cantidad.

2 Si el denominador de una fraccion algebraica se multiplica o di-
vide por una cantidad, la fraccion queda dividida en el primer caso y mul-
tiplicada en el segundo por dicha cantidad.

3 Si el numerador y el denominador de una fracciéon algebraica se
multiplican o dividen por una misma cantidad, la fraccién no se altera.

SIGNO DE LA FRACCION Y DE SUS TERMINOS

Fn una fraccién algebraica hay que considerar tres signos: El signo
de la fraccion, el signo del numerador y el signo del denominador.

El signo de la fraccién es el signo + o — escrito delante de la raya de
la fraccian. Cuando delante de la raya no hay ningun signo, se sobren-
tiende que el signo de la fracciéon es +.

Asi, en la fraccion i el signo de la fraccién es +; el signo del nume-
rador es + y el signo del ‘denominador +.

En la fraccion —— el signo de la fraccién es —, el signo del nume-
rador — y el signo del denominador +.

CAMBIOS QUE PUEDEN HACERSE EN LOS SIGNOS DE UNA
FRACCION SIN QUE LA FRACCION SE ALTERE
Designando por m el cociente de divi- E i
dir a entre b se tendrd segin la Ley de los —=m (1) —=m (2)
Signos de la division: b =

y por tanto, - - e T |

Cambiando el signo a los dos miembros _ —4@ _ m (3) A (4)
de estas dos ultimas igualdades, tenemos: ___/ b y —b ’

Como (1), (2), 3) y (4) tienen el segundo i
miembro igual, los primeros miembros son iguales —— e — = ———,
y tenemos: A U= b —b

179 Lo anterior nos dice que:

1) Si se cambia el signo del numerador y el signo del denominador
de una fraccién, la fraccién no se altera.
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2 Si se cambia el signo del numerador y el signo de la fraccion, la
fraccién no se altera.

3 Si se cambia el signo del denominador y el signo de la fraccion,
la fraccién no se altera.

En resumen: Se pueden cambiar dos de los tres signos que hay que
considerar en una fraccién, sin que ésta se altere.

@ CAMBIO DE SIGNOS CUANDO LOS TERMINOS
DE LA FRACCION SON POLINOMIOS

Cuando el numerador o denominador de la fraccion es un polinomio,
para cambiar el signo al numerador o al denominador hay que cambiar el
signo a cada uno de los términos del polinomio.

5 - i m—

Asi, si en la fraccion

x=y
denominador la fraccion no varia, pero para cambiar el signo a m —n hay
que cambiar el signo de m y de —n y quedard —m +n=mn—m, y para cam-
biar el signo a x —y hay que cambiar el signo de x y de —y vy quedari
g y hay que g yYvyq
—x+9y=y—x y tendremos:

cambiamos el signo al numerador y al

m—n —m+n ‘"n—m
x—y —x+y y—x
Si en la fraccion —— cambiamos el signo del x—3 = S—x
X = — = ——
numerador y de la fraccién, ésta no se altera y x+2 x+2 x+2
tendremos: D

. ' G 3x
Del propio modo, si en la fraccion o RN G SRR

cambiamos el signo al denominador y a la i @?"’E&
fraccién, ésta no varfa y tendremos: -

(En la prictica, el paso intermedjo se suprime).

De acuerdo con lo anterior, la fraccion

2 puede escribirse de los cuatro modos ~ X=2_2-%_ _2=x_ x-2
" x—3 3-x x-3 3-x
siguientes: /"

CAMBIO DE SIGNOS CUANDO EL NUMERADOR

O DENOMINADOR SON PRODUCTOS INDICADOS

Cuando uno o ambos términos de una fraccién son productos indica-
dos, se pueden hacer los siguientes cambios de signos, de acuerdo con las
reglas anteriores, sin que la fraccion se altere:

1) Se puede cambiar el signo a un nimero par de factores sin cam-
biar el signo de la fraccién.
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Asi, dada la fraccién 0 podemos escribir:

Xy
ab  (—a)b ab  (—a)b
xy  (—x) xy  *(—9)
ab (—a)(—b) ab ab
xy o=y xy  (—9(-9)
ab  (—a)(—=b)
o 9N

En los cuatro primeros ejemplos cambiamos el signo a dos factores;
en el Gltimo, a cuatro factores, niimero par en todos los casos, y el signo
de la fracciéon no se ha cambiado.

2) Se puede cambiar el signo a un nimero impar de factores cam-
biando el signo de la fraccion.

b
Asf, dada la fraccién % podemos escribir:

ab (—a)b ab ab

Xy il Xy \"; — %(—)

ab (=a)(—b) ab (—a)b
Xy (o v X

En los dos primeros ejemplos cambiamos el signo a un factor; en los
dos ultimos ejemplos cambiamos el signo a tres factores, nimero impar en
todos los casos, y en todos los casos cambiamos el signo de la fracciéon.

A i 1 — . b Eisstd (a—1)(a—2)
p lqucmos 0s pr1nc1plos anteriores a la traccion m

Como estos factores son binomios, para cambiar el signo de cualquie-
ra de ellos hay que cambiar el signo a sus dos términos.
Tendremos:

(@-1D@-2) (A-a@-2 (@-D@-2) (1-a)@2-a
(x=3)(x—4) ~ @-x)(x—-49 (x-3x-49) (x-3)(x-9)’
(a—1)(a—2) ) (1—a)(a—2)' (a—1)(a—2) o (a—1)|(2—a)-
(x=3)(x—4)  (x-3)(x—-4 (x—3(x—4) @-x)(-x)’

Estos principios son de suma importancia para simplificar fracciones
y efectuar operaciones con ellas.
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REDUCCION DE FRACCIONES

REDUCIR UNA FRACCION ALGEBRAICA es cambiar su forma sin
cambiar su valor.

I. SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

SIMPLIFICAR UNA FRACCION ALGEBRAICA es convertirla en una

fraccion equivalente cuyos términos sean primos entre sf.

Cuando los términos de una fraccién son primos entre sf, la fraccién
es irreducible y entonces la fraccién estd reducida a su més simple expre-
sién 0 a su minima expresion.

185) SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS
TERMINOS SEAN MONOMIOS

REGLA

Se dividen el numerador y el denominador por sus factores comunes
hasta que sean primos entre si.

2b5
6a%bm

4% 2.1.6%2  2b?

60%b®m  3.a.1.m  3am’

Hemos dividido 4 y 6 entre 2 y obtuvimos 2 y 3; a® y a® entre a® y obtuvimos
los cocientes 1 y a; b® y b® entre b® y obtuvimos los cocientes b? y 1. Como
2b* y 3am no tienen ningin factor comin, esta fraccién que resulta es
irreducible.

(1) Simplificar

Ejemplos

Tendremos:

3y
(Z) Simplificar W.

9xBy8 g i 1

36x0y  4.x%.yP  dxPyt

Dividimos 9 y 36 entre 9; x® y x5 entre x% y® e y® entre y®.

Obsérvese que cuando al simplificar desaparecen todos los factores del nu-
merador, queda en el numerador 1, que no puede suprimirse. Si desaparecen
todos los factores del denominador, queda en éste 1, que puede suprimirse.
El resultado es una expresion entera.

® EJERCICIO 118

Simplificar o reducir a su mds simple expresion:

at 2a x%y? ax? N 9x2ys
ab’ Rl xdy8’ xSy P Tam b qarany
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7. Sm‘ﬂs:cﬂ ] 10 21mn3xﬁ ' 3 30xﬁyﬂ 16 54,‘9),11;18
2Amnix? B 1 | G3xityigs
12x8y1z5 4%2a2c'n asht _ 15a2bisc2o

8. —2;:'-—". 11. —-_46-5_- 3 — 17, —

32xy?z 26atcSm 3a%b¥c T5allb18c22

0 12a2b3 4a 17x3y120 18 21a8b10c12 18 THa"m?®

" 60adh5x6 - 3dxTy8z10 ' ; 63athe® " 100a®m12n8’

@ SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS
TERMINOS SEAN POLINOMIOS

REGLA

Se descomponen en factores los polinomios todo lo posible y se supri-
men los factores comunes al numerador y denominador.

I Ejemplos I 20

(1) Simplificar

4a® — 4ab
Factorando el denominador, se tiene:
2a* 2a® o

40 —dob  4ala—b) 2(a—b)
Hemos dividido 2 y 4 entre 2 y o? y a entre a.

Ax?y?

(2) Simplificar W—%xay‘

Factorando:
Ax2y® B dx3yd _ 1
24x3y3 — 36x%ys  1233(2—3y)  3x(2 - 3y)
x2—5x+6
( Simplificar ———.
3) Simplificar —
x’—Sx+6_lx—2]{x—3]_x—:_!
2ax—6a  2alx—23) 2
(4) Simplifi e
r 8
MPear e +120 + 9
8o*+27 _ (2a+3)(4a2—6a+9) _ do® —bo+9
4 +120+9 (20 +3)? %43
a® — 25a
(5) Simplificar — .
5) Simplificar 2% + Ba% — 100
a® — 25a _ ala* — 25) E{a+51[u—5] _ a—>5

205+ 80 — 100 20(c® +40—5) 2ala+5)a—1) 2(a—1)



SIMPLIFICACION DE FRACCIONES

® 199

2xy — 2x + 3 — 3y
18x3 4 15x2 — 63x
2y —2+3—=3 uy—1)+31—-y) (y—1)2x=3) _  y—I

18x3 + 15x2 — 63x  3x(6x2+5x—21)  3x(3x+7)(2x—3) (3 +7)

(6) Simplificar

3x® — 12x — x?y + 4y
xt—5x8 — 142
30 12—yt dy _ (3 —4)(3x—y) _ (x+2)x—23x—y) _ ls— 2% —)
=5 =1 R —5x—14) R(x—7)(x+2)  x—7]

(7) Simplificar

R.

(@2 —1){a? + 2a —3)
(a2 — 26+ 1)(a? + 40 + 3)
e =1)(a*+2—3) _(a+N)a=1)a+3)@=1) _
(0% —2a + 1)[a® + 40 + 3) (@=12(a+3)(a+1)

(8) Simplificar

x84 —5x+3
x4 —2x2 4+ 9x —9

(9) Simplificar

Descomponiendo por evaluacién se tiene:
x4+ x2—5x+3 (x—1)(x—1){x+3) x—1

B — 22+ 9% —9 (x—1)(x+3)x2—x+3) «—x13

EJERCICIO 119

Simplificar o reducir a su mds simple expresion:

3ab g 15a*bn—45a*bm 15 2ax+ay—4bx—2by
2a%x+2a® © 10a%b*n—30a%b*m  ax—4a—2bx+8b
2_nm2 = —6h2
oo g == 16. Lt L, il
3x2y—3xy? x2+2xy+y? a’x—6a2bx+9ab?x
2, 2 2
4 2ax+4bx. 10. 3x y+15xy. 17 m+n-
3ay+6by x2—25 mi—n?
" — 2__ 2 a a
4 * 2x—3 1. @ 4ab+4b' 18. x84y .
x—3 a*—8b* (x-+y)?
253 8 2 —ni2
5. 10ab3¢ _ 19. % +4x 21x. 19. (m n)'
80(a®—ab) x8—=0x m2—n?
2 2 — — a8
e Rl 20. &%
Hax+10a 15x2—T7x—2 ad—x3
2__ —15 a 22—
g 224 W =t g 220
x2—Hx+6 at—ad+a—1 a*—Ta+10




22.

23.

24.

25.

26.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

36.

37.

38.
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(1—a*?
a?+2a+1"
a4.b.2__a2b4
T oat—bt

x2_),2

xs_},sf
240%b+8ab?
36at+24a3b+4a2b?

nd—n
n2—5n—6
8ni+1
a2—(b—c)?
(a+bp—(c—dy
3x34-9x*
x2+6x+9
10a%(a3+b®)
6at—6a’b+6a2b?’
a(4a*—8ab)
x(3a%—6ab)
x5—6x2
x2—12x+36
(x—4y)*
x5—64x2y“.
x3—3xy?
min+3m2n-+9mn
e
x4—8x2+15

39.

41.

45.

46.

47.

48.

49.

b1.

b2.

3x2+19x+420
6x2+17x+12°
4a*—15a*—4
“a—8a—20
125a-+at
2a%+20a%+50a’
a*n*—36a?
an*+an—30a"
3m2+5mn—=8n?
m8—ns ’
15a%b—18a%b
20ab2—24ab?
9x2—24x+16
9xi—16x2
16a%x—25x
12a%—7a*—10a’
8xt—xyd
3an—4a—6bn-+8b
6n2—5n—4
x4—4922
x3+2x2—63x
xix—xdy-y
2x3-+6x2—x—3

a*m—4am+a*n—4an

a*—4a%—12a?
4a®—(x—3)2
m—am-+n—an
1—3a+3a2—a®
6x2+3
42x3—9x8—15x

b6.

b7.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

66.

67.

68.

70.

1.

72.

a*—a—1+a
8x3+12x2%y+6xy>+y?
Bx2+xy—y? ’
8nd—125
25—20n+4n?
6—x—x2
15+2x—x2
3+2x—8x2
4+5x—6x2
m*n*+3mn—10
4—dmn+m?n®
x34x%y—4b?x—4b%y
4b2—4bx+x2
x64-x3—2
(x2—x—2)(x?—9)
(x2—2x—3)(x2+x—6)
(a*—4a+4)(4a%—da+1)
(a*+a—6)(2a*—5a-+2)
(x3—=3x)(x*—1)
(x4 +x84x2)(x2—1)
(4n?+4n—3)(n*+Tn—30)
(2n2—Tn+3)(4n2412n+9)
(—yxty)
(PNt Ty )
x34-3x%2—4
x34x2—8x—12
x3—x2—Bx+12
x4 —2x3—Tx2420x—12
x4—Tx2—2x+8
x4 —2x3—9x24+10x+24
a"—gt—a?+1
a*—2a*—6a*+4-8a*+-5a—6
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SIMPLIFICACION DE FRACCIONES. CASO EN QUE HAY
QUE CAMBIAR EL SIGNO A UNO O MAS FACTORES

‘ Ejemplos

2a—2b
3b—3a"

(1) Simplificar

(2)

(3)

(4)

) 20—2b 2(a—b) 2(a—b) 2
Descomponiendo;: ———— = — _-_— = :

3b—3a 3(b—oa) 3(a—b) 3

Al descomponer vemos que no hay simplificacién porque el factor (@ — b) del
numerador es distinto del factor (b — a) del denominador, pero cambiando
el signo a (b —a) se convierte en (o —b) y este factor se cancela con el
(a —b) del numerador, pero como le hemos cambiado el signo a un factor
( nimero impar ) hay que cambiar el signo de la fraccién, para que ésta no
varie y por eso ponemos — delante de la fraccién.

Simplificar o =lo .
I—3y—x2+xy

ax®* —9a HO[X+3}{X_3}_O[I+3HX—3]_ alx+ 3)

3x —3y —x%+xy T x— yl{f:t_} o (y — x]_[-;; 3) y—x

Le cambiamos el signo al factor (3 — x) convirtiéndolo en (x — 3] que se can-
cela con el (x — 3) del numerador, y también le cambiamos el signo al factor
[x —y) que se convierte en (y —x). Como le hemos cambiado el signo a
dos factores (nimero par) el signo de la fraccién no se cambia.

Si le cambiamos el signo solamente a (3 — x] hay que cambiarle el signo a
la fraccién, y tendremos:

_ax’-—9a___q[x-l—_3}{_x_—3}_ alx+3)(x—3)_  alx+3 i
I=3y—xttxy  (x—yl3—x (x = y)(x—3) =
Ambas soluciones son legitimas,
2% +a—3
SimplifimrL
1—d®
2?+a—3 _ (20+3)fa—1) _  (2a+3)a—1) _  29+3
1—a® (1—a)(l+a+a?)  (@—1)(1+a+a¥ 14+a+a®
x2—4x+ 4
Simplificar ———.
implific e
KRB—dx+4  (x—27  (x—27 (x— 21 x-

HP—xt  xd—x2) R2+x)2—x)  B2+x)(x—2)  xx
Aqui le cambiamos el signo al factor (2—x) y a la fraccién.
También, como la descomposicién del trinomio cuadrado perfecto x* — 4x + 4
puede escribirse (x —2)? o (2 — x)?, usando esta dltima forma, tendremos:
B=dx+4  P2=xpp 2T=x
HZ—xd X224 x)(2—x) *(2+x)
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B EJERCICIO 120

Simplificar o reducir a su mds simple expresion:

- . 2 252
1 4 4:x' 1. 9—6x+x . 91. (x—y)2—z .
6x—6 x2—Tx+12 (y+z)2—x*
2_p2 2__p2 2
g &0 g 2P o8 . Bab
b2—a? bi—q? bd—ad—bc+ac
2_n2 s W —5\3
g mn 13. 3ax—3bx 6a+6b. 23. (x—5) .
(n—m)? 2b—2a—bx+ax 125—x3
s 2—y8 —G—6x?
i xP—x 12. 14, @?—x . 2. 13x—6—6x ]
"16—x? x%—ax—3x+3a 6x2~13x+6
2 3y—6x 15 3bx—6x 25 2x3—2xy24-x2—y?
. . . . . g
2mx—my—2nx-+ny 8—b3 2xy24+y2—2x8—x?
8_gu_ —a)? 20— 45x02—20x3
6. 2x2—9x 5. 16. (1—a) . 26. 30x*y—45xy 20x.
10+-3x—x? a—1 8x34-27y"
- A —Oxn? —n8—n?
7. 8—ad - 1. 2x3—2x2y 2xy- 97. n+l1—n—n .
a*+2a—8 3y3+-3xy?—3x%y né—n—2n24-2
. a*+a—2 . 8. (a—Db)® : 28, (xmz)z(x'*‘+x—'l2)
n—an—m-+am (b—a)? (2—x)(3—x )*
9 dx2—dxy-+y? 19 2x2—22x+60 29 5x3—15x%
© By—10x C 75—8x2 . 90x%y2—10x5
3mx—nx—3my+ny 6an?—3b*n? (x2—1)(x%—8x+16)

5 L — 30.
ny*—nx?—3my?+3mx? bi—4ab?*+-4a? (x2—4x)(1—x2)

10.

@9 SIMPLIFICACION DE FRACCIONES CUYOS TERMINOS
NO PUEDEN FACTORARSE FACILMENTE
REGLA

Hillese el m. c. d. del numerador y denominador por divisiones suce-
sivas y dividanse numerador y denominador por su m. c. d.

Ejemplo o XS — 2y 58— x84 23 — 5y
lif = :
Simplificar R G

Hallando el m. c. d. del numerador y denominador por divisiones sucesivas
se halla que el m. c. d. es x(x* —2x + 5) = x* — 2x* + 5x.

Ahora dividimos los dos términos de la fraccién por su m. ¢. d. x* — 2x? + 5x
y tendremos:

x% — 2x5 4 5x — x8 + 2x% — 5x

o (X8 =20 45t = 2P = Sx) (20— 8] -1

(X0 — 2%+ 6x — 26+ Bx ) + (X — 2B+ 5x)  oF 4]
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B EJERCICIO 121

Simplificar las fracciones siguientes hallando el m.c. d. de los dos
términos:

1. a*—ax+a*x?—ax?® ) 7. 1—x—x8-x4
a*—adx—2a2x24-2ax3 1—2x—x2—2x34-x4

2 x*+3x3+4x'~’—3x—5. 8. 2m5+2m2n—mn2—n3.
x4 4+3x3+6x2+3x+5 3m3+-3m2n+mn +n?

3, 2axi— axg—ax2—2ax+2a. 9. 6a°+3at—4a®—2a%+10a+5
3ax*—4ax3+ax*+3ax—3a 3a8+-Tat—a2+15

4 ﬁx5—13x2+18x—8. 10. 5x8—10x4+421x8—2x+4
10x3—9x2+11x+12 3x0— 6xi+11x%+2x—4

5. Xi—2etytlxlyl-nyt 11 n—3nS—nii3ns+Tn2—21n
2x4—5x3y+4x2y2—xy8 nd+2n5—nd—2nd+Tn+14n

6. 2a5—a4+2a3+2a2+3. 12. a"+2a°—5a5+8a*+a“+2¢12—5a+8'
3a%—a*4-3a*+-4a%+-5 a%4-2a%—5a*4+-10a*+4a*—10a+16

Il. REDUCIR UNA FRACCION A TERMINOS MAYORES

Se trata de convertir una fraccién en otra fracciéon equivalente de nu-
merador o denominador dado, siendo el nuevo numerador o denomi-
nador multiplo del numerador o denominador de la fraccién dada.

2
(1) Reducir % a fraccién equivalente de numerador éa®.

2a ba*

3b

Para que 2a se convierta en 6a® haoy que multiplicarlo por éa? -+ 2a = 3aq,
luego para que la fraccién no varie hay que multiplicar el denominador por
3a: 3b X 30 =9%ab, lvego

E jemplos

2a 6a”
:']_E ‘H{?l'_lb-

La fraccién obtenida es equivalente a la fraccién dada porque una fraccién
no varia si sus dos términos se multiplican por una misma cantidad.

5
(Z) Convertir Yol fraccién equivalente de denominador 20a%y*.
Y
5

ﬁ Bl 20a*y? 3

Para que 4y8 se convierta en 20a?y* hay que multiplicarlo por 20a%y* + 4y® = 5a%y,
luego para que la fraccién no varie hay que multiplicar el numerador por 5ay:

5 X 5a%y = 25a%, luego 2
5 25a*y

45 203"
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X —

(3) Reducir

X —

=2

x—3 xt—x—6

3 a fraccién equivalente de denominador x%— x — é.

Para que x—3 se convierta en x*—x—6 hay que multiplicarlo por
(x*—x—6)+(x—3)=x+2, luego el numerador hay que multiplicarlo por

x4+ 2, y tendremos:
%2 {2 lx+ 2}

- EJERCICIO 122

Completar:
AL
2a 4a?
g o _20a
9x*
g B
ab* 2a*b?
a B _Saiyh
8y
g ¥
5n%  bHn®
g. 2T _ __
5 15
e S—
x—~1 x2—x

I1l. REDUCIR UNA FRACCION A EXPRESION

ENTERA O MIXTA

x—3 x2—x—6
g A _
a+2
9 3a
a+b  a*+2ab+b2
7 . )
x+3  x*45x+6
3
11, 2 _24
x+a
w 1
6 12
2
183. oxX -

14.

a—b  a*—02"

x—5 3x2—-1bx

a

xX*—x—46

x2—4
R.
15 2% ,
2x+y  dx?4-4xy+y?
z__ r
16. az+3 _x 9_
x+1
i7. c = .
a+1 a*+1
T . S
3x 9x2y
i -
T A B ' 3
x+1
20. 470 .
Ta*  63a*b
21. x+1

x+5  %943x—10

Como una fraccion representa la division indicada del numerador en-
tre el denominader, para reducir una fracciéon a expresiéon entera o
mixta aplicamos la siguiente:

REGLA

Se divide el numerador entre el denominador.
Si la divisién es exacta, la fraccién equivale a una expresion entera.
Si la division no es exacta, se continiia hasta que el primer término
del residuo no sea divisible por el primer término del divisor y se anade
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al cociente una fraccién cuyo numerador es el residuo y cuyo denominador
es el divisor.

- 8 0,2
E] emp lOS (1) Reducir a expresién entera %

X

Dividiendo cada término del numerador por el denominador, se tiene:

48 —2x2 4x3 2
—_—=———=2%—x. R

2x 2x 2x
3a® — 1202 — 4
3a i

Dividiendo el numerador por el denominador:

38 —1202—4 | 3a
- 3a? a® —4a
—12a2—4
12a® —4
= 33 =120 —4=0?*—da+ —.
=vd 3a

(2) Reducir a expresién mixta

Cambiando el signo al numerador — 4 y ‘cambiando el signo a la fraccién,
tendremos:

4
TR, X S SR e TN
3a® —12a* —4=0a“—4a

6x3 —3x2 —5x+3

(3) Reducir a expresién mixta

Ix2—2
6x3 —3x2—5x+3 [ 3x2—2

— 6x8 + 4x 2x—1

—3x2— x+3

3x2 -2

— x+1
Taiid 6x3-—3x2—.5x+3_2x_]+—x+\
endremos: 3 —2 = -—_3x2—2

Cambiando el signo al numerador (a cada uno de sus términos) y a la frac-
cién, tendremos:

6x® —3x®* —5x+3 x—1_
: RN 5T ={/p
32 —2 a2
- EJERCICIO 123
Reducir a expresion entera o mixta:
i Ga“—lﬂaz. g 9x3y—6x2y’2+3xy3- 3. x‘-’+3‘ 4 10a2+15a—2

2a ' 3xy x ba
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5. 9x3—6x2+3x-—5- 9. xa—x2—-6x+l' 13. x*—iix?—Bx.
3x x*—3 x4—2
2—Hx— Jx3+dx2y+2xy2—6y? 10n3—18n2—5n-+3
6. LS ﬁx. 15. 10. x94x"y+2xy°—by 14 i
x+2 3x—2y In2—3n+1
7 12x2—6x—2- 11. 2x3—7x2+ﬁx—8. 15. 8&:‘ :
4x—1 2x2—x+1 4x*+-5x+6
548h8 49,31 42 6mo+3min
e Lo gy PEROAE .
a-+2b a’—a+1 3m3—mn2+4nd

IV. REDUCIR UNA EXPRESION MIXTA
A FRACCIONARIA

REGLA

Se multiplica la parte entera por el denominador; a este producto se
le suma o resta el numerador, segin que el signo que haya delante de la
fraccién sea + o —, y se parte todo por el denominador.

La fraccién que resulta se simplifica, si es posible.

E]enlplﬂs I (1) Reducir x—2+

a fraccién.
e x_
3 (x—2)(x—1)+3 x2—3x+2+3 x*—3+5
x—1 x—1 x—1 x—1
2+b2
(2) Reducir a+b— a a fraccién.
d=
a?+b? (a+b)la—b)—(a*+b*) o*—b*—o>—b" 2b*
e = = et
a—b a—b &—b g—b
IMPORTANTE

Obsérvese que como la fraccién tiene signo — delante, para restar el nu-
merador o + b? hay que combiarle el signo a cada uno de sus términos y
esto se indica incluyendo a® + b* en un paréntesis precedido del signo —.

x4+ 5x2—18

(3) Reducir x+1—————— a fraccién
x*+5x+ 6
e x3+5x2—18_{x+1][x2+5x+6}—{x“+5x2—13]
* Bt xE+ Sx+ 6

_x3+6x2+11x+6—x3-—5x"'+18_x"‘~+-11x+24_lx+8]{x+3}_x+8
n x? + 5% + 6 T 2+5x+6  (x+3)(x+2) x+2




EJERCICIO 124 REDUCCION A FRACCION @ 207
Reducir a fraccion:
4a 3 Tab*—b?
8. x+2— 2 . a*43ab b4 — 1
L R 15. a*+3ab—-b*+ =
n* x2—6x X342
s 9. x*—3x— 16. -—(x41).
e m x+2 x2—x+1 ( )
e x3—=2x341
5— " 17. —_—
HegD x=2 W Ak x—y wtd x=—dx 413
3atb+3ab?
G+ ab . 11' d’nn +ﬂl—2n 18- +—-—,—““—.
a+b m—n a2—b?
1—a? Hax—Gx* x3=27
3. 12. 2a—3x— g L
2 +a—3 2a—3x s X S oab
2 2a%—11a+9
1—ﬂ+x : 13. m*—2m+4— =2 20. o*—3a+bht—m
a—x m-+2 a*+a—2
9
7. 2a+x_1‘ 14, xﬂ—;}x—:}x(xjh—)n
a+x x—92

V. REDUCCION DE FRACCIONES AL MINIMO
COMUN DENOMINADOR

REDUCIR FRACCIONES AL MINIMO COMUN DENOMINADOR es

convertirlas en fracciones equivalentes que tengan el misio denomi-
nador y que éste sea el menor posible.

Para reducir fracciones al minimo comuin denominador se sigue la si-
guiente regla, idéntica a la que empleamos en Aritmética:

REGLA

1) Se simplifican las fracciones dadas, si es posible.

%) Se halla el minimo comin miltiplo de los denominadores, que
sera el denominador comin.

3) Para hallar los numeradores, se divide el m. c. m. de los denomi-
nadores entre cada denominador, y el cociente se multiplica por el nume-
rador respectivo '

-

20"

| E]emplos (1) Reducir —— al minimo comin denominador.

4x*

o |N

Hallamos el m. ¢ m. de a, 20" y 4x% que es 40°x”. Este es el denominador
comUn. Ahora dividimos 4o%x* enfre los denominadores o, 2a* y 4x? y cada
cociente lo multiplicamos por su numerador respectivo, y tendremos:
A y 2 2 X 4ax*
40°x* < a = 4ox* — T e—
a 4o-x=

Bax*®

4a*x®
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JET T - 3 3 X 2x2 6x*
xX= = Jda==2x —_—= - - .
2a? 4o x? 4a?x*?

Aot e = g2 .5_: _5*‘?2_: 50.? .
4x? 4a®x? 4a?x?
Las fracciones, reducidas al minimo comin denominador, quedan:
“Bax® & 6 5a®
4%’ 4o’ datx®
Estas fracciones son equivalenfes a las fracciones dadas porque no hemos he-
cho més que multiplicar los dos términos de cada fraccién por el cociente de

dividir el m. c. m. entre su denominador respectivo, con lo cual las fracciones
no se alteran (176).

1 -1 2x—3
(2) Reducir —, x .

= , —— al minimo comin denominador.
3Ix* bx 9x

El m c. m. de 3x2, 6x y 9x® es 18x3. Este es el denominador comin.

1 1xX6é é
Tendremos: 18x® + 3x® = 6x —= b P
3x* 18x# 18x3

s s ol Selam] 9 Sy
6x 18x® 18x*
Hx—3 _2(%—3) 4x—6

18x% + 9x* = 2 o S S
Pt 18x3 18x%

6x 3xB—3x 4x —6
183" 18x® " 18x®
a—b 2a 3b

(3) Reducir 5 TR i al minimo comin denominador.

Hallemos el m. c. m. de los denominadores, factorando los binomios:

ab=ab -
ab+b2=b(a+b) m.c.m.=ab(a+b)
a®?+ab=ala+b)

Ahora dividimos el m. c¢. m. ab(a + b} entre cada denominador o lo que es
lo mismo, entre la descomposicién de cada denominador:

ab (a + b) a—b (a—b)le+b)  o*—b?
PO L R (R e
abla+b) 2a 2a X a i 2a?
blatb) ab+b*  abla+b)  abla+b)
abla+b) _, B %xb  _ 3
ala+b) o>+ ab ab(a+b) ab(a+b)



o

10.

11.

12.

REDUCCION AL MINIMO COMUMN DENOMINADOR @ 20%

+3 2 + 4
(4) Reducir x, = ) -

¥—1" x2-3x+2 x¥tx—2
Hallemos el m. c. m. factorando los denominadores:

2—1=(x+1)x=1) o E—

4+ 3x+2=(x+2)k+1)  [mem=(x+1)x=1)x+2).
24+ x—2=(x+2(x—1) ¥

Dividiendo el m.c.m. (x -+ 1)(x—1)(x -+ 2) entre la descomposicién de cada
denominador, tendremos:

al minimo comin denominador.

{x+l][x—1]{x+2}=x+2 x+3: (x+3)(x+2) =___xf'+51t+6____-
(x+1)(x—1) E=1 (x+1)(x=1)(x+2) (x+0(x—1)(x+2)
(x+1)(x—1)(x+2) 2 o 2xlx=1] e e AR DN TN
R - IR LR 1) x—NJxt2) AEENlx—DxA2)
A1) x=1)x+2)_  x+4 _ (x+4)(x+1) _ x+5x+4
(xF2)x=1}" " Webkx—2 Ax+V)x=T1)[x+2) (x+N{x—1)x+2]

- EJERCICIO 125

Reducir al minimo comin denominador:

g 2 w = 4 % 2 _x_ ¥l
b ab x¢—1" x*—x—2 2 5x+15 10x+30
i’ 4 ‘ 14. a—3 ﬂ 26. 2%x—-1 3x+1 4x+3 )
2a° 3ax 4(at5) 8 x+4’ 3x+12" 6x+24
2 o, P ) 8 2, = L
2x% dx  8x3 3(a—x) 6 a+4  9a*-25 3a—H
E_x_' L' i 16. 3 2 x+3 28. x+1 x+2 3x
ab?  a*b’ ot x2 x' xP—x x2—4  x24x—6 x24+5x+6
o1 ox 17. 1 a b 29. a+3 ba
6x2" 9xy’ 12y’ 2a+20" 4a—4b" 8 a*+a—20" a*—Ta+12’
a=1 5 a+2 18. X y 3 a+1 '
3a " 6a a® xy' x'*‘-l-xy’ xy+y‘-" a*+2a—=15
Xx=y x+y _ ie 2 1 a g9, 4+l 2a 1
_— . B, . 2 A 3 . s s .
x%y  Jxy? a*—b?" a4ab  a*—ab a*—~1" a*+a+1 a—1
m+n m—n 1 20. 3x x* x3 : 31. 1 ’ 1 ) 2
2m " Hmin’ 10n? x+1" x—1 x2—1 x—1 x8~1 3
atb a—b a*+b* a1 1 m n 22, 3 b
6 2 ' 3b? mi—n? m24+mn mi-mn 2a24-2ab’ a*x+abx’
2n—b' 8b—a a—3b o, ntl n—1 ni+l 1
3a* ab? " 9 n—1" n+1’ n2-1 4ax?—-4bx?
?_’ 3 ) 23, a”—-b'*" a2+b2| at+bt 33 _1 a+1 3(a+1)l
5 x+1 az4+0% a?—b% at—bt a—1" (a—1)* (a—1)
a b 4. 3x  x-1 1 34 2x—3 3 2x=1

at+b’ a2—b?’ x—1 x+2° x24x—2° 6x2+T7x+2" 2x+1 6x+4



PROPAGADORES EUROPEOS DE LA MATEMATICA
HISPANO-ARABE (Siglo XIll) La matemitica his-
pano-irabe se introdujo en Europa a través de las
traducciones que hicieron numerosos eruditos que se
trasladaron a las universidades #érabes de Cérdoba,

OPERACIONES CON FRACCIONES

I. SUMA

Sevilla, Toledo, etc. Se destacaron como traductores:
Juan de Espaia, que puso en latin las obras de Al
Juarismi; Juan de Sacrobosco o Hollywood, que tradujo
diversos tratados; y Adelardo de Bath, el mas distin-
guido de éstos, que dio una versién latina de Euclides.

armuo X1V

@REGLA GENERAL PARA SUMAR FRACCIONES

1) Se simplifican las fracciones dadas si es posible.
2) Se reducen las fracciones dadas al minimo comun denominador,

si son de distinto denominador.

3) Se efectian las multiplicaciones indicadas.

4) Se suman los numeradores de las fracciones que resulten y se par-
te esta suma por el denominador comin.

) Se reducen términos semejantes en el numerador.
6) Se simplifica la fraccién que resulte, si es posible.

SUMA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES MONOMIOS

i E jemplos

a—2

(1) s iy N,
t.umar2 y

602

Hay que reducir las fracciones al minimo comin denominador.

210
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El m. ¢. m. de los denominadores es 6a2. Dividiendo éa® entre los denomina-
dores, tenemos: 6a% +2a=23a y 6a®+ éa®> =1. Estos cocientes los multipli-

camos por los numeradores respectivos y tendremos:

3 a—2 3 30} o2 2 %o o2

2a  6o* 6a® 6a* 602 ba*
9a+a—2 10a—2

{sumando los numeradores) =

ba®  ba®
2(5a—1 S5a — 1

(simplificando) = [ oot J= = R.
a 3a®

x—4a ) n—2 1
2ax Sx* 10x

El m. c. m. de los denominadores es 10ax®. Dividiendo 10ax* entre cada de-
nominador y multiplicando los cocientes por el numerador respectivo, tenemos:

x—4a x—2 1 __Sx(x—4a]j—20[x—2]+cx

(2) Simplificar

2ax 52 10x 10ax?
o 5x* — 20ax + 2ax — 4a + ox
(multiplicando) = ———— —
10ax?
5x* — 17ax — 4a
(reduciendo términos semejantes) = ————————. K
10ax*
@ EJERCICIO 126

Simplificar:
1. x—2 +3x+2- 6. i+i+3. 11. m—n +n—a 2a—m-

4 6 m: mn m mn na am

2 1 — 2 —x3
2 —t+— e PR e T W M e ]

5a*  3ab 2x x2 3ax? 3x Hx? 9x3
3. a—2b b— 8. 2&—3+3x+2+ x—a. 3. _1_ b2—q? ab+b2-

15a Zi]b 3a 10x  bax ab . ab? ah?
4 a+3b a*b—4ab* 9 3  x+2 x242 14 a+3b 2 2a—3m 8

3ab 5a2b% 5 2x 6x2 " ab am a
5. a—1  2a 3a+4' 10. x—y +2x—|—y +y—-4x.

3 6 12 12 15 30

SUMA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS

‘ Ejemplos . o 1 1 1

(1) Simplificar -4 .
PIlcar 3 =2 T =1
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Hallemos el m. c¢. m. de los denominadores, factorando los binomios:

Ix+3=3(x+1)
x—2=2(x—-1) mem: 6(x+1)(x—1).
2=1= (x+1)(x—1)

Dividiendo el denominador comin é (x4 1)(x — 1) entre cada denominador,
o lo que es lo mismo, entre la descomposicién de cada denominador, y multi-
plicande cada cociente por el numerador respectivo, tendremos:

1 + ! + 1 2(x—=1)+3(x+1)+6
N+ =2 1 bl THx—1)
i ide 2x—243x+3446
(multiplicando ) = ———
6(x+1)(x—1)
(reduciendo térmi ‘o w+7
reduciendo términos semejantes ) ~ias s

] - 6
(B sipitea 2ty T8 . gde,
a*—4 o?—a—6 a®*—5a+6

Hallemos el m.c. m. de los denominadores:

a*—4=(a+2)(a—2)
2—a—6=(a—3)(a+2) m.c.m: (a+2)(a—2)(a—3).
—5+6=(a—3)(a—2)

Dividiendo el denominador comin (a+2)(a—2)(a—3) entre la descom-
posicién de cada denominador, y mulhpllccndo los cocientes por los nume-
radores respectivos, tendremos:

o=l @=2  o+¢ _(e=llle=3)+la=2F+(a+2)la+6)

2—0—'6 02-—-50+6_ [a+2:||:d—?}[0—3}

- — 4a+3+ o~ —da+ 4+ a* + 8a + 12

( multiplicando ) = —— i — -4+ a*+8a+12
(a+2)(a—2)(a—3)

a

a’—4 a

R —_—_— da* + 19
(reduciendo términos semejantes ) = (—4]lo—3]
@ EJERCICIO 127
Simplificar:
L. 1 1 _ 5. m+$ i m+2. 9. 1 ; =y .
at+l a—1 m—3 m—2 3x—2y = 9Yxi—dy*
9 i 83
2. . g X  * WG anal
x+4  x—3 x—y = x+y x+3a  x*—9a?
g 2 4 % ., y X 8L . BT
1-x  2x+5 x2—1 = (x—1)? 1—~62 " 1+a?
4 X % 8. 2 3x 12. 2 2

x—y x4y x—5 ¥ x2—925 at—ab K ab+b?’



13.

14.

15.

16.

18.

19.

20.

21.

SUMA DE FRACCIONES (=] 2]3

ab a 29 x+1 x—3 x—2
=L : . + :
9a2-—-b? * 3a+b 10 + 5x—10 2

1 1 x+5 x+4 x—3
O, O . B 23. : g
a*=b?  (a—b)? Fre—10 | rix—15 t A roxt20

3 2 02
- & — 24. 1 i < 1—-2x X -
x24+y? - (x+y) x—2  x3—8 = x24-2x+4

2x +a+x 5 a = 25. 2 + a & a+1 -
a*—ax  ax  ax—x a+1  (a+1)? ' (a+1)®
3 x—1 4 x+8 . 26. 2x x 41 1 '
2x+4 2x—4 x?*—4 3x2+11x+6 x2—9 3x+42
1 1 x+3 7 x2—4 1 3
x+x2  x—x2  1—x? x3+1  x+1  x2—x+1
x—y X+ 4x )

L 2 e 1.~ 1 &l .
x+y  x—y x*—y x—1  (x—=1)(x+2) (x—=1)(x+2)(x+3)
a—5 a*—4a—5  a*+2a+1 Ix2—5x—3  2x2—3x—2 x2—bHx+6
3 2 1—8ba a—2 a+3 a4+l
= . 30. + :

a i Ha—3 ¥ 25a%—9 a—1 a+4+2 a—3
RESTA

REGLA GENERAL PARA RESTAR FRACCIONES

si

1) Se simplifican las fracciones dadas si es posible.

2) Se reducen las fracciones dadas al minimo comin denominador,
tienen distinto denominador.

3) Se efectian las multiplicaciones indicadas.
4) Se restan los numeradores y la diferencia se parte por el denomi-

nador comiun.

5) Se reducen términos semejantes en el numerador.
6) Se simplifica el resultado si es posible.

RESTA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES MONOMIOS

. .
E]em'plos (1) De el restar M
3a 6a*b

El m. c. m. de los denominadores es 6a2b. Dividiendo éa®b entre cada deno-
minador y multiplicande cada cociente por el numerador respectivo, tenemos:

a+2b 4ob®>—3 2ab(a+2b) 4ab®—3
3a 6ab 6o éab
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;s 2a%b + 4ab®  4ab?—3
( multiplicando ) =—— ... :

ba’b éab
o dores) = 22%b + Aol = (dab? ~3)

restando los numeradores ) = b

) _ 2a®b + 4ab? — 4ab® + 3

(quitando el parénresis)= ———— — ——
6a’b

2a°b + 3

(reduciendo ) = - R.

6a*h
IMPORTANTE

Obsérvese que para restar 4ab® — 3 del primer numerador hay que combiar
el signo a cada uno de sus términos y esta operacién la indicamos incluyendo
4ab? — 3 en un paréntesis precedido del signo —.

x—1

x+2
de .
x* 3x

(Z) Restar

El m. c. m. de los denominadores es 3x%, que serd el denominador comdn.

=1 wh?2_xlx=T)_3{x+2)

Tendremos: -
3x x2 3x® 3x2
(multiplicando) X=X 3x+6
multiplicando ) = — e
B 3x? 3x®
2 — —(3x+6
(restando los numeradores ) = oy —i ]'
3x2
x*—x —3x—6
[ quitando el paréntesis) = =
32
X2 —4x — 6
(reduciendo)=——-——* R

3x=
*+3x—2 2x+5

(3) Simplificar 5 =

En la préactica suelen abreviarse algo los pasos anteriores, como indicamos a
continuacién.

El m. c. m. es 4x2.
x*+3x—2 2x+5 2(x2+43x—2)—x(2x+5)
2x2 W 4x - 4x*% e
2x2+6x—4—_2x2—5x_

4x2 Tk

( multiplicando ) =

x — 4
(reduciendo)=——. R.
4x*

Obsérvese que al efectuar el producto — x(2x+5) hay que fijarse en el
signo'— de la x y decimos: (—x)2x = —2x% (—x) 5= — 5x,



RESTA DE FRACCIONES ] 2]5

®» EJERCICIO 128

Simplificar:
1. x—3 x+2- " a—3 4—3ab"’- 7. x=1 x—=2 x+3'
4 8 5ab 3a2b® 3 4 6
9. a+5b b—3- 5. 2a+3 a-—2- 8. 8 2a+1 ﬁ_
a® ab 4a 8a 5 10a 20a*
3. 2 ___Lﬁ_ 6. y—2x x—3'y- 0. 3 x=1 x2+2x+3
3mn?  2m®n 20x 24y bx  3x? 15x8
o L BB b

RESTA DE FRACCIONES CON DENOMINADORES COMPUESTOS

(1) Simplificar — o

Ejemplos I a 1

Hallemos el m. c. m. de los denominadores:

ab—b2=b(a—F)
b =b m.c.m: b(a—b)

Dividiendo b(a—b) entre la descompdsicién de cada denominador y multi-
plicando cada cociente por el numerador respectivo, tenemos:
a 1 _a—(a—b)_a—a+b_ b __ 1 2
ab—b%2 b bla—b) bla—b) bla—b) ao—b

1 1—3x
x—x2 x—»xb
Hallemos el denominador comin:
x+x2=x(14+x) moe.m: x(1+x)(1—x)

x—x2=x[1—x )
x—x3=x{1—x2)=x(14+x)[1—x)

2
(2) Simplificar e
i x + x2

Dividiendo x(1+ x)(1 —x) entre la descomposicién de cada denominador,

tenemos:
2 1 1—3x _ 2(1—x)—(1+x)—(1—3x)
x+x2_x—-x2_x—x3- _xIl_-i-m_—_:J_ i
:2—2x—1—x‘—1+3x___ 0 —0
x(1+x)(1—x) x(1+%){1—x)

Al reducir los términos semejantes en el numerador, se anulan todos los tér-
minos, luego queda cero en el numerador y cero partido por cualquier can-
tidad equivale a cero.
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4x2 —1 (x+1) x+3

22—8 xAAx+4 x—2

Hallemos el denominador comin:
2E—8=2x2—4)=2(x+2)(x—2)

24 4x +4= (x +2)? mem: 2(x+22(x—2.
x —2= (x —2]

(3) Simplificar

Dividiendo 2 (x +2)?(x — 2) entre la descomposicién de cada denominador,

tenemos:
=1 (xH1P x+3 (x+2)(42—1)—2(x—2)x+12—2(x+2]2(x+3)
22 —8 xP+dx+4 x—2 2(x+22( x—2)

(x+2) (4 —1)=2(x—2)(x2+2x+1)— 2 (x2+ dx+4)(x +3)
T 2(x+2R(x—2)
463+ 8Bx2 —x—2—2(x*—3x—2)—2(x*+7x2+ 16x+ 12)

T ole 2R lx—2)
448X — x —2— 2 +bx+4— 2 — 1dx®—32x — 24
o C2(x+2P(x—2)

— 6x2 —27x — 22 x>+ 27x + 22

{reducnendo]=2“[x+212{x_2}: 2(x+2P(2—X)

- EJERCICIO 129

1. De L réstar —, 6. Restar —— de L1
x—4 x—3 x—x2 e
2. De 2" yestar i 7. Restar —— de a—l—x"
m-+n m—n a*—x* (a—x)*
2 B 2F seatas ST, & Rewar—— e I
1+x 1—x 12a+6 Ga+3
4. De al restar b;a._ 9. Restar i de — i B
a*+ab ab4-b2 a?+a—12 a’*—6a+9
2 2 2 — 2
B i S0 sty T AA 10. Restar b e 2 higp LA
m—n m2—n? a+3b a*—9b*
Simplificar:
11. ‘x %+l . 14, x—=1 x+2- 17. 20—3 ~ a—1 '
=1  (E=A)? 4x+4 8x—8 6a+9  4a*+12a+9
.t .. = 5. % _1 T, S
a?—b3  (a—b)? xy—y* y x* x4l  xF=x+l
13, x+3 1 16. b b 19. o1 1 1

6x*+x—2  dx—dxt1 @b  a*+ab a+a 2a—2 2a+2



21.

22.

24.

i
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1 1 1 ) 2. 3 x4+2  1-9x
4a+4 8a—8 12a%+12 X24x41  (x—1)*  (x3—1)(x—1)

IO BT oy o, 1
xI—xy X x—y ad—b3  2a24+2ab+2b* 2a—2b
_e _1_1 | 27. 3a _a—1 ~ 10a—1
a*+ab a atb 20*—2a—4  4a*+8a—32 Ba’+40a-+32

1 - 1 B 2y . 28. 1 a*49x* a .
x2—xy x24xy x3—xy? 4a—12x  a*—27x%  2(a®+3ax+9x?)

x 3 x 29. 2¢*=3  a+l  9a*-14

Xtx—2  x2+2x—8 x°45x+6 10a+10 50  50a+50

SUMA Y RESTA COMBINADAS DE FRACCIONES

1 a® + b*

a?—ob ab o*b—ab?

Ejemplos

(1) Simplificar

Hallemos el comin denominador:

a*—ab =ala—b)

ab =ab m.c.m: ab(a+b)(a—b).
a’b—ab?=ab(c®*—b?)=abla+b)(a—b).
Tendremos:
1 1 a® + b* bla+b)+(a+b)la—bl—[a®+b?)
a*—ab  ab o%b—ab “ab(a+b)la—b)

ab + b* + a? — b? — g*> — b?
abla+b)(a—b) -
ab — b*
abla+b)la—=b)
bla—b) 1
obla+b)la—b) ola+tb)

( multiplicando ) =

[ reduciendo ) =

( simplificando ) = R.

x—2  x+3 x4 12x+ 16
B—x a8 Gy—d b P —dy?

Hallemos el denominador comin:

(2) Simplificar

X

BE—x=x{x—1)
24 Ix—4= [x+4)(x—1)
X433 == (2 +3x—4)=x*(x+4)(x—=1)
mc.m: 3 (x—=1)(x+4).
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Tendremos:
x—2 X3 x2+12x+]6_x{x+4]{x—2]——x2{x+3]+x"’+12x+16
E—x x2+3x—4  xA+33—dx® (x—1)(x+4)
L X3+ 22— 8x — x — Bx* + x2 4 12x + 16
( multiplicando ) = — - -—x-g-{—x 1) (x+4)
4x + 16
( reduciendo ) = ST YT T
P (x—=1)(x+4)
renT 4{x+4) B 4
( simplificando ) = N T TP T R.
EJERCICIO 130
Simplificar:
2 5 3 4x—T . 14, x+y . x+-2y Yy '
x—3 x+2 x2—x—6 Xy xy+y?  xP4xy
a 1 a+12 : 15. a® a+3 A a—l'
3a+6 6a+12  12a+24 a*+1  a*—a+l a+l
X i_i 16. 1 2x 3x2_
C o v - g1, xF—1 g
a+3 a—1 a—4 a+b 1 3a?
“ a?—1 +2a+2 +4a—4' e a*—ab+b® atb  ad+b3
a—b a+b __° 18. 2 2x+3 6x+12'
a*+ab  ab  ab+b® x—2  x242x+4  x5-8
x—y xty 4x? 19. 3x+2  bx+l 4x—1 _
x+y x—y  x2—y? x24+3x—10 x*+44x—5  x2—3x+2
x 1.1 & 3 O T |
a*—ax a x (n—1)* mn—1 (n—1® n
x+1 x4 " x+5 . 91. 1 e*-5 a*+5 .
x2—x—20 x?—4x—5 x%+bHx+4 a?+5  (a?45)*  a'—25
2x+1 B x? 2, 2x ‘ 99, 1-x2 X2 - 6x _
12x+8  6x%+x—2  16x—8 9—x?  O9f6x+x2 9—6x+x2
i 1 + 1 - 93. x  x+1  x=1 b .
ax a*tax  a+x 2x+2 3x—3  6x+6 18x—18
1 - 1 + 2y ] 24, a+2 B Ta B a—3-
x+y  x—y  x%4y? 2a+2 8a’—8 4a—4
a—1 a-2 az+2a—6. 95 a—3 2a+5  4da—1
3a+3 6a—6  9a2—9 " 20a+10  40a+20 60a+30
1 2 _ 3 26 2 - 1 3
a*+2a—24  a*—2a—8 a*+8a+12’ © 2x245x+3  2x2—x—6 x?—x—2
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a—1 a—2 1 3 | 1 1

27. - ; 29. — 3
a—2 a+3 + a—1 5+ba # o—ba 10410a?

28. 24+3a 2-3a a 30. 8 | 1 X X

9—8a 2+3a (2—3a) 33x  34+3x | 616x 2—ox%
c».mmos DE SIGNOS EN LA SUMA Y RESTA
DE FRACCIONES

Los cambios de signos en las fracciones se usan en la suma y resta de

fracciones cuando los denominadores no estdn ordenados en el mismo
orden.

E]emplos I (1) Simplificar 2 -+ 8 Xid

x+1 x—=1 1—x

Cambiando el signo al denominador de la Gltima fraccién 1 — x? queda x* — 1,
pero para que ese cambio no altere el valor de la fraccién hay que cambiar
el signo de la fraccién, y tendremos:

2 3 x+5
+ + :
x+1 x—1 x*=1

Elm c.m esx*—1=(x+1){x—1). Tendremos:

2 3 x+5 2(x—114+3(x+1)+x+5
+ + =
x+1  x=1 x2—1 (x+1)(x—1)
_2x—2+3x+3+x+5
T (x+1)(x—1)
__b¥e  elxdll 6o
T+ 1 Mx=1 [(x+1){x—1] x—=1
1 2x

(2) Simplificar

X
X*=5x+6 2—x (3—x)(1—x)
Descomponiendo x2 —5x+é=(x—3)(x—2). Entonces le cambiamos el
signo @ 2 — x quedando x — 2, cambiamos el signo de la fraccién y cambia-
mos el signo de los dos factores del tercer denominador (3 —x)(1—x) que-
dando (x—3)(x—1) y como son dos -factores [ndmero par de factores)
no hay que cambiar el signo de la dltima fraccién y tendremos:

X + 1 . 2x _x[x—]}+{x—'|}[x—3}-2x{x—2]
(x—3)(x—2) x—2 ([(x—3)[(x—1) (x—=1)[x—2)1x—3)
x2—x+x2—4x+ 3 — 2%+ 4x
C=T)(x—2)[x—3)
_ —x+3
T (=1} {x—~2)(x~—3)
¥='3 M 1
T=x)x—2)(x—3)  (1—x)(x—2)




ALGEBRA

220 @
B EJERCICIO 131

Simplificar:
1 1 m
" m—n  ni-m?
2
9. zx B 2x -
xI—xy y—x
Y| x
. 2x—x2  x2—4
‘ a+b a
" at—ab  b?—a?
5 x—4 X
" x2—2x—3 6—2x
6 1 |
Cox242x—8  (2—x)(x+8)
1
7. 2 + i

2x4+2 1—x 4x—4

10.

11.

12.

13.

14.

2a 3a 2a
a+3 & a—3 * 9—a?

+3y 32
x y+ Yy x

y+x = x2—y? o y—x

x x—3 + 1

x242x—38  (1—x)(x+2) x+2

3 1 1
2a+2 da—4 8—8a®

1 a+1 2
a—3 i (83—a)(a—2) i (2—a)(1—a)
2x +2x3+2x2 1
x—1 1—x? x24x+41

x+2 i x+1 4x2+-6x-+3
3x—1 3—2x 6x*—11x+43

IV. MULTIPLICACION DE FRACCIONES

REGLA GENERAL PARA MULTIPLICAR FRACCIONES
1) Se descomponen en factores, todo lo posible, los términos de las

fracciones que se van a multiplicar.

2) Se simplifica, suprimiendo los factores comunes en los numerado-

res y denominadores.

3) Se multiplican entre si las expresiones que queden en los nume-
radores después de simplificar, y este producto se parte por el producto de
las expresiones que queden en los denominadores.

Ejemplos 22 3P 2
[ ] p (1) Multiplicar B 2t
20 3% x2  2X3XaXb?Xx? o X
el (el e Ny 2 (simplificando) =-— R.
363 4x 202 3IX4X2Xa?Xb®Xx 4ab
3x—3 x2+4x+4

(2) Multiplicar
2x

Factorando, tendremos:

+4 P Ty

3x—3 x24+4x+4 3(x—1) (x+2p 3(x+2) 3Ix+6

X
2x + 4 x2 — x

S q(xF2) Mx—1) 2 2x

Hemos simplificado (x — 1) del primer numerador con (x — | ) del segundo
denominador y (x + 2)? del segundo numerador con (x+2) del primer de-

nominador.
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@) Moltioli g¥=i1.  P—g—4 3a+4
ultiplicar % 5 ;
3 P #4120 37 +7a+4 P—da+3
a®—1 a*—a—6 3a+4

Factorando, tendremos:

¥ X
a’+2a 3a*+70+4 o®*—4a+3
_la+1){a—1) (a—3)(a+2)  3a+4 |

L Rl i > =—. R
ala+2) (a+1)(3a+4) (a—1)(a—3) ¢«
B EJERCICIO 132
Simplificar:
2a®  6b? 5x+25  Tx+1 . 2a—2  a®—4a—5
§. — 8. X m—— 15. — z
3b da 14 10x+450 2a*—>50 3a+3
x%  10a® 9m 9 m-+n n? 1o, 2x"=3x—2 3x+6
2 5 Xm " mn—n? " m2-n? 6x+3 x2—4 '
5x2 492  14m xy—2y%  x24+2xy+y? L y*H9y+18  5y—25
3 s x—y;x : 10. { g . i X —,
© 7y T Tm® T x2+xy x2—2xy y—5 ay+15
5 2 3b xi—4xy+4y? x* x34+2x2—3x  2x2+3x
4‘ ‘_‘x_“x_' 11_ - x o IB = - - X 4
a b 10 x24-2xy x2—4y? 4x%4-8x+3 x2—x
2x3 3a® 5Hx? 2x242x x2—3x x4—27  a*+a+l
5. X—X = 12. — X - 19. X — :
15a® y  Txy? 2x? x2—2x—3 a?—1  x*4-8x+9
Ta 3m 5nt a*—ab+a—b 3 a*+4ab+4b2  2a+4b
6. SR : 13. - X — : 20. X :
Gm?*  10n* ldax a*+-2a+1 6a2—6al: 3 (a+42b)?
2 —n)8 2 1 ol 2 2
7. %ﬁx G : 14. =) xx+x+ : 21. L xxa+a><-x—.
6 4x+2 x?—1 (x—y)? at+l  x—x* a
x24-2x y x2—2x—8 » x2+44x 25 a?—5a+6 » 6a o a2—25
22. x*—16 x34-x2 x2+4x+4 " 8a—15 a?—a—30  2a—4
(m+n):—x2  (m—n)2—x2 g x2—3xy—10y* x?—16y? x2—6xy
. (m+x)2—n? = m2+mn—mx | ox2—2xy—8y%  x2+44xy x+2y
2a%+2ab? x3—x x x2+dax+4a®  2ax—4a® 6a+6x
24. = b4 ? 217. — X X ]
2ax2—2ax  a®x+b2x  x+1 3ax—6a® ax-+a x24+3ax+2a
a®—81 a+11  2a—12  ab+5Ha®
28. X — e ;
2a2+10a  a*>—36 2a+18 2a-+22
a’+7a+10 . a*—3a—4 N a®—2a%—3a
" a?—6a—T7  a*42a—15 a?—2a—8
x4-27x xi4x 1 x2
30.

X X .
xd—xidx  xt—3x34+9x%  x(x+3)* x—3
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MULTIPLICACION DE EXPRESIONES MIXTAS

REGLA
Se reducen las expresiones mixtas a fracciones y se multiplican estas
fracciones.
I E]emplo Multiplicar a+ 3 — 2 por a—2+—s-
a—1 at+4
Reduciendo las expresiones mixtas a fracciones, tendremos:
5 (6+3J{a=—1)=5 o®+2¢—3—5 a®+2s—8
a+3———=- = = -
a—1 a—1 o a1
2.4 S [a~*2]{o+4}+5 2+2§r—8+5_a'3+2cr—3
A at4 ad | ¢ ok
Ahora multiplicames las fracciones que hemos obtenido:
5 a*+2a—8 o?*+20—3
—— =2 = X
(a8t o) =" at4
_la+4)(a=2) (a+3)(a—1)
a—1 a+4
=(a—2)e+3}=c*"+a—6. R
B EJERCICIO 133
Simplificar:
ax—+x? X
1. at—)(a— — s .
( )( b+1 7. (ot a+2x ) (1+ a+x)
1 x3—Bx
2. -
(x x+1) (x+ x+2 s ( x~—‘?5)( x‘+3
X X
$ (1_ a+x) (1+_)' (m_m-l-n ) ( )
4x a%+5x?
4. ( b)( = 10. (a+2x— 2a+x) (a—x+ Y™
12 10—3x a
. x+5 ) W (1+E) a
D)) a (ko) (ms2g) ()
x4y x+1 x+2 X

).
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Y. DIVISION DE FRACCIONES

REGLA
Se multiplica el dividendo por el divisor invertido.

L 402
Ejemplos ). Bl e 2
3b? 9b®
40’ 20x_ da® 9b® 6ob
3b2 9b%  3b2 20x x|
X2+ 4 21
(2) Dividir 5 2 entre z ¢
Atax 16 xitdx 4 x(x+4) 4 =
8 4 8 x2—16 8 (x+4)(x—4) 2x—8

B EJERCICIO 134

Simplificar:
1. _{:-__-23_: 11. 20x%—=30x +4x—6.

3yz g8 15x%+16x* x+1
2. Ja*b = a2bs, 19. a*—6a-+5 _:_a2+2a—3:3-

Hx2 a*—15a+56 a*—Ha—24
3. om* & 10m?* _ 13. 8x24-26x-+15 " 6x*+13x—5.

m*  14ant 16x*—9 9x2-1
4. 6ax3 - a--;i. 14 ¥-12lx & F-llx

x2—49 x+7

5, 15m3+ 20y*® ' 15. ar::v4:'-’+5_{_a“:c‘-i—&::2

19ax®  38a3x* 4a*—-1 2a—1
6. 11x2yp% + 2y 16. at—1 5 a‘+4a2+3-

Tm? a*+-a* 3a*+9a
7. x—1 . 2x—2' 17. x34+125 . x'"-—5x'-’+25x.

3 6 x*—64 x?+x—b6

8 3a* N ba® . 18 16x2—24xy+9y? i 64x3—2Ty?

a*+6ab+9b*  a*b+3ab? 16x—12y 32x2+24xy+18y?’
9. x3—x = 5x2—5x' 1. a*—6a _:_az+3a—54

2x%+4-6x 2x+6 a*+3a* a*+-9a

10. 1 2 20. 15x%+7x—2  6x2+13x+6

@®—a—30 = a*ta—42' 95x0—x  2502+10x+1"
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91 x4=1 | Tx*HTx+7 93 x*—6x+9 = x*4-5x—24
2x2—2x+2  Tx347 C o dx2—1  2x2417x+8
- - 2 —15b2  a®—8ab—40b2
99. 2mx—2my+nx ny+8m+4n. 24. 2a2+-Tab—15b L0 3ab 40b-
3x—3y at+4a*b a*—4ab—320%
DIVISION DE EXPRESIONES MIXTAS
REGLA

Se reducen a fracciones y se dividen como tales.

Ejemplo

4 2xy x
Dividir 1+ entre 1+ —.
Xt +y? y

Reduciendo estas expresiones a fizcciones, tenemos:

i 2xy 2+y2+2xy xz-t-2xy'+y2
x? +y x2 4 y? x4 y2
PR s LS s )
b4 y Y
Tendremos:

2x % % x4 2xy + x+

(1+2L )+ (1+5)=T 2ty by
Xy y y

_|:-‘<“|'>’]2 y _xt Yy
x* 4 y* x+y Toxt4yt

- EJERCICIO 135

Simplificar:

a 2a
a+b i (1+?

"

b2 b
(bt ) (- atb

2
A (x—-x+1)+(x—xil X 6. (1—— 312)—:—(x+x_1
2
3. (1_a+1“+a)+(1+af_1. 7. (+ )+ (1+ x2“4
" (x+xj‘_3)+(x+xi4 ] 8. (nﬁ" 1) (rer1-"2 1)

Vi. MULTIPLICACION Y DIVISION COMBINADAS

@ Cuando haya que efectuar operaciones en las que se combinen mul-
tiplicaciones y divisiones se procederd a convertir los divisores en
factores, invirtiéndolos, y procediendo segun la regla de la multiplicacion.
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’ Ejemplo | R et i Y-

Simplificar : :
P da—4 a?—ba+9 2a®°—2a

Convertimos la divisién en multiplicacién invirtiendo el divisor y tendremos:

a—3 X02+9a+20;02—]6_ a—3 xa2+9a+20x202—20
da—4 a*—6ba+9 20°—20 4a—4 o*—ba+9 o*—16

a3 a5 a=-4] 2a(a—1) ala+5)
=a=1] " famB x{a+4]la—4]—2[a—3]{a—4)
B a®+ 5a
T 202 — 140+ 24

» EJERCICIO 136

Simplilicar:

N f, E)-J+ z_—' . a?—8a+T » a*—36 . a"’—a—42’
dy  9x  3x* a*—11a+30 a*—1 a*—4a—5
ba 2a bx %42 x24+20x+100  x*—100
= g Exw)' e S e
5. a+1 % 3a—3 & a*+a ‘ 8. a*+1 2 a*+a  4x+8
a—1 2a+42 a*+a—2 3a—6 6a—12 ¥—3
i 64a>—810%  (x—9)* +8&2+9ab‘ 0. Ebc‘“’—llb«:—:i>< 4x2—9 N 8x2+14x+3'
xe—=81 8a—9b  (x+9)* 6x24+13x+6  3x*+2x  9x*+12x+4
5 x2—x—12 5 x*—x—56 +x2—5x~—24‘ 10, (a+4b)2—c*  (a+c)*—b? +a+b+c'
x2—49  x*+x—20 x+5 (a—b)*—c*  a*tab—ac a?

a%— Sa a*+6a— 55 ax-+3a )

b+4h? b2—1 arb2—|—11b2
mi+6m*n+9mn? 5 dm*—n? m?+27n?
2min+Tmn2+3n® 8;r1vr12—2mf:q—n‘2 T 16m2+8mn+n?
a*—ax)? 1 ad—a®x at—x?

5 3 ¢ = ,} - —:-( — X )
a*+x* ad+ax a*+2ax+x%  ad+ax®
(a*—3a)* 27—a® a*—9a*

14. :

9—a? (a+3)—3a  (a®+3a)*
VIl. FRACCIONES COMPLEJAS

25 a x

FRACCION COMPLEJA es una fracciéon en la cual el nu- — —
merador o el denominador, o ambos, son fracciones alge- 4. 4
braicas o expresiones mixtas, como _ £ a3 L&
x

ALOEBAA BALDOD#R 8
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Una fraccién compleja no es mds que una divisién indicada; la raya
de la fraccién equivale al signo de dividir y ella indica que hay que divi
dir lo que estd encima de la raya por lo que estd debajo de ella.

a_x
raccid : X a8 a_%\. (148
Asi, la fraccion anterior —— equivale a (x a)' (1+x)
x
@ SIMPLIFICACION DE FRACCIONES COMPLEJAS

REGLA

1) Se efectian las operaciones indicadas en el numerador y denomi-
nador de la fracciéon compleja.

2) Se divide el resultado que se obtenga en el numerador entre el
resultado que se obtenga en el denominador.

a X

Ejemplos I Y o
e 4 (1) Simpliticar 2Z—2.
a

b=
X
a x a*—x*
Efectuando el numerador: —— —=———
X a ax
a atx
Efectuando el denominador: 1 4+ —=-——.
x x
a x a? —x*
x a ax
Tendremos: =
a a+x
14—
x X
(dividiendo el numerador __ af — x* X ____';““"N_HQ_‘_— X]_ L, X _a—X "
entre el denominador)  — gy g4 x i a4
12
x—1=—
L x—2
(2) Simplificar ;
16
x+6+
x—2
Numerador:
. 12 (x—=1)(x—2)—12 x2—3x+2—12 x*—3x—10
x=—1— — = = .
X2 x—2 x—2 K2

Denominador:

16 (x+6)(x—2)+16 x2+4x—124+16 x*+4x+4
R RO e e il =
Xrid x—2 x—2 x—2
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Tendremos:
i 12 x2—3Ix—10
o |- %
x—2  x=2 _ x*=3x—10_ (x—5)(x+2) x—5
e 16 Rt 4t 4 (x+2P T x+2
x—2 x—2

Obséivese que como la fraccién del numerador y la fraccién del denominador
tenian el mismo denominador x — 2 lo hemos suprimido porque al dividir o
sea al multiplicar el numerador por el denominador invertido, tendriamos:

:zti—SJc—'rOX x—2 _ x*—3x—10
®—2 xE+dx+4  xE4+4x+ 4

donde vemos que se cancela el factor x — 2.

- EJERCICIO 137

Simplificar:
a—% S %_iﬁi—g
9 ' T — 38 2 = *
1 H 16
—= x—4—= =i
x a
1 20x%+Tx—6
x2—— a—4+—
2 ’1‘ . 8 : : 14— e
1-= 1- = — 20
a x2
a 2__}2 1
e o 2a2—b b 1+
& b a a x—1
= ’ 4a2+-b? - 1
1o 1+
4ab 1 x2—1
1 3a ab
, o il T
S 1 0 0w ' L ab
m a+-3— a—b
2
x+— g~nt— x—1— >
2 at+x x+3
5. . 11, —m8 . 17
X a? 35
= i x+5—
4 a+x x+8
x 4 Ta+9
——% a+5—1: o a+3
a
6. 2 T " 5a—11
y —
L S —44
1+x 1+a+a2 % a+1
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Ahora trabajaremos fracciones complejas mas complicadas.

11
-1, %4}
3) Simplificar ———> "~
X 1)
x—1 x+1
Numerador:
1 1 ik le(xi—l) - Rabda=inatd 2

x—1 x+1  (x+D)(x—1) (x+1)E-1) (x+I)(x—1)
Denominador:

x 1 _x(x+l)—(x—1)_x2+x-x+1_ e o | |
x—1 x+1 (x +1)(x -lj - (_xrl)(x —1) _“(m)(x —-1)

Tendremos:

1_ 1 2 )
x—1 x2+1 (x-+1){x—1) .
x T x2+1 x4l

x—1 x+1 (e+1)(x—1)

Lo

a+2b a+b
a—b  a

b 2a—b "
a—b da—>b

4) Simplificar

Numerador:

a+2b a+b ala+2b)—(a+b)a—b) a*+2ab—(a®—b?

a—b a ala—b) - a(a—b)

_a*+2ab—a*+b* _2ab+b?
- aa—b)  ala—b)

Denominador:

b 2a—b b(da—b)+(a—b)(2a—b) dab—b*+2a*—3ab +b*

a—b+4a—_b B (a—b)(d4a—10b) B (a—b)(4a—Db)

_ 2¢*+ab
" (a—b)(da—b)
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Tendremos:

a+2b a+b 2ab +b?

a—b a a(a—b) 2ab + b* (a—- )(4a—b)

b 2a-b  2a+ab -—a(a~b) 2a* + ab

a—b+4a—b (a—b)(4a—Db)

b(2c:z-+-b)>< (a—b)(4a—b) b(4a—0b) 4dab—b*
" a(a—b) a2a+b)y @ 4 -
5) Simplificar ""f
x»——,
B 2
x+2

Las fracciones de esta forma se llaman continuas y se simplifican efec-

tuando las operaciones indicadas empezando de abajo hacia arriba.

Asi,

en este caso, tendremos:

_.1:—2 x—2 X 2 _ x=2
1 = P_x—2
% —- — 1 o x+2 X
L 2 x x
x+2
x—2 x x—2 x ®
= . — X = "ol -

1 x2—x—2 1 (x—=2)(x+1) x+1

@ EJERCICIO 138
Simplificar:
1+:’«1+1 x+3  x+1 - 2x‘ a a
x—1 4 x+4 x+2 7 14-x% 10 at+x 2a+2x

11 ©ox—1_ x—3 ' 2+2x5+2' ) a , @ '
x—1 x+41 x+2 x+4 1—xt a—x a+x
1 4 2 m*  mP—n? x+y x—y a+2b b
x—1 x+1 5. n m-+n 8 x~yﬁx+y 11 a—b a
_2+2i_+£ m—ﬂ_'__?:t_ . x+y  x+2y © at+b | 8b
X x4+1 T m x x-+-): @ a—>b
a b a* 1 atx  b+x 7. 12
=5 %% » ' a = tatag
a a+ 6 b a g, 4—X b—x 12 x x2
atb a - " a _b—a’ L T ' 16
a—b b b a—b a—x b—x %
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a_g_f 14 2{);—6 21. —1—1
13, .2 ¢ - 17, _ 8~b—¢ gk
1 1+ b - c—2b 1_:_1'
b oa a a—b+c x
4y? a 1—a
x2y x-){’— 1—a a 2. 1~ ! 1
e et e -
‘ 5),.3 *a_ a xu_l
x—3y x1y a 1—a q
2 2 x+1— Gall 2
x+2 23. —.
15 l—a 1+a ——e— 2
) 2 2 ' 19. 2 ; 1+ 9
== 11x—22 14—
1+a 1—a Y=ttt —— X
x—2
1 1 x+T 1
X+ +zﬂx—y+z 1 %
16. / . = il
1 1 1 %2
e 1“{"— o—
x—y+z  x+y+z X x+1
25. ;1 26. —"_.1_2___
gii-tt I
il x—5
a—— x—
a x+1
Vill. EVALUACION DE FRACCIONES
0
IHTERPRETACION DE LA FORMA —
a
La forma g que representa una fraccion 9 _,
cuyo numerador es cero y cuyo denominador a -
es una cantidad finita cualquiera, se interpreta asi: 3

En efecto: Sabemos que toda fraccién representa el cociente de la di-
visién de su numerador entre su denominador; luego, — representa el co-

ciente de la division de 0 (dividendo) entre a (divisor) y el cociente de esta
division tiene que ser una cantidad tal que multiplicada por el divisor a

reproduzca el dividendo 0; luego, el cociente o sea el valor de la fraccion
serd () porque 0 X a=0,

2—9
. Hallar el valor de ,x— para x =3.
E]emplo x*42x—14
Sustituyendo x por 3, tendremos:
x*—9 4 A=Y _ =7 @

*+2x—14 3*+2(3)—14 9+6—-14 1
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INTERPRETACION DE LA FORMA %

G .
Sea la fraccién €0 que a es una cantidad constante y x es una va-

riable. Cuanto menor sea x, mayor es el valor de la fraccién. En efecto:

a a
Para x= 1 , —=—=gq
X 1
1 a a
Para x= — , —=—x=10a
10 i
10
Para x 2 e : 100
ra = —), = |
100 x 1 »
100
Para x 1 & “ 1000a, €tc
| i =— —— X L
1000 x 1 s
1000

Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente peque-

1o, el valor de la fraccién 2 serd tan grande como queramos, o sea, que
siendo a constante, a medidaxque el denominador x se aproxima al limite 0
el valor de la fracciéon aumenta indefinidamente. a

Este principio se expresa de este modo: — 7 0

El simbolo « se llama infinito ¥ no tiene un valor determinado; = ne
es una cantidad, sino el simbolo que usamos para expresar, abreviadamente
¢l principio anterior.

. : a i

Entiéndase que la expresion ol puede tomarse en un sentido

aritmético literal, porque siendo 0 la ausencia de cantidad, la division de
a entre 0 es inconcebible, sino como la expresién del principio de que si el
numerador de una fraccién es una cantidad constante, a medida que el de-
nominador disminuye indefinidamente, acercandose al limite 0 pero sin llegar
a valer 0, el valor de la fraccion aumenta sin limite.

Ejemplﬂ Hallar el valor de % para x =2,

Sustituyendo x por 2, tendremos:

x+4 244 6 6
2—3+2 2—3(2)+2 4—6+2 0
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INTERPRETACION DE LA FORMA ;ﬂ-

Consideremos la fraccion —, en que a es constante y x variable.

2=

Cuanto mayor sea x, menor seri el valor de la fraccion.

' a a
En efecto: Para x= 1, —= — =g
X 1
a a 1
Para x= 10, =i =g
x 10 10
@ @
Para x =100, — ; @te.

= = —a
x 100 100
Vemos, pues, que haciendo al denominador x suficientemente grande,

: a x
¢l waler de la fraccion — serd tan pequeiio como queramos, 0 sea (uc a
: x

medida que ¢l denominador aumenta indefinidamente, el valor de la Irac
cion disminuye indefinidamente, acercandose al limite 0, pero sin llegar
a valer 0.

Lste principio se expresi:

Iste resultado no debe tomarse tampoco en un sentido literal, sino
como la expresion del principio anterior.

x—1
! E]emplo | Hallar el valor de 5 Pora =3
¥=d

Sustituyendo x por 3, tenemos:

@ INTERPRETACION DE LA FORMA —

=h -]

Considerando esta forma como el cociente de la division de 0 (divi-
dendo) entre 0 (divisor), tendremos que el cociente de esta division tiene
que ser una cantidad tal que multiplicada por el divisor 0 reproduzca el
dividendo 0, pero cualquier cantidad multiplicada por cero da cero; lue-

80 o puede ser igual a cualquier cantidad. Asi, pues, el simbolo

0
> = valor indeterminado.
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@VERDADERO VALOR DE LAS FORMAS INDETERMINADAS

- 2 o 4
' E]emplos (1) Hallar el verdadero valor de fi para x = 2.

Xt x—56

Sustituyendo x por 2, se tiene:

-4  P—4  4—4 0 ) _
Btx—8 PAT—8 AL2—68 G——Valor indeterminado.

La indeterminacién del valor de esta fraccién es aparente y es debida a la pre-
sencia de un factor comin al numerador y denominador que los anula. Para
suprimir este factor, se simplifica la fraccién dada y tendremos:

= _ (e +2(x—2) 22
Btx—6 (x+3)(x—2] x+3
x*—4  x+2
E+x—6 x+3
Haciendo x =2 en el segundo miembro de esta igualdad, se tendrd:
=4 242 4

x2+x—6“_2+3_5-

Entonces:

xX4—4
Luego el verdadero valor de ————— para x=2es —. R
=@ 5
I —2x — 1
( 2) Hallar el verdadero valor de ———————— para x = 1.

S a ettt e b
Sustituyendo x por 1, se tiene:
B Oy 2)— - =]
’ 3x *QX ] = —3[1 . —211} —= 37-2 O—Z V. indeterminado.
)t —5x+3 1EH1F—=5(T}4+3  I41—=54+3 0
Esta indeterminacién es aparente. Ella desaparece suprimiendo el factor co-
min al numerador y denominador que los anula.

Simplificando la fraccién (el denominador se factora por evaluacién ) se tiene:

IxE =@ —1 {[x—1){3x+1) 3x 41
xd+xt—5x+3 (x—1)(x—=1)(x+3) (x—1){x+3)
Enfonces, haciendo x =1 en la Gltima fraccién, se tendré:
I+ 3()+1 3+ _4
(= V)ln48] (1 =1[{1-+3) Dxd 0
Luego el verdadero valor de la fraccién dada para x =1 es =. R

@ EJERCICIO 139
Hallar ¢l verdadero valor de:
<l para x =2. 2z _x_—_—g para x = 3. =

]

x+3 x—3 x2+4-a?

para x —d.
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o

10.

11-

12.

13.

14.

15.

16.

ALGEBRA
x24y2
J para x =y. 17.
x2—y?
x;l para x = 2. 18.
ket 19
x2—9 .
para x =3.
x2+x'_12 20'
a*—a— e
m para a=13. 91
x*—Tx+10 =9
x3—2x2—x+2 par = 29,
%2211 1
x3—2x2—x+42 pRa=2 23,
a’—8 —9
po Tl a
x2—Tx+6
———— para x=1.
x2—2x-+1 25.
x3—3x—2
para x =2
x3—Tx+6 26.
x2—16 ) -
o G 27
dx*—4x+1 _1
arenp PR ATy
28.
8x2—6x+1 avse Yo 1
ax+12x2—15x 14 D Ty 29.
a_
% St ig para x=2. 30.

x1—x8—11x24+9x+18
EJERCICIO 140

Simplificar:
12x2+31x-+20
18x%421x—4
1 2 1
(; Yo (abe—
x34-3x24-9x

7. Dividir x2+5x —4 —

2a-+1

).

x3—g3
x—a
a*—2ab+b?
at—ab
x2—w2
xy—y*
xa_as

para x =a.

para b =a.

para y = x.

pr— para x =a.

x3—3x+2
2x5—6x2+4-6x—2
xi—x8—Tx%+x16
x4—3x3—3x*+11x—6
3x3—bx*—dx+4
x442x8—3x2—8x—4
x%2—Hx-+4

para x =1.

para x = 3.

para x = 2.

Aot gxitoxtg Lo ¥=1
x5 —4x94-8x2—32 v 9
X = 2.
x5 —3x3410x2—4x—4( P
8x2+6x—9 ara 3
e T X ==
12x2—13x+3 P 4
x34-6x24+12x+8 ) B
m Pd.l‘a x=—2.
9x34-3x24+-3x+1 -t 1
_ = ax=—=
oTxir1 T 3
1 . = —
e = para x = 1.

(x*+3x—10) (l—l-—-Lz—) para x =2,
x——

MISCELANEA SOBRE FRACCIONES

(3492 x(x—y)*

4.
y 4
a*—2b%+a*b(b—2)
at—a?h—2b%
g 1+5a a+5
6. Multiplicar a ra— :
p F ;v T
B2 L -
¥ =29 entre x+34+170 oy
x—bH x—>

() Efectiie las operaciones indicadas primero.
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Descomponer las expresiones siguientes en la suma o resta de tres frac.
ciones simples irreducibles:

4x2—5xy+y* § P
3x : ) mnx

xB—xm?

10. Probar que = x%'+ xy.

9x—3x? x3—1

11. Probar que x2--2x+1-—

. x—3 x—1

a‘—5a’+4 2+4a

12. Probar qu¢e ———M8—=a—38+ :
M et a0 22+1

Simplificar:
3 1 2a
a—b N a+b % at—ab+b?

14. (:_:2 = 1“_‘a4)>< (1—a+1i:a )

5. ( x?—9 x—3) a‘-‘x2—lﬁa2x( 2 1 )

13.

- > — e
x2—x—12 x243x 2x24Tx+3 a’x  a*x®
B2 S 2
16. 3xd—x2—12x+4 . 1. 16—81x -
Gx44 x3—25x*—4x 44 T2x2—5x—12
1 2 3 x x 6
18. (=———+ + +—— .
(x x+2  x+3 ) ( x+2  x+43  x*45x+6
b 1+ b ﬁ_l___._.x_]'
19 a + a—b 99 x—1 x+1 " x24+1 N 2x
' > vr o a—=8b’ Cox=1  x+1  2a*-2b a*—-b’
a ° a=b x+1  x—1
1 ,x2—36 1 2| | 1 1 1
=3 - x +x2x—4 36 4 B 9 etz 2(x—3) 9°
X K= il x—6+—
x x X
3a o 1 a*+b* b?
+ a—b+; b+ —
- (a—2b)2+a—*5f> a—2b 2% a+b i LI 1
' 3a*— ' ) 2_9h? —b 2a—b’
3a*—14ab+10062 a+b-—a 2 a 1+ a

a*—4ab+4b? a—b b
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LEONARDO DE PISA (1175-1250) Conocido por RAIMUNDO LULIO (1235-1315) Llamado el Doc-
Fibonacci, hijo de Bonaccio, no era un erudito, pero tor lluminado por su dedicacién a la propagacion
por razon de sus continuos viajes por Europa y el de la fe. Cultivé con excelente éxito las ciencias
Cercano Oriente, fue el que dio a conocer en Oc- de su tiempo; fue el primero que se propuso cons-
cldonu los métodos matemiticos de las hindies. truir una matematica universal. Publicé diversas obras.

CAPITULO xv

ECUACIONES NUMERICAS FRACCIONARIAS DE
PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

@ Una ecuacion es fraccionaria cuando algunos de sus términos o todos
) : X 3
tienen denominadores, como —‘;:.%x —E.

214) SUPRESION DE DENOMINADORES

Esta es una operacion importantisima que consiste en convertir una
ecuacion fraccionaria en una ecuacién equivalente entera, es decir, sin de-
nominadores.

La supresién de denominadores se funda en la propiedad, ya conoci-

da, de las igualdades: Una igualdad no varia si sus dos miembros se mul-
tiplican por una misma cantidad.

REGLA

Para suprimir denominadores en una ecuacion se multiplican todos
los términos de,la ecuacién por el minimo comin miiltiplo de los de-
nominadores.

236
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y 1
E]emplos (1) Suprimir denominadores en la ecuacién -;—zi—z.
El m. c. m. de los denominadores 2, 6 y 4 es 12. Multi- 1_?_13:12_*_2
plicamos todos los términos por 12 y tendremos: R R

y simplificando estas fracciones, queda

x=2x—3 (1)
ecuacién equivalente a la ecuacién dada y entera que es lo que buscdbamos,
porque la resolucién de ecuaciones enteras ya la hemos estudiado.
Ahora bien, la operacién que hemos efectuado, de multiplicar todos los téermi-
nos de la ecuacién por el m. c. m. de los denominadores equivale a dividir el
m. ¢. m. de los denominadores entre cada denominador y multiplicar cada co-
ciente por el numerador respectivo.

En efecto: En la ecuacién anterior

el m. c. m. de los denominadores es 12. Dividiendo 12 entre 2, 6 y 4 y mul-
tiplicondo cada cociente por su numerador respectivo, tenemos:

= T 1

idéntica a la que obtuvimos antes en (1).

Podemos decir entonces que

Para suprimir denominadores en una ecuacién:

1) Se halla el m. c. m. de los denominadores.

2) Se divide este m. c. m. entre cada denominador y cada cociente se multi-
plica por el numerador respectivo.

—1_2%x—1 4x—5
40 4 8

P o X
Suprimir denominadores en 2 —

El m. c. m. de 4, 8 y 40 es 40. El primer término 2 equivale a ;—! Enfonces,
divido 40 = 1 =40 y este cociente 40 lo multiplico por 2; 40+~ 40=1 y este
cociente 1 lo multiplico por x — 1; 40 = 4 =10 y este cociente 10 lo multiplico
por 2x — 1; 40 =8 =5 y este cociente 5 lo multiplico por 4x — 5 y tendremos:
2(40)—(x—1)=10(2x—1)—5(dx —5)
Efectuando las multiplicaciones indicadas y quitando paréntesis, queda:
80 —x+1=20x—10—20x + 25

ecuacién que ya es enfera.

MUY IMPORTANTE

Cuando una fraccién cuyo numerador es un polinomio estd precedida del signo
x—1 4x — 5
w0 7
de cambiar el signo a cada uno de los términos de su numerador al quitar el
denominador. Por eso hemos puesto x — 1 entre un paréntesis precedido del
signo — o sea —(x—1) y al quitar este paréntesis queda —x-+1 y en
cuanto a la Gltima fraccién, al efectuar el producto — 5(4x —5) decimos:
(—5)(4x)=—20x y (—=5)X(—5)=+25 quedando —20x -+ 25.

— como — en la ecuacién anterior, hay que tener cuidado
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@ RESOLUCION DE ECUACIONES FRACCIONARIAS
CON DENOMINADORES MONOMIOS

2
(1) Resolver la ecuacién  3x — o N Z

5 10 4
El m.c. m. de 5 10 y 4 es 20. Dividimos 20 énire 1 [ denominador de 3x),

5, 10 y 4 y multiplicamos cada cociente por el numerador respectivo. Ten-
dremos:

l Ejemplos l

60x — 8x = 2x — 35.
Trasponiendo: 60x — 8x — 2x = — 35

50x =—235
35 7
S

VERIFICACION

7 .
Sustityase x por — == la ecuacién dada y dard identidad.

%=1 'x+13 S(x+1
O e ol

2) Resolver | i6
( esolver la ecuacién 2 X 3
Bl2x—1)—(x+13}=24(3x)+15(x+1}
. 16x—8—x—13 =72x + 15x + 15
El m.c. m. de 3, 24 y 8 es 24. Di- i
vidiendo 24 entre 3,24, 1y 8 y mul- 16X —X =72 :;g" = g;r 13415
tiplicando los cocientes por el nume- X = 3% 1
rador respectivo, tendremos: .~ X=——=—— R
72 2

1 2 1
(3) Resolver la ecuacién g[x—?]—{?x—3]=§!4x+1]—Z[Qx-l*?}.

Efectuando las multiplicaciones A2 _ Bx+2 2x+7
: ” —(2x—3)= ) _
indicadas, tenemos: 7 5 3 6

6(x—2)—30(2x—3)=10(8x+2)—5(2x+7)
6x — 12 — 60x + 90 = 80x -+ 20 — 10x — 35
6x — 60x — B0x + 10x = 12 — 90 + 20 — 35

EIm.c.m.de5,3y6e53D./ — 124x = — 93
Quitando denominadores: 124x = 93
: e
x= —=— R
124 4
EJERCICIO 141
Resolver las siguientes ecuaciones:
x 1 L4, 4 .0 8 1 5 3x
—+b==—x 3 —t=——r—== B ——= —m—
6 3 2x 4 10x 5 4 5 4 20
3x ‘2x 1 ¥ W B 2 8 T 3
T 4 —42——=——= e e
> 3 b 2 12 6 4 8% —=x 10, 2x



10.

3l

12.

13.

14.

16.

ECUACIONES FRACCIONARIAS DE 1ER. GRADO

o 1
x34_5:0_ 16. l(x—l)—(x—3)=—;-(x+3)+g.
_ x+2 =5_x 1. 6x+1 11x—2 __1_(5 s —(6x+1).
12 2 3 9
Hx—1 3 4x+1 1 13+2x
= =4x — —. A =—(4x—1)— ——(x—3)-
s—— dx =2 18 - 3(4 1) . 2(x )
8x—3 3 2 : 3 1 6
== = =5 el = fred —N=—"(x—2)——.
10x 2(x —3) 19. 5(5x 1)+10 (10x — 3) 2(x ) g
x—2 x—3 x—4 20 3x—1_5x+4__x+2_2x—3__£
3 4 5 C T 3 8 5 10
x—1 x—=2 x—-3  x—b - Tx—1 b6—2x 4x—3 1+4x®
2 3 4 5 S 2x 4 3x
—ox 2x+7 2(x*—4) 4x*—6 Tx*+6
. 5 ._1 e, = - —_ — Y
sl 10 - 3 Hx 15x 3x2
5x—6 1 2 xtly_ 3, x—6
2:%:——-——~‘_:L +§(x—o)- 5x. 23. 3—( S )—4( )
10x+1 16x+3 3 2x—1 3x+2 1 x—2 h
- =4x — . B +==0.
%
3x+5H 11 2
5. 10— =g,
- X 6 12 4
5
t R 2 8
3. I, ALY e L
26. 9x Tx 2 2 + 4
3x 7 12x—bH 2x—3 4x+9 7
L - + +—=0.
N T T I
5x 8 x+-24
e D (x —20) — (2x — ]
28. - (x 20) —( 1= 34
29. 5+—— 2——)——+ (1o—~
b(x+2) 4 22—x 8—x 20—3x
30. —— =8x —20— - :
B —m T m 218
31. 3——~) (1——) , S (x——
3
’ ) 2_»____ it R
32, (x+3)(x—3)—x (x ) (Bx 1
3x—1 x+2 1
. 2 (2 -2) =5 (57) -7
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RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

CON DENOMINADORES COMPUESTOS

1 E]emplos I (1) Resolver g 2 i =0.

x+1  2x—1 d—1

(2)

(3) Resolver

El m. ¢. m. de los denominadores
es 4x* — 1 porque 4x* — 1
=(2x+1)(2x—1) y aqui vemos
que contiene a los otros dos de-
nominadores. Dividiendo (2x + 1)
{2x — 1) entre cada denominador
y multiplicando cada cociente por
el numerador respectivo, tendre-
mos:

J(2x—1)—2(2x+1)—(x+3)=0
bx—3—4x—2—x—3=0
bx—4x—x=34+24+3
x=8 R

éx+5 5x+2_2x+3
15  3x+4 5

Comeo 5 estd contenido en 15, el m. c. m. de los denominadores es 15(3x + 4.).
Dividiendo:

Resolver 1.

15(3x + 4) . -
5 =3x + 4; este cociente lo multiplico por éx + 5.
15(3x+4
—[~x——}= 15; este cociente lo multiplico por 5x + 2.
3x+ 4
15(3x+ 4
—‘—‘;——-—123{3‘!4—4}; este cociente lo multiplico por 2x + 3.
15(3x+ 4
—l;j—l =15(3x + 4); este cociente lo multiplico por 1.

Tendremos: [3x+4][6:+5]—15[5x+2]=3t3x+l4ﬂ2x+3}— 15(3x + 4).
Efectuando:  18x* + 39x + 20— 75x — 30 = 18x* +5lx + 36 —45x — 60.
39x — 75x — 51x + 45x = — 20 + 30 + 36 —60

Suprimiendo 18x* en ambos id 42:x z_-}:, 1
miembros y transponiendo: x= —=— R

2x—5 +2¢x—1;_3 3(2x—15)
2x—6 x—3 8 4x—12

2x—6=2(x—3)

Hallemos el m. c¢. m. de los x=3= |[x—3]
denominadores: 8=28 m.c.m: 8({x—3)

' dx—12=4(x—3)

Dividiendo 8(x—3) entre la  4(2x—5)+ 16(x—1) =3(x—3)+6(2x—15)

descomposicién de coda de- 8x—20+16x— 16 =3x—9+ 12x—90
nominador y multiplicando Bx+ 16x —3x—12x =20+ 16—9—90
los cocientes por los numera- Ix = — 63

dores, tendremos: x=—7. R
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(4) Resol x—2 iz 4
esolver E+2x—3 x2—9 x2—4x+3
Hallemos el m.c.m. x*+2x—3=(x+3)(x—1)
de los denomina- x2=9= (x+3)(x—3)m.cm: (x—1)(x+3F(x—23).

dores:— /" xt—4x+3= (x—3){x—1)

Dividiendo [x —1)(x + 3)(x—3)

entre la descomposicién de cada [x—2)}{x—3)=[x—=1){x+1)=4(x-+3)
denominador y multiplicando ca- x2—5x+6—(x*—1)=4x+12
da cociente por el numerador xt—=8x+6—uxt41=4x+12
respectivo, tendremos: ——

]

—5x—dx=—6—1+12

—9x=5
Suprimiendo las x* y trasponiendo: — x. 5
x:_—-.;. R‘
- EJERCICIO 142
Resolver las siguientes ecuaciones:
5 2x—1 x—4 . x=3 x2-Tx+12
9 _2 __ 38 1o, 621 3(x+2) 143x
4x—1  4x+1 18 5x—6 9
T S w28 6 -
x3—1 x—1 1+x 1—x 1—x?
4 8 1 =i 16, 2% 1-2x _ _3x—~14_
x+1  x2-1 1+3x 1-3x 1~act
5. oxt8 5x+2 3x—1 1 7
e ) 17. = + ,
3x+4 3x—4 x24Tx4+12 2x+6 6x+24
2
6. m_:.ﬂ: 2. 18. 1 . 3 .. 3 i
5x2+9x—19 (x—1)> 2x—2 9% +92
7. 1 I I 1o 5x+13  dx+5 _ x
3x—3  dx+4 12x—12 i 15 . Bx—15 3
g X a8 7 oo, 2%—1 x—4 _2
4 4x—5 4 2x+1 3x—2 3

9. 2x—9  2x—3 =% 91, 4x+3 3x+8 _ 1
10 2x—1 5 9x—5 8x—7
10, (Bx—1) _ 18x—1 . 99, 10x—=T7 _3x+8 5x*—4
x—1 2 ) 15x+3 12 20x+4
1. 24721 o o3 &1 x—2 83 .3
bx+2 bHx—4 5 2%—T 10 10
19, GOy s i 2 3 21

Tx(5%—1) = =1 %2 2x—2 2x—4
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1 2 1 2 sxglx 1_
B T T2 I8 wiS ST T
o A & e .8 g LFl__6 _tx-1
e T T T © =1 1621 ax+l
2 6x2 2 x—1 x+1y  5x(x—1)
2 T e Bt 30. 3(x 1 )+2 (x_4 g Ty

x+2 x—2 x24+78
31. 2 ( x—2 ) =9 (2x+3 =2x2—x—6-
1 1 3
82. x2+3x—28 x2+12x+35  xi4+x—20
x—2  2x—H x—2
8B 8T 49 Ptx—T
4x+5 2%-+3 2x—5
¥ rorTe—2 120—Tx—10 20529545
7 3 2 3(x-+1)
3 S%t1 xtd  x+l  2x19x44
(x43) _ x—1  2(Tx+1)
8. 3T k1 x> 253
x—4  x+1 12(x+3)
8. 45 x—2 (xt5)
x—3 x—2 x+2 x+3
8. Y4 %3 x+1 x+2’
x+6 x+1 x—§ X
39. —

12 x—8 x—1 x+4



NICOLAS DE TARTAGLIA (1499-1557) MNacido JERONIMO CARDAND (1501-1576) MNatural de
en Brescia, fue uno de los mis destacados mate~ Pavia, era filésofo, médico y matemitico. Los Histo-
miéticos del siglo _XVI. Sostuvo una polémica con riadores le atribuyen el haberle arrebatado a Tarta-
Cardano sobre quién fue el primero en descubrir glia la férmula para resolver las ecuaciones cibicas
la solucién de las ecuaciones cihbicas y cuirticas. Yy cudrticas, pero esto no le resta mérito alguno.

aeiruo XV

ECUACIONES LITERALES DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

@ ECUACIONES LITERALES son ecuaciones en las que algunos o todos
los coeficientes de las incégnitas o las cantidades conocidas que figu-
ran en la ecuacion estdn representados por letras.

Estas letras suelen ser a,b,c,d,m y n seglin costumbre, representan-
do x la incégnita.

Las ecuaciones literales de primer grado con una incégnita se resuel-
ven aplicando las mismas reglas que hemos empleado en las ecuaciones nu-
méricas.

RESOLUCION DE ECUACIONES LITERALES ENTERAS

] Ejemplos | (1) Resolver la ecuacién a(x+a)—x=ala+1)+1.

Efectuando las operaciones indicadas: ax +¢* —x =a*+a+ 1.

Transponiendo: ax —x=a*+a+ 1 —a®
Reduciendo términos semejantes: ax —x =a + 1.
Factorando: x(a—1)=a+ 1. g+

. i was = R
Despejando x, para lo cual dividimes X a—1

ambos miembros por (@ — 1), queda:

243
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Resolver la ecvacidén x(3—2b)—1=x(2—3b)— b

Efectuando las operaciones indicadas: 3x — 2bx — 1 = 2x — 3bx — b*,
Transponiendo: 3x — 2bx — 2x + 3bx =1 — b2,

Reduciendo términos semejantes: x + bx =1 — b,

Factorando ambos miembrost x(14b)=(1+b)(1—b).
Dividiendo ambos miembros por (1+b), queda: x=1—b. R

- EJERCICIO 143
Resolver las siguientes ecuaciones:

a(x+1)=1. 11. m(n—x)—m(n—1)=m(mx—a).

ax—4=bx—2. 12. x—a+2=2ax—3(a+x)—2(a—>5).

ax+b*=a*—bx. 13. a(x—a)—2bx=b{b—2a—x).

3(2a—x)+ax=a*+9. 14. ax-tbx=(x+a—b)*—(x—2b)(x+2a).
a(x+b)+x(b—a)=2b(2a—x). 16. x(a+b)—8—a(a—2)=2(x—1)—x(a—b).
(x—a)?—(x+a)*=a(a—Tx). 16, (m+4x)(3m4x)=(2x—m)2+m(15x—m).
ax—a(a+b)=—x—(1+ab). 17, a*(a—x)—a*(a+1)—b*(b—x)—b(1—b?*)+a(1+a)=0.
a%(a—x)—b*(x—b)=b%(x—b). 18. (ax—b)*=(bx—a)(a+x)—x*(b—a?)+a*+b(1—2b).
(x+a)(x—b)—(x+b)(x—2a) 19, (x+b)2—(x—a)*—(a+b)2=0.

=b(a—2)+3a. 20. (x+m)3—12m3=—(x—m)3+2x3.

x2+a*=(a+x)*—a(a—1).

RESOLUCION DE ECUACIONES LITERALES FRACCIONARIAS

’ E]emplos I ( x 3—3mx 2 =0

1) Resolver la ecuacién — — P
2m m m

(2)

Hay que suprimir denominadores. El m. ¢. m: de los denominadores es 2m?,
Dividiendo 2m? entre cada denominador y multiplicando ceda cociente por
el numerador respectivo, tendremos: mx —2(3 — 3mx)—2m (2x)=0.
Efectuando las operaciones indicadas: mx — é + é mx — 4mx = 0.

Transponiendo: mx + émx — 4mx = 6
Imx=16
Dividiendo por 3: mx =2
2
x=— R
m
a—1 2a(a-—1) 2a
Resolver - =-— 3
x—a x2—qg? x+a

El m. c. m. de los denominadores es x* —a*=(x-+a)(x—a). Dividiendo
x* —a? entre cada denominador y multiplicando cada cociente por el nume-

rador respectivo, tendremos: (a—1)(x+a)—2a{a—1)=—=2a({x—a).
Efectuando las operaciones indicadas: ax — x 4+ a* — a =~ 20 + 20 = — 2ax + 20*
Transponiendo: ax — x + 2ax = — a? + a + 20 — 20 + 20%.

Reduciendo: 3ax — x = 30® —a.
Factorando ambos miembros: x(3a—1)=a(3a—1).

Dividiendo ambos miembros por {3a — 1) queda, finalmente:
X= Q. R.



10.

11.

12.

ECUACIONES FRACCIONARIAS DE 1ER. GRADO

EJERCICIO 144
Resolver las siguientes ecuaciones:
L 13.
x m m
gy bt 14,
x 2 x
% . 1-x 2
B i "
m n_n
— ==l 16.
X ol %
o | —2
P T 17.
a 2 X
—x b= e
a—x x  2(a—b) 18.
a b ab
—3a 2a—x _l. 19.
a* ab a
24 n2
xtm x+n _m*4n? 9. 20.
m n mn
x=b_ x—a 21
a b '
dx 3
2a+b 2 -
2a+3x 2(6x—-a)
x+a 4x+a »
Ax—
(x=0) = i : 24.
dx—b  4(x—b)

@245

(x—2b)(2x+a)
(x—a)(a—2b+x)

x+m _ n+x
x—n —m+x
MIABINTE). . oBa buby.
x+3b
Ha+13b

4(b _)_— _“I) 122
x+a _(x—b)* 3ab—3b*

3  8%—-a 9x—3a
Sx+a _ Sx—b
3x+b  8x—a
x+a’ x—a _a(2x+ab)
x—a x+a  x*—a®
2x—3a _ 1la
x+4a x*—16a2

1 x2  _ x+a
x+a a*+ax a
2at+x) 8(b+x) _ 6(a*—2b?)

b  a  ab

m(n—x)—(m—n)(m+x)=nh-%(2mn=—3m2n).
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FRANCOIS VIETE (1540-1603) Este politico y mi-
litar francés tenia como pasatiempo favorito las ma-
temdticas. Puede considerirsele como el fundador del
Algebra Moderna. Logré la total liberacion de esta
disciplina de las limitaciones aritméticas, al introducir

la notacién algebraica. Dio las férmulas para la so-
lucién de las ecuaciones de sexto grado. Fue Conse-
jero Privado de Enrique IV de Francia. Hizo del
Algebra una ciencia puramente simbélica, y comple-
t6 el desarrollo de la Trigonometria de Ptolomeo.

arruo - XV

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES FRACCIONARIAS

DE PRIMER GRADO

@ La suma de la tercera y la cuarta parte de un numero equivale al du-
plo del nimero disminuido en 17. Hallar el ntimero.

Sea

Tendremos: 5
&

4

x =el numero.

x
=la tercera parte del niimero.

=la cuarta parte del nimero.

2x =duplo del niimero.

De acuerdo con las condiciones del problema,

tendremos la ecuacion:

Resolviendo:

Koo %
y 3 + ey 2x— 17,
4x + 3x = 24x — 204
4x + 3x — 24x = — 204
—17Tx=—204
204
——=12, el ntimero buscado. R.

17

246



10.

11.

12.

13.

14.

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES FRACCIONARIAS ® 24,

EJERCICIO 145
Hallar el numero que disminuido en sus % equivale a su duplo dis-
minuido en 11.

5
Hallar el nimero que aumentado en sus — equwa.le a su triplo dismi-
nuido en 14.

¢Qué nimero hay que restar de 22 para que la diferencia equivalga a
la mitad de 22 aumentada en los % del nimero que se resta?

¢Cuidl es el numero que tiene 30 de diferencia entre sus 1 y sus 1?

El exceso de un niimero sobre 17 equivale a la diferencia entre los — y -
del ntmero. Hallar el nimero.

La suma de la quinta parte de un nimero con los % del nimero excede
en 49 al doble de la diferencia entre i y i del niimero. Hallar el nimero.
La edad de B es los = de la de 4, y sl ambas edades se suman, la suma
excede en 4 anos al doble de la edad de B. Hallar ambas edades.

B tiene los ? de lo que tiene A. Si 4 recibe $90, entonces tiene el doble
de lo que tiene B ahora. ¢Cudnto tiene cada uno?

Después de vender los % de una pieza de tela quedan 40 m. ¢(Cudl
era la longitud de la pieza?

Después de gastar % y % de lo que tenia me quedan 39 bolivares. (Cudnto
tenia?

El triplo de un nimero excede en 48 al tercio del- mismo numero.
Hallar el nimero.

El cuddruplo de un nimero excede en 19 a la mitad del nimero aumen-
tada en 30. Hallar el nimero.

El exceso de 80 sobre la mitad de un nimero equivale al exceso del
nimero sobre 10. Hallar el ndimero.

7
Hallar el ndmero cuyos — excedan a sus % en 2.

El largo de un buque que es 800 pies excede en 744 pies a los % del
ancho. Hallar el ancho.

@ Hallar tres ntimeros enteros consecutivos tales que la suma de los 3-

del mayor con los + del nimero intermedio equivalga al nimero

menor disminuido en 8

Sea X =numero menor.
Entonces x + 1 =ntumero intermedio.

x + 2 = numero mayor.
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. 2
Los lis del nimero mayor serdn (x+2).
. . 2
Los % del nimero intermedio scrdn (x +1).
El menor disminuido en 8 serda x — 8.

De acuerdo con las condiciones del

2 . &
problema, tendremos la ecuacion: ———» (x+2)+ S (x+1)=x—8.

Resolviendo:  2(x +2) o 2(x+1)

13 3
6(x +2) + 26(x + 1) = 39(x — 8)
6x + 12 + 26x + 26 = 39x — 312
6x + 26x — 39x = — 12 — 26 — 312

=x—8

—Tx =—350
x =50
Si x=050, x+1=51 y x +2=52; luego, los numeros buscados son 50,
51y52. R.
- EJERCICIO 146

1. Hallar dos ntmeros consecutivos tales que los :— del mayor equivalgan
al menor disminuido en 4.

2. Hallar dos ntimeros consecutivos tales que los -:— del menor excedan en
17 a los —3; del mayor.

3. Hallar dos numeros consecutivos tales que el menor exceda en 81 a
la diferencia entre los 3‘ del menor vy los % del mayor.

4. Se tienen dos numeros consecutivos tales que la suma de % del mayor
con :—q del menor excede en 8 a los % del mayor. Hallar los niimeros.

6. La diferencia de los cuadrados de dos nitmeros pares consecutivos es 324.
Hallar los nameros.

6. A tiene $1 mds que B. Si B gastara $8, tendria $4 menos que los 1 de
lo que tiene 4. ¢Cudnto tiene cada uno? )

7. Hoy gané $1 mds que ayer, y lo que he ganado en los dos dias es $25
mis que los 1 de lo que gané ayer. ;Cudnto gané hoy y cudnto ayer?

8. Hallar tres nimeros consecutivos tales que si el menor se divide entre
20, el mediano entre 27 y el mayor entre 41 la suma de los cocientes es 9.

.9.

Hallar tres niimeros consecutivos tales que la suma de los 2 del menor
5] i 5
con los = del mayor exceda en 31 al del medio.
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10. Se tienen tres nimeros consecutivos tales que la diferencia entre los %
del mediano y los 11'0 del menor excede en 1 a :‘—1 del mayor. Hallar los
nameros.

11. A tiene 2 afos mds que B y éste 2 anos mas que C. Si las edades de
B y C se suman, esta suma excede en 12 afos a los % de la edad de A.
Hallar las edades respectivas.

12 A tiene 1 afio menos que B y B 1 aiio menos que C. Si del cuadrado
de la edad de C se resta el cuadrado de la edad de B la diferencia es
4 anos menos que los 15—7 de la edad de A. Hallar las edades respectivas.

@ La suma de dos nimeros es 77, y si el mayor se divide por el menor,
el cociente es 2 y el residuo 8. Hallar los niimeros.

Sea x =el ntmero mayor.

Entonces 77 — x = ¢l niimero menor.

De acuerdo con las condiciones del problema, al dividir el
mayor x entre el menor 77 — x el cociente es 2 y el residuo 8, pero
si al dividendo x le restamos el residuo 8, entonces la division de

x—8 entre 77— x es exacta y da de cociente 2; luego, tendremos i
la ecuacion: a
Resolviendo: x—8=2(T7T—x)

x—8=154—2x

Si el niimero mayor es 54, el menor serda 77 —x =77 — 54 = 23.
Luego, los niimeros buscados son 54 y 23. R.

@ EJERCICIO 147

1. La suma de dos numeros es 59, y si el mayor se divide por el menor, el
cociente es 2 y el residuo 5. Hallar los ntmeros.

La suma de dos ntmeros es 436, y si el mayor se divide por el menor,

el cociente es 2 y el residuo 73. Hallar los numeros.

La diferencia de dos numeros es 44, y si el mayor se divide por el menor,

el cociente es 3 y el residuo 2. Hallar los ntimeros.

Un nimero excede a otro en 56. Si el mayor se divide por el menor, el

cociente es 3 y el residuo 8. Hallar los nimeros.

Dividir 260 en dos partes tales que el duplo de la mayor dividido entre

el triplo de la menor dé 2 de cociente y 40 de residuo.

S S

6. Repartir 196 soles entre 4 v B de modo que si los -% de la parte de 4

se dividen entre el quinto de la de B se obtiene 1 de cociente y 16 de
residuo.
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En tres dias un hombre gané 185 sucres. Si cada dia gané los % de
lo que ganoé el dia anterior, ;cuanto gan6 en cada uno de los tres dias?

Sea x=lo que gano6 el 1o dia.

El 2° dia gand los i-' de lo que

]

3;_:::10 que gané el 29 dia.
gano el ler dia, o sea los 2- de x; iuego/

3
El 8er- dia gano los ; de lo que gan6 . 9x _ fo aque ganb o B dba.

3 3x _ 9x /16
el 29 dia, o sea los ; de T luego
3x  9x
Como entre los 3 dias gandé 185 sucres, x+—+—=—=185.
: " 4 16
tendremos la ecuacion: - /
Resolviendo: 16x + 12x + 9x = 2960
37x = 2960
x=__2960= 80 sucres, lo que gand
37 el primer dia. R.
El 29 dia gané: By SX8) g0 eucres. R
4 4
9x 9x80 .
5 P —= = 45 sucres. R.
El 3er. dia gané: 6 T s

- EJERCICIO 148

1. En tres dias un hombre gan6 $175. Si cada dia gané la mitad de lo que
gand el dia anterior, ¢cudnto ganéd cada dia?

2. El jueves perdi los = de lo que perdi el miércoles y el viernes los 2 de lo
5. B

que perdi el jueves. Si en los tres dias perdi $252, ;cudnto perdi cada dia?

3. B tiene % de lo que tiene 4 y C % de lo que tiene tiene B. Si entre los

tres tienen 248 sucres, ¢cudnto tiene cada uno?

4. La edad de B es los -:— de la de 4 y la de C los % de la de B. Si las tres
edades suman 73 anos, hallar las edades respectivas.

=

En 4 dias un hombre recorrié 120 Km. Si cada dia recorrié % de lo que
recorrié el dia anterior, scudntos Km recorrié en cada dia?
6. En cuatro semanas un avién recorrié 4641 Km. Si cada semana recorrié

11 . . .
los = de lo que recorrié la semana anterior, ;jcuintos Km recorrié en
cada semana?
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7. Una herencia de 330500 colones se ha repartido entre cinco personas.

La segunda recibe la mitad de lo que recibe la primera; la tercera 1— de lo
que recibe la segunda; la cuarta % de lo que recibe la tercera y la quinta %
de lo que recibe la cuarta. ¢Cudnto recibié cada persona?

8. Un hombre viaj6 9362 Km por barco, tren y avién. Por tren recorrié
los % de lo que recorrié en barco y en avién los % de lo que recorri6
en tren. ¢Cudntos Km recorrié de cada modo?

A tenia cierta suma de dinero. Gasté $30 en libros y los % de lo que

le quedaba después del gasto anterior en ropa. Si le quedan $30,
¢cuanto tenia al principio?

Sea x=lo que tenia al prine ipio.

Después de gastar $30 en libros, le quedaron $(x — 30).
En ropa gastd % de lo que le quedaba, o sea %(x — 30).

Como atin le quedan $30, la diferencia entre lo
que le quedaba despsués del pnrner' gasto, x —30, y lo x-—30—%(:'¢--.- 30) = 30.
que gasto en ropa, -(x—30), serd igual a $30; luego,
tenemos la ecuacién: NS
) 3(x —30)
Resolviendo: x—30— — 2 = 30
4x — 120 — 3(x — 30) = 120
4x —120 — 3x + 90 =120
4x —3x =120 +120 —90
x=150.
Luego, 4 tenia al principio $150. R.

]

» EJERCICIO 149

1. Tenia cierta suma de dinero. Gasté $20 y presté los % de lo que me
quedaba. Si ahora tengo $10, ¢cudnto tenia al principio?

2. Después de gastar la mitad de lo que tenia y de prestar la mitad de lo
que me quedd, tengo 21 quetzales. ¢Cudnto tenia al principio?

Tengo cierta suma de dinero. Si me pagan $7 que me deben, puedo

<2

gastar los % de mi nuevo capital y me quedaran $20. ;Cudnto tengo ahora?
4. Gasté los % de lo que tenia y presté los ~:— de lo que me quedd. Si ain
tengo 500 bolivares, :cudnto tenia al principio?

5. Los % de las aves de una granja son palomas; los i— del resto gallinas
y las 4 aves restantes gallos. ¢Cudntas aves hay en la granja?
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6. Gasté los —;— de lo que tenia; perdi los % de lo que me quedd; se me
perdieron § soles y me quedé sin nada. ¢Cudnto tenia al principio?

7. Tenia cierta suma. Gasté f; de lo que tenia; cobré $42 que me debian
y ahora tengo $2 mds que al principio. ¢Cuénto tenia al principio?

8. Después de gastar la mitad de lo que tenia y $15 mds, me quedan $30.
¢Cudnto tenia al principio?

9. Gasté los % de lo que tenia y después recibi 1300 sucres. Si ahora tengo
100 sucres mds que al principio, ¢cuanto tenia al principio?
10.  Tenia cierta suma, Gasté los % en trajes y los % de lo que me quedd

. » 2 .
en libros. Si lo que tengo ahora es $38 menos que los < de lo que tenia
al principio, ¢cudnto tenia al principio?

La edad actual de A es la mitad de la de B, y hace 10 aiios la edad
de A era los % de la edad de B. Hallar las edades actuales.

Sea x = edad actual de 4.

Si la edad actual de 4 es la mitad de la de 2x =edad actual de B.
B, la edad actual de B es doble de la de 4; luego,/

Hace 10 afos, cada uno tenia x —10=edad de A hace 10 afos.
10 afios menos que ahora; luego, " 2x—10=edad de B hace 10 afios.

Segtin las condiciones del problema, la edad de A hace
10 anos, x — 10, era los a; de la edad de B hace 10 afios, o .
sea ; de 2x —10; luego, tendremos la ecuaciéon:———

x—10=2(2x — 10).

Resolviendo: 7x — 70 =6x — 30
Tx —6x =70—230
x =40 anos, edad actual de 4. R.

2x =80 anos, edad actual de B. R.

Hace 10 afios la edad de A era los - de la edad que tendrd dentro
de 20 aiios. Hallar la edad actual de A.

Sea x =edad actual de 4.
Hace 10 anos la edad de 4 era x —10.

Dentro de 20 afios la edad de 4 serd x + 20.
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Segtiin las condiciones, la edad de A4 hace 10 arios, . 3
x—10, era los  de la edad que tendr4 dentro de 20 aiios, a-_.-m,z,;?ggqs-ao);
es decir, los % de x+20; luego, tenemos la ecuacién a2

Resolviendo: 5x —50=3x + 60

2x =110
110 -
x=-?—=55 anos, edad actual de 4. R.

» EJERCICIO 150

1. La edad de 4 es % de la de B y hace 15 anos la edad de 4 era —:; de la

de B. Hallar las edades actuales.

2. La edad de A es el triplo de la de B y dentro de 20 anos serd el doble.
Hallar las edades actuales.

3. La edad de A hace 5 anos era los % de la edad que tendri dentro de 5

anos. Hallar la edad actual de A.

4. Hace 6 anos la edad de 4 era la mitad de la edad que tendrd dentro de
24 anos. Hallar la edad actual de A.

5. La edad de un hijo es % de la edad de su padre y dentro de 16 anos
seri la mitad. Hallar las edades actuales.

6. La edad de un hijo es los % de la de su padre y hace 8 anos la edad del
hijo era los % de la edad del padre. Hallar las edades actuales.

7. La suma de las edades actuales de 4 y B es 65 aifios y dentro de 10 anos
la edad de B serd los 112 de la de 4. Hallar las edades actuales.

8. La diferencia de las edades de un padre y su hijo es 25 afos. Hace 15
afos la edad del hijo era los % de la del padre. Hallar las edades actuales.

9. Hace 10 anos la edad de un padre era doble que la de su hijo y dentro

de 10 afios la edad del padre serd los % de la del hijo. Hallar las edades
actuales.

10. 4 tiene 18 afios mds que B. Hace 18 aiios la edad de 4 era los -:7 de la
de B. Hallar las edades actuales.

11. La edad de 4 es el triplo de la de B y hace 4 afios la suma de ambas
edades era igual a la que tendrd B dentro de 16 afos. Hallar las edades
actuales.

A tiene doble dinero que B. Si A le da a B 34 soles, A tendr4 los -
de lo que tenga B. (Cuénto tiene cada uno?

Sea x=lo que tiene B.

Entonces 2x =lo que tiene A.

Si A le da a B 34 soles, A se queda con 2x —34 soles y B tendrd en-
tonces x + 34 soles.
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a B 34 soles, lo que le queda a 4, 2x —34 soles, es los l—ﬁl
de lo que tiene B, o sea, los % de x+ 34 soles; luego,

Segun las condiciones del problema, cuando 4 le da

tenemos la ecuacion

=3

10.

Resolviendo: 22x — 374 = 5x + 170
22x — Hx = 374+ 170
17x = 544

x=%=32 soles, lo que tiene B. R.

2x = 64 soles, lo que tiene 4. R.

EJERCICIO 151

4 tiene doble dinero que B. Si 4 le djera‘a B 20 bolivares, tendria
los —E— de lo que tendria B. ¢Cudnto tiene cada unor?

A tiene la mitad de lo que tiene B, pero si B le da a A4 24 colones,
ambos tendrin lo mismo. ¢(Cudnto tiene cada uno?

B tiene el doble'de lo que tiene A, pero si B leda a A4 §6 A tendra los %
de lo que le quede a B. ¢Cudnto tiene cada uno?

B tiene los %— de lo que tiene 4. Si B le gana a 4 $30, B tendrd los %
de lo que le quede a 4. ;Cudnto tiene cada uno?

A y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando 4 ha per-
dido 30 sucres tiene la mitad de lo que tiene B. ¢Con cudnto empezd
a jugar cada uno?

A y B empiezan a jugar temendo B los < de lo que tiene 4. Cuando B

_ha ganado $22 tiene los — de lo que le queda a A. ¢Con cudnto empezd

a jugar cada uno?

A tiene los -:— de lo que tiene B. Si 4 gana $13 y B pierde $5, ambos
tendrian lo mismo. ¢(Cudnto tiene cada uno?

B tiene la mitad de lo que tiene 4. Si B le gana a 4 una suma igual
a % de lo que tiene 4, B tendrd $5 mas que 4. ;Cudnto tiene cada uno?
Ay B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido

los — del dinero con que empezd a jugar, 4 ha ganado 24 balboas.
gcon cudnto empezaron a jugar?

A y B empiezan a jugar con igual suma de dinero. Cuando B ha perdido

los 11 del dinero con que empezé a jugar, lo que ha ganado 4 es 24 soles
mds que la tercera parte de lo que le queda a B. ¢Con cuinto empezaron
a jugar?

- 5
—84=— e
2% —34=—(x+34)
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Un padre tiene 40 afios y su hijo 15. ¢Dentro de cudntos anos la edad
del hijo serd los = de la del padre?
Sea x el nimero de afos que tiene que pasar para que la edad del
hijo sea los > de la del padre.
Dentro de x afios, la edad del padre serd 40+ x afios, y la del hijo,
15+ x afos.
Segun las condiciones del problema, la edad del hijo
dentro de x anos, 15+ x, se:“.i los % de la edad del padre 15+x=»:—(40+x).
dentro de x afios, o sea los ; de 40+ x; luego, tenemos la

A

ecuacion: Al , i PRI B s
Resolviendo: 135+ 9x = 160 + 4x
ox =25
x=29.

Dentro de 5 anos. R.

- EJERCICIO 152
1. A tiene 38 anos y B 28 anos. ¢Dentro de cudntos anos la edad de B
serd los —:- de la de 4¢
2. B tuene 25 anos y 4 30. ¢Dentro de cudntos afios la edad de 4 serd
los % de la edad de B?

d. A tiene 52 anos y B 48. ¢Cudntos afios hace que la edad de B era
los % de la de 4?

4. Rosa tiene 27 afios y Maria 18. ¢Cudntos afios hace que la edad de Maria
era % de ]la de Rosa?

o

Enrique tiene $50 y Ernesto $22. Si ambos reciben una misma suma de
dinero, Ernesto tiene los i:- de lo de Enrique. ¢Cudl es esa suma?

6. Pedro tenia Q90 y su hermano Q 50. Ambos gastaron jgual suma y

ahora el hermano de Pedro tiene los % de lo que tiene Pedro. ¢Cudnto
gasté cada uno?

7. Una persona tiene los :— de la edad de su hermano. Dentro de un ntimero
de ar:ios igual a la edad actual del mayor, la suma de ambas edades seri
75 anos. Hallar las edades actuales.

A tenia $54 y B $32. Ambos ganaron una misma cantidad de dinero
y la suma de lo que tienen ambos ahora excede en $66 al cuddruplo de
lo que gané cada uno. ;Cudnto gané cada uno?

4 tenfa 153 bolivares y B'12. 4 le dio a B cierta suma y ahora 4 tiene -
de lo que tiene B. ¢Cudnto le dio 4 a B?
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La longitud de un rectiangulo excede al ancho en 8 m. Si cada di-

mensién se aumenta en 3 metros, el drea se aumentaria en 57 m*
Hallar las dimensiones del rectangulo.

Sea x =ancho del rectingulo.

Entonces x + 8 =longitud del rectangulo.

Como el drea de un rectingulo se

obtiene multiplicando su longitud por su
ancho, tendremos:

x(x +8) = drea del rectingulo dado.

Si cada dimension se aumenta en 3 metros, el ancho sera ahora x+3
metros y la longitud (x + 8)+3=x+ 11 metros.
El drea seri ahora (x +3)(x +11) m*

Segun las condiciones, esta nueva superficie
(x+3)(x +11) m* tiene 57 m*® mds que la su- (x+3)(x+11) =57 = x(x + 8).
perficie del rectingulo dado x(x+8); luego, se
tiene la ecuacion: .

Resolviendo: x*+ 14x + 83 — 57 = x* + Bx
14x — 8x =57 — 33
6x =24
x =4 m, ancho del rectingulo dado R.
x+8=12 m, longitud del rectingulo dado. R.

® EJERCICIO 153

1. La longitud de un rectingulo excede al ancho en 3 m. Si cada dimen-
sibn se aumenta en 1 m la superficie se aumenta en 22 m® Hallar las
dimensiones del rectdngulo.

2. Una de las dimensiones de una sala rectangular es el doble de la otra.
Si cada dimensién se aumenta en 5 m el drea se aumentaria en 160 m?=.
Hallar las dimensiones del rectangulo.

3. Una dimensién de un rectingulo excede a la otra en 2 m. Si ambas
dimensiones se disminuyen en 5 m el drea se disminuye en 115 m2
Hallar las dimensiones del rectingulo,

4. La longitud de un rectdngulo excede en 24 m al lado del cuadrado
equivalente al rectingulo y su ancho es 12 m menos que el lado de dicho
cuadrado. Hallar las dimensiones del rectingulo.

5. La longitud de un rectingulo es 7 m mayor y su ancho § m menor

ue el lado del cuadrado equivalente al rectdngulo. Hallar las dimen-
siones del rectidngulo.

6. La longitud de un campo rectangular excede a su ancho en 30 m. Si
la longitud se disminuye en 20 m y el ancho se aumenta en 15 m, el
area se disminuye en 150 m2 Hallar las dimensiones del rectdngulo.

7. La longitud de una sala excede a su ancho en 10 m. Si la longitud se

disminuye en 2 m y el ancho se aumenta en 1 m el 4rea no varfa.
Hallar las dimensiones de la sala.
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El denominador de una fraccion excede al numerador en 5. Si el de-

nominador se aumenta en 7, el valor de la fraccién es -i;- Hallar la
fraccion.

Sea x = numerador de la fraccion.

Como el denominador excede al numerador en 5: x + 5= denomina-
dor de la fraccion.

La fraccion serd, por lo tanto,

x+o
Segun las condiciones, si el denominador de esta fraccion se x 1
-4 . 1 e — T |
aumenta en 7, la fraccion equivale a Py luego, tendremos la Y3547 2

ecuacion:

x 1
x+12° 2
2x=x+12
x =12, numerador de la fraccion.
x +5=17, denominador de la fraccion.

Resolviendo:

&

Luego, la fraccion buscada es ;ﬁ- R.
7
B EJERCICIO 154

1. El numerador de una fraccién excede al denominador en 2. Si el deno-
minador se aumenta en 7 el valor de la fraccién es % Hallar la fraccion,

2. El denominador de una fracciéon excede al numerador en 1. Si el deno-
minador se aumenta en 15, el valor de la fraccién es -; Hallar la fraccion.

3. El numerador de una fraccién es 8 unidades menor que el denominador.
Si a los dos términos de la fraccion se suma 1 el valor de la [raccién es Tl
Hallar la [raccién.

4. El denominador de una fraccion excede al duplo del numerador en 1.
Si al numerador se resta 4, ¢l valor de la fraccion es -;:- Hallar la fraccion.

5. El denominador de una fraccion excede al duplo del numerador en 6.
Si el numerador se aumema en 15 y el denominador se disminuye en 1,
el valor de la fraccién es —. Hallar la fraccién.

6. El denominador de una fracuun excede al numerador en 1. Sial deno-
minador se anade 4, la fraccion que resulta es 2 unidades menor que
el triplo de la fraccién primitiva. Hallar la fraccién.

7. El denominador de una fraccién es 1 menos que el triplo del numerador.
Si el numerador se aumenta en 8 y ¢l denominador en 4 ¢l valor de la

fraccién es :— Hallar la fraccion.

8. El numerador de una fraccién excede al denominador en 22. Si al nume-
rador se resta 15, la diferencia entre la fraccién primitiva y la nueva
fraccién es 3. Hallar la fraccién primitiva.

Doe )
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@ La cifra de las decenas de un ntimero de dos cifras excede en 3 a la
cifra de las unidades, y si el nimero se divide por la suma de SUS cifras,
el cociente es 7. Hallar el nimero.

Sea x =1la cilra de las unidades.
Entonces x+3=1la cifra de las decenas.

El niimero se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas y
sumandole la cifra de las unidades; luego:

10(x + 8) + x = 10x + 30 4+ x = 11x + 30 = el numero.

Segun las condiciones, el nimero 11x + 30 dividido por la 11x+30

suma de sus cifras, o sea por x+x+ 3 =2x+3, da de cociente 7;:  2x+3
luego, tenemos la ecuacion: — - Vi
Resolviendo: 11x + 30 = 14x + 21
11x —14x =—30+ 21
—3x=-9

x =3, la cifra de las unidades.
x+3=6, la cifra de las decenas.

Luego, el niimero buscado es 63. R.

B EJERCICIO 155

1. La cifra de las decenas de un ntimero de dos cifras excede a la cifra de
las unidades en 2. Si el nimero se divide entre la suma de sus cifras,
el cociente es 7. Hallar el namero.

2. La cifra de las unidades de un niimero de dos cifras excede en 4 a la
cifra de las decenas y si el nimero se divide por la suma de sus cifras el
cociente es 4. Hallar el numero.

3. La cifra de las decenas de un ntmero de dos cifras es el duplo de la
cifra de las unidades y si el nimero, disminuido en 9, se divide por la
suma de sus cifras el cociente es 6. Hallar el nimero.

4. La cifra de las decenas de un numero de dos cifras excede en 1 a la cifra
de las unidades, Si el nimero se multiplica por 3 este producto equivale
a 21 veces la suma de sus cifras. Hallar el nimero.

5. La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un nimero
de dos cifras es 7. Si el niimero, aumentado en 8, se divide por el duplo
de la cifra de las decenas el cociente es 6. Hallar el nimero.

6. La cifra de las decenas de un niimero de dos cifras excede en 2 a la cifra

de las unidades y el ntimero excede en 27 a 10 veces la cifra de las uni-
dades. Hallar el ndmero.

7. La cifra de las decenas de un nimero de dos cifras es el duplo de la cifra
de las unidades, y si el nimero disminuido en 4 se divide por la diferen-
cia entre la cifra de las decenas y la cifra de las unidades el cociente
es 20. Hallar el numero.
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A puede hacer una obra en 3 dias y B en 5 dias. ¢(En cuanto tiempo
pueden hacer la obra trabajando los dos juntos?

Sea x el numero de dias que tardarian en hacer la obra trabajando
los dos juntos.

Si en x dias los dos juntos hacen toda la obra, en 1 dia hardn L de
la obra. '

A, trabajando solo, hace la obra en 3 dias; luego, en un dia hace 17 de
la obra. i

: s ’ 1
B, trabajando solo, hace la obra en 5 dias; luego, en un dia hace - de
la obra.

Los dos juntos harin en un dia (%—FIT) de la obra; pero -1-+l=
como en un dia los dos hacen 17 de la obra, tendremos: - /i
Resolviendo: Sx +3x =15
8x =15
20L0 .

- EJERCICIO 156
1 4 puede hacer una obra en 3 dias y B en ( dias. ¢En cudnto tiempo
pueden hacer la obra los dos trabajando juntos?

Una llave puede llenar un depdsito en 10 minutos y otra en 20 minutos.
¢In cudnto tiempo pueden llenar el depdsito las dos llaves juntas?

3 4 puede hacer una obra en 4 dias, B en ¢ dias y € en 12 dias. ¢En cudnto
tiempo pueden hacer la obra los tres juntos?

1 : 2 .
4 4 puede hacer una obra en 1 dias, B en 6 dias y C en 27 dias. ¢En
4]
cuinto tiempo hardn la obra los tres juntos?
9 Una llave puede llenar un depdsito en 5 minutos, otra en § minutos y
otra en 12 minutos. ¢En cuinto tiempo llenarin el depdsito las tres
llaves abiertas al mismo tiempo?

6. Una llave puede llenar un depdsito en 4 minutos, otra llave en 8 minutos
y un desagiie puede vaciarlo, estando lleno, en 20 minutos. :En cuinto
tiempo se llenard el depdsito, si estando vacio y abierto el desagiie se
abren las dos llaves?

@ ¢A qué hora entre las 4 y las b estan opuestas
las agujas del reloj?

En los problemas sobre el reloj, el alumno debe
hacer siempre un grifico como el adjunto.

En el grifico estd representada la posicion del
horario y el minutero a las 4. Después representa-
mos la posicion de ambas agujas cuando estdn opues-
tas, el horario en C y el minutero en D.

| FIGURA 20
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Mientras el minutero da una vuelta completa al reloj, 60 divisiones
de minuto, el horario avanza de una hora a la siguiente, 5 divisiones de

. 1 . . .
minuto, o sea ; de lo que ha recorrido el minutero; luego, el horario

; 1 o w F
avanza siempre - de las divisiones que avanza el minutero.

Sea x = el numero de divisiones de 1 minuto del arco ABCD que ha
recorrido el minutero hasta estar opuesto al horario.

Entonces —=ntmero de divisiones de 1 minuto del arco BC que ha
recorrido el horario.

En la figura 20 se ve que el arco ABCD =x equivale al

= ivisi i =2 mi x
arco AB=20 divisiones de 1 minuto, mds el arco BC =, mds x =20 + —+ 30.

el arco CD =30 divisiones de 1 minuto; luego, tendremos la 12
ecuacion: - Vi
: x
Resolviendo: x= 50+ T
12x = 600 + x
11x = 600
600 T i
x=-ﬂ=541—1 divisiones de 1 minuto.

Luego, entre las 4 y las 5 las manecillas del reloj estin opuestas a las
o a0 .
4 y 54 minutos. R.

@ ¢A qué hora, entre las 5 y las 6, las agujas del reloj forman dngulo
recto?

Entre las 5 y las 6 las agujas estdn en angulo recto en 2 posiciones:
una, antes de que el minutero pase sobre el horario, y otra, después.

1) Antes de que el minutero pase sobre el ho-
1ario.

A las 5 el horario estd en C y el minutero en A.
Representemos la posicion en que forman dngulo
recto antes de pasar el minutero sobre el horario: el
minutero en B y el horario en D (figura 21).

Sea x =el arco 4B que ha recorrido el minute-
ro; entonces {;= el arco CD que ha recorrido el ho-
rario.

! FIGURA 21 I[
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En la figura adjunta se ve que: arco AB+arco BD =
arco AC+arco CD, pero arco AB=x, arco BD =15, arco

AC=25 y arco CD—E, luego: —- i u+15=:25+§

Resolviendo: 12x + 180 =300 + x
11x =120
x= 11210 0? divisiones de 1 minuto.

» = 10 s
Luego, estardn en dngulo recto por primera vez a las 5 y 1077 mi-
nutos. R.

2) Después que el minutero ha pasado sobre
el horario.

A las 5 el horario estd en B y el minutero en A.
Después de pasar el minutero sobre el horario, cuan-
do forman dngulo recto, el horario esti en C y el
minutero en D.

Sea x = el arco ABCD que ha recorrido el minu-
Lero; %=el arco BC que ha recorrido el horario.

En la figura se ve que: arco ABCD = arco AB +
arco BC +arco CD, o sea,

X
x=_35+ﬁ+1& l FIGURA 22 __}

Resolviendo: 12x = 300 + x + 180
11x = 480
x= %-8—0 = 43-L divisiones de 1 minuto.
11 11

- T
Luego, formarin dngulo recto por segunda vez a las 5 y 43; mi
nutos. R.

®- EJERCICIO 157

¢A qué hora, entre la 1 y las 2, estin opuestas las agujas del reloj?

2. :A qué horas, entre las 10 y las 11, las agujas del reloj forman dngulo
recto?

¢A qué hora, entre las 8 y las 9, estin opuestas las agujas del reloj?

¢A qué hora, entre las 12 y la 1, estin opuestas las agujas del reloj?

5. zA qué hora, entre las 2 y las 3, forman dngulo recto las agujas del
reloj?

6. ¢A qué hora, entre las 4 y las 5, coinciden las agujas del reloj?

[y

= W
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7.
8.
9.
10.

1l.

10.

11.

12.

¢A qué horas, entre las 6 y las 7, las agujas del reloj forman dngulo recto?

¢A qué hora, entre las 10 y las 11, coinciden las agujas del reloj?

¢A qué hora, entre las 7 y las 7 y 30, estin en dngulo recto las agujas

del reloj?

¢A qué hora, entre las 3 y las 4, el minutero dista exactamente 5 divi-

siones del horario, después de haberlo pasado?

¢A qué horas, entre las 8§ y las 9, el minutero dista exactamente del

horario 10 divisiones?

EJERCICIO 158

MISCELANEA

SOBRE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES DE 1¢. GRADO

La diferencia de dos numeros es ¢ y la mitad del mayor excede en 10

a los % del menor. Hallar los numeros.

A tenia $120 y B $90. Después que 4 le dio a B cierta suma, B tiene los

1—; de lo que le queda a 4. ¢Cudnto le dio 4 a B?

Un namero se aumentd en 6 unidades; esta suma se dividié entre 8;

al cociente se le sumé 5 y esta nueva suma se dividié entre 2, obteniendo

4 de cociente. Hallar el numero.

Se ha repartido una herencia de 48000 soles entre dos personas de modo
iy . 3

que la parte de la que recibié menos equivale a los — de la parte de

la persona favorecida. Hallar la parte de cada uno.

Dividir 84 en dos partes tales que ;13 de la parte mayor equivalga a —;—

de la menor.

Dividir 120 en dos partes tales que la menor sea a la mayor como 3

es a b.

Un hombre gasta la mitad de su sueldo mensual en el alquiler de la

casa y alimentacién de su familia y -% del sueldo en otros gastos. Al

cabo de 15 meses ha ahorrado $300. ;Cudl es su sueldo mensual?

Un hombre gastd % de lo que tenia en ropa; % en libros; prestd $102

a un amigo y se quedé sin nada. ¢Cudnto gasté en ropa y cudnto en

libros?

La edad de B es = de lade 4 y la de C 2 de la de B. Si entre los tres

tienen 25 afios, ¢cudl es la edad de cada uno?

Vendi un automévil por 8000 bolivares mds la tercera parte de lo que

me habia costado, y en esta operacién gané 2000 bolivares. ;Cudnto me

habia costado el auto?

Compré cierto nimero de libros a 2 por $5 y los vendi a 2 por $7,

ganando en esta operacién $8. ¢Cudntos libros compré?

Compré cierto nimero de libros a 4 por $3 y un nimero de libros igual
a los % del nimero de libros anterior a 10 por $7. Vendiéndolos todos
a 2 por $3 gané $54. ¢Cudntos libros compré?
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Dividir 150 en cuatro partes, tales que la segunda sea los -f de la pri-
mera; la tercera los % de la segunda y la cuarta % de la tercera.

¢A qué hora, entre las 9 y las 10 coinciden las agujas del reloj?

A es 10 afos mayor que B y hace 15 afnos la edad de B era los % de la
de A. Hallar las edades actuales.

A y B trabajando juntos hacen una obra en 6 dias. B solo puede hacerla
en 10 dias. ¢En cudntos dias puede hacerla A4?

Dividir 650 en dos partes tales que si la mayor se divide entre 5 y la
menor se disminuye en 50, los resultados son iguales.

La edad actual de 4 es % de la de B; hace 10 anos era :—0 Hallar las
edades actuales.

Hallar dos nameros consecutivos tales que la diterencia de sus cuadrados
exceda en 43 a Tl'i del nimero menor.

Un capataz contrata un obrero ofreciéndole un sueldo anual de 3000
sucres y una sortija. Al cabo de 7 meses el obrero es despedido y recibe
1500 sucres y la sortija. ¢Cual era el valer de la sortijaz

Una suma de $120 se reparte por partes iguales entre cierto numero de
. . . 1 . ;
personas. Si el nimero de personas hubiera sido — mis de las que habia,
o~

cada persona hubiera recibido $2 menos. (Entre cudntas personas se
repartiéd el dinero?

Un hombre compré cierto nimero de libros por $400. 5i hubiera com-

1 . . 5
prado - mds del nimero de libros que compré por el mismo dinero,

cada libro le habria costado $2 menos. ¢Cuintos libros compré y cuinto
pagoé por cada uno?

Se ha repartido cierta suma entre 4, B y C. A recibié 330 menos que
la mitad de la suma; B $20 mds que los % de la suma y C el resto, que
eran $30. ¢(Cudnto recibieron 4 y B?

5 = 4 s P £
Compré cierto nimero de libros a 5 libros por $6. Me quedé con :

de los libros y vendiendo el resto a 4 libros por $9 gané $9. g(‘.u;inl.t’;s
libros compré?

Un hombre dej6é la mitad de su fortuna a sus hijos; % a sus herma-
3 . &

nos; — a un amigo y el resto, que eran 2500 colones, a un asilo. (Cudl
era su fortuna?

Un padre de familia gasta los > de su sucldo anual en atenciones de

1 1 ! -

su casa; — en ropa, — en paseos y ahorra 810 balboas al afio. ;Cudl es
su sueldo anual?

Un hombre gasté el afio antepasado los % de sus ahorros; el ano pasado

5 2 o w4
15 de sus ahorros iniciales; este afio T de lo que le quedaba y atn tiene
$400. ;A cudnto ascendian sus ahorros?
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Dividir 350 en dos partes, tales que la diferencia entre la parte menor
y los £ de la mayor equivalga a la diferencia entre la parte mayor y los :—;
de la menor.

Se ha repartido cierta suma entre 4, B y C. A recibié $15; B tanto
como 4 mis los % de lo que recibié C y C tanto como 4 y B juntos?
¢Cudl fue la suma repartida?

Tengo $9.60 en pesos, piezas de 20 centavos y 10 centavos respectiva-
mente. El nimero de piezas de 20 centavos es los :— del nimero de pesos
y el niimero de piezas de 10 centavos es los % del nimero de pie;as de
20 centavos. (Cudntas monedas de cada clase tengo?

Un comerciante perdié el primer afno %.' de su capital; el segundo afo
gand una cantidad igual a los % de lo que le quedaba; el tercer afio
gano los —:__l de lo que tenfa al terminar el segundo afio y entonces tiene
13312 quetzales. :Cudl era su capital primitive?

A y B tienen la misma edad Si A tuviera 10 afos menos y B 5 afos
mds, la edad de A4 seria los — de la de B. Hallar la edad de A.

Un comandante dispone sm tropas formando un cuadrado y ve que
le quedan fuera 36 hombres. Entonces pone un hombre mds en cada
lado del cuadrade y ve que le faltan 75 hombres para completa ¢l
cuadrado. ¢Cudntos hombres habia en el lado del primer cuadrado
y cuintos hombres hay en la tropa?

Gasté los % de lo que tenia y $20 mds y me quedé con la cuarta parte
de lo que tenia y $16 mis. ;Cudnto tenia?

A empieza a jugar con cierta suma. Primero gané una cantidad igual
a lo que tenia al empezar a jugar; después perdié 60 lempiras; mds tarde
perdi6 - de lo que le quedaba y perdiendo nuevamente una cantidad
igual a los -a— del dinero con que empezd a jugar, se quedd sin nada.
¢Con cudnto empezé a jugar?

Un numero de dos cifras excede en 18 a seis veces la suma de sus

cifras. 51 la cifra de las decenas excede en 5 a la cifra de las unidades,
¢cudl es el namero?

La suma de las cifras de un numero menor que 100 es 9. Si al nimero
se le resta 27 las cifras se invierten. Hallar el nimero.

En un puesto de frutas habia cierto ntmero de mangos. Un cliente com-
) . . 1
pro - de los mangos que habia mds 4 mangos; otro cliente compré =

de los que quedaban y ¢ mis, un tercer cliente compré la mitad de los

que quedaban y 9 mds, y se acabaron los mangos. ¢Cudntos mangos
habia en el puesto?

A tenia 380 y B $50. Ambos ganaron igual suma de dinero y ahora B
tiene los i' de lo que tiene A. (Cudnto gand cada uno?
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Compré una plumafuente y un lapicero, pagando por éste los —;- de lo
que pagué por la pluma. Si la pluma me hubiera costado 20 cts. menos
y el lapicero 30 cts. mds, el precio del lapicero habria sido los % del
precio de la pluma. ¢Cudnto costé la pluma y cudnto el lapicero?

El lunes gasté la mitad de lo que tenia y $2 mds; el martes la mitad de
lo que me quedaba y 32 mds; el miércoles la mitad de lo que me que-
daba y $2 mds y me quedé sin nada. ;Cudnto tenia el lunes antes de
gastar nadar

Un hombre gané el primer afio de sus negocios una cantidad igual a
la mitad del capital con que empezé sus negocios y gastd $6000; el
2¢ ano gané una cantidad igual a la mitad de lo que tenia y separd
$6000 para gastos; el 3er. afio gand una cantidad igual a la mitad de lo
que tenia y separ6 $6000 para gastos. Si su capital es entonces de $32250,
¢cudl era su capital primitivo?

Un hombre compré un bastén, un sombrero y un traje. Por el bastén
pagd $15. El sombrero y el baston le costaron los % del precio del traje

y el traje y el bastén $5 mds que el doble del sombrero. ;Cudnto le
costd cada cosa?

Un conejo es perseguido por un perro. El conejo lleva una ventaja
inicial de 50 de sus saltos al perro. El conejo da 5 saltos mientras el
perro da 2, pero el perro en 3 saltos avanza tanto como el conejo en
8 saltos. ¢Cuintos saltos debe dar el perro para alcanzar al conejo?

Una liebre lleva una ventaja inicial de 60 de sus saltos a un perro. La
liebre da 4 saltos mientras el perro da 3, pero el perro en § saltos avanza
tanto como la liebre en 8. ;Cudntos saltos debe dar el perro para alcan-
rar a la liebre?

¢A qué hora, entre las 10 y las 11, estd el minutero exactaménte a 6
minutos del horario?

A y B emprenden un negocio aportando B los % del capital que aporta A.
El primer afio 4 pierde -_é; de su capital y B gana 3000 bolivares; el

5 ; i 1 . £, oaroy
scgundo ano 4 gana 1600 bolivares y B pierde + de su capital. Sial finl
del segundo alo ambos socios tienen el mismo dinero, ¢con cudnto e
prendid cada uno el negocio?

Un padre tiene 60 anos y sus dos hijos 16 y 14 afios. ;Dentro de cudntos
anos la edad del padre serd igual a la suma de las edades de los hijos?

Un hombre que estd en una ciudad dispone de 12 horas libres. :Qué
distancia podrd recorrer hacia el campo en un auto que va a 50 Km

por hora si el viaje de vuelta debe hacerlo en un caballo que anda
10 Km por hora?

Compré un caballo, un perro y un buey. El buey me costé $80. El
perro y el buey me costaron el doble que el caballo y el caballo y el

buey me costaron 6} veces lo que el perro. ¢Cudnto me costé el caballo
y cudnto el perro?
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@PROBLEMA DE LOS MOVILES

x
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| FIGURA 23 |.

Sean los moéviles m y m’ animados de movimiento uniforme, es decir,
que la velocidad de cada uno es constante, los cuales se mueven en la mis-
ma direccion y en el mismo sentido, de izquierda a derecha, como indican
las flechas.

Suponemos que el movil m pasa por el punto 4 en el mismo instante
en que el movil m’ pasa por el punto B. Designemos por a la distancia
entre el punto 4 y el punto B.

Sea v la velocidad del maévil m y v’ la velocidad del movil m* y su-
pongamos que v >v'.

Se trata de hallar a qué distancia del punto A el mévil m alcanzard
al mévil m’.

Sea el puuto E el punto de encuentro de los moviles. Llamemos x
a la distancia del punto 4 al punto E (que es lo que se busca); entonces
la distancia del punto B al punto E serd x —a.

El mévil m pasa por 4 en el mismo instante en que m’ pasa por B
y m alcanza a m’ en E; luego, es evidente que el tiempo que emplea el
movil m en ir desde A4 hasta E es igual al tiempo que emplea el movil m'
en ir desde B hasta £. Como el movimiento de los moviles es uniforme,
el tiempo es igual al espacio partido por la velocidad; luego:

El tiempo empleado por el mévil m en ir desde 4 hasta E seri igual

; ; . ; z
al espacio que tiene que recorrer x partido por su velocidad v, o sea ~.

El tiempo empleado por el movil m’ en ir desde B has-
ta E serd igual al espacio que tiene que recorrer x —a par-
tido por su velocidad v', o sea ? Pero, segin se dijo
antes, estos tiempos son iguales; luego, tenemos la ecuacion:

x _
v v

Resolviendo: v'x =v(x — a)
v'x =vx —av
vx —ux=—av

!

xX—a
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Cambiando signos a todos los términos: vx —v'x=av
‘

x(v—v')=av

(v-v)=av

X =

v

v—v

féormula que da la distancia del punto 4 al punto de encuentro £ en fun-
cion de a, la distancia entre 4 y B, cantidad conocida y de las velocidades v
y ' de los moviles, también conocidas.

DISCUSION

La discusion de esta formula x=-"- consiste en saber qué valores
toma x de acuerdo con los valores de a, v y v’ en cuya funcioén viene dada x.
Consideraremos cinco casos, observando la figura:

1) | >~ 1”.  El numerador av es positivo y el denominador v—1v' es
positivo por ser el minuendo v mayor que el sustraendo v'; luego, x es po-
sitiva, lo que significa que el maévil m alcanza al mévil m’ en un punto
situado a la derecha de B.

2) I'< 1. El numerador av es positivo y el denominador v—1v" es
negativo por ser el minuendo v menor que el sustraendo v’; luego, x es ne-
gativa, lo que significa que los moviles,si se encontraronfué en un punto si-
tuado a la izquierda de 4, y a partir de ese momento, como la velocidad de
m es menor que la de m’, éste se apart6 cada vez mds de m, hallindose
ahora a una distancia a de ¢l, distancia que continuard aumentando.

f

. av
3) V="' La fé6rmula x= se convierte en x =— =, lo que

significa que los moviles se encuentran en el infinito; asi se expresa el he-
cho de mantenerse siempre a la misma distancia a, ya que la velocidad de m
es igual a la velocidad de m’,
: Oxv 0
4) )y =J1'y a=0. La férmula se convierte en x =——=—=valor
R O i : =V

indeterminado, lo que significa que la distancia del punto 4 al punto de
encuentro es cualquiera. En efecto, siendo a =0, los puntos 4 y B coinci-
den; luego, los moviles estin juntos y como sus velocidades son iguales, a
cualquier distancia de 4 estardn juntos.

5) | es negativa. (El movil m’ va de derecha a izquierda). La for-

: av av : e

mula se convierte en x = — = —. El numerador es positivo y
v—(—v) wv+tv

el denominador también; luego x es positiva, pero menor que a.

v av 5.3
En efecto: La fraccion T que es el valor de x, puede escribirse
vtv

es una fraccion menor que 1 por te-

!

v
a(m), donde el factor

ner el numerador menor que el denominador y al multiplicar @ por una
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cantidad menor que 1, el producto serd menor que a. Que x es positiva
y menor que a significa que los moviles se encuentran er un punto situa-
do a la derecha de 4 y que este punto dista de 4 una distancia menor
que a, 0 sea, que el punto de encuentro se halla entre 4 y B.

i ipotesis de que v’ es nega- -
Si en la hipdtesis de q eg S i

tiva suponemos que v =1, la férmula se con- g-:;ﬂf’.ﬁ:a :
vierte en =i 'P;'.l'iﬁ- m 2

o sea, que el punto de encuentro es precisamente el punto medio de la
linea AB.

APLICACION PRACTICA DEL PROBLEMA DE LOS MOVILES

‘ Ejemplos

(1) Un auto que va a 60 Km por hora pasa por el punto A en el mismo instante
en que otro auto que va a 40Km por hora pasa por el punto B, situado
a la derecha de A y que dista de A 80 Km. Ambos siguen la misma direc-
cién y van en el mismo sentido. 3A qué distancia de A se encontraran?

5 == 80X 60 4800
La férmula es x =———. . En este caso e = =240 Km
a=80 Km, v=60 Km por hora, T 60—40 ‘20

v =40 Km por hora, luego:
Luego se encontrardn en un punto situado a 240 Km a la derecha de A. R.

Para hallar el fiempo que tardan en encon-

trarse no hay mas que dividir el espacio por

la velocidad. Si el punto de encuentro estd 240 Km i .

a 240 Km de A v el auto que consideramos 60 Km por hora =4 horas.
en A ibo a 60 Km por hora, para alcanzar - =

al otro necesita:

(2

Un auto pasa por la ciudad A hacia la civdad B a 40 Km por hora y en el

mismo instante ofro auto pasa por B hacia A a 35 Km por hora, La dis-

funcia entre A y B es 300 Km. 3A qué distancia de A y B se encontrarén y

cuanto tiempo después del instante de pasar por ellas?

En este coso a =300 Km, v-—40 Km por hora, v'=35 Km por hora y

como van uno hacia el ctrc, v’ es negofwa Fuego
i :«.;1_!.,!- L rr = ey

e

Se encuentra o 160 Km de la ciudad A, R.
La distancia del punto de encuentro o la ciudad B serd 300 Km — 160 Km
=140 Km. R.

El tiempo empleado en encontrarse ha sido $=4 horas. R.
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EJERCICIO 159

Un corredor que parte de 4 da una ventaja de 30 m a otro que parte
de B. El 19 hace 8 m por segundo y el 2° 5 m por seg. ¢A qué dis-
tancia de 4 se encontraran?

Dos autos parten de 4 y B distantes entre s{ 160 Km y van uno hacia
el otro. El que parte de 4 va a 50 Km por hora y el que parte de B
a 30 Km por hora. ¢A qué distancia de 4 se encontrardn?

Un tren que va a 90 Km por hora pasa por 4 en el mismo instante
en que otro que va a 40 Km pasa por B, viniendo ambos hacia C. Distan-
cia entre A y B: 200 Km. (A qué distanciasde 4 y B se encontrardn?

Un auto que va a 90 Km pasa por 4 en el mismo instante en que otro
auto que va a 70 Km pasa por B y ambos van en el mismo sentido. ¢Qué
tiempo tardardn en encontrarse si B dista de A4 80 Km?

Un tren que va a 100 Km por hora pasa por 4 en el mismo instante
que otro tren que va a 120 Km por hora pasa por B y van uno hacia
el otro. A4 dista de B 550 Km. (A qué distancia de 4 se encontrardn
y a qué hora si los trenes pasan por 4 y B a las § am.?

Dos personas, 4 y B, distantes entre si 70 Km, parten en el mismo
instante y van uno hacia el otro. 4 va a 9 Km. por hora y B a 5 Km
por hora. ¢Qué distancia ha andado cada uno cuando se encuentran?

Dos personas, A y B, distantes entre si 29} Km parten, B, media hora
después que A y van uno hacia el otro. 4 ,va a 5 Km por hora y B a
4 Km por hora. ¢;Qué distancia ha recorrido cada uno cuando se cruzan?

Un tren de carga que va a 42 Km por hora es seguido 3 horas después
por un tren de pasajeros que va a 60 Km por hora. ¢En cudntas horas
el tren de pasajeros alcanzard al de carga y a qué distancia del punto
de partida?

Dos autos que llevan la misma velocidad pasan en el mismo instante
por dos puntos, 4 y B, distantes entre si 186 Km y van uno hacia
el otro. ¢A qué distancia de 4 y B se encontrardn?
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JOHN NEPER (1550-1617) Rico llfrlh;lllnll es- cimales de las enteras. Al observar las relaciones entre

cocés; era Bardn de Merchiston. Logré convertirse en las prog
uno de los mis geniales matemiticos ingleses, al de- clprin
dicarse en sus ratos de ocio al cultivo de los nimeros. per y

!

onu ullméticla:. 1' M‘tﬁcuhmarﬁ
rige a ogaritmos. tre Ne-
q::rplé una discusién acerca de quién
logaritmos.

Introdujo el punto decimal para separar las cifras de- hbudlo orimero en trabajar con los

aaeirue XV

FORMULAS

@FORMULA es la expresion de una ley o de un principio general por

medio de simbolos o letras.

Asi, la Geometria ensefia que el area de un tridngulo es
igual a la mitad del producto de su base por su altura. Llaman- bXxh
do A al drea de un tridngulo, 4 a la base y & a la altura, este prin- 2
cipio general se expresa exacta y brevemente por la formula '

que nos sirve para hallar el drea de cualquier triangulo

con sélo sustituir b y h por sus valores concretos en el - 8x3
caso dado. Asi, si la base de un tridngulo es 8 m y su

altura 3 m, su area serd: e S

=12 m?®

@ USO Y VENTAJA DE LAS FORMULAS ALGEBRAICAS

Las férmulas algebraicas son usadas en las ciencias, como Geometria,
Fisica, Mecdnica, etc., y son de enorme utilidad como apreciard el alumno
en el curso de sus estudios.

La utilidad y ventaja de las férmulas algebraicas es muy grande:

1) Porque expresan brevemente una ley o un principio general.
2) Porque son ficiles de recordar. 3) Porque su aplicacion es muy ficil,

270
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pues para resolver un problema por medio de la férmula adecuada, basta
sustituir las letras por sus valores en el caso dado. 4) Porque una formula
nos dice la relacion que existe entre las variables que en ella intervienen,
pues segun se ha probado en Aritmética, la variable cuyo valor se da por
medio de una férmula es directamente proporcional con las variables (fac-
tores) que se hallan en el numerador del segundo miembro e inversamente
proporcional con las que se hallen en el denominador, si las demds perma-
necen constantes.

TRADUCCION DE UNA FORMULA DADA
AL LENGUAJE VULGAR
Para traducir una férmula al ienguaje vulgar, o sea, para dar la regla
contenida en una férmula, basta sustituir las letras por las magnitudes que
ellas representan y expresar las relaciones que la férmula nos dice existen
entre ellas. Pondremos dos ejemplos:

: b+ b
1) Dar la regla contenida en la férmula 4 =h(——), en que A
representa el drea de un trapecio, h su altura, b y b’ sus bases.

La regla es: El drea de un trapecio es igual al producto de su altura
por la semisuma de sus bases.

2) Dar la regla contenida en la férmula v=§, en que v representa
la velocidad de un mévil que se mueve con movimiento uniforme y ¢ el
espacio recorrido en el tiempo (.

La regla es: La velocidad de un mévil que se mueve ‘con movimiento
uniforme es igual al espacio que ha recorrido dividido entre el tiempo em-
pleado en recorrerlo,

En cuanto a la relacién de v con e y ¢, la férmula me dicta las dos leyes
siguientes:

1) La velocidad es directamente proporcional al espacio (porque e
estd en el numerador) para un mismo tiempo.

2) La velocidad es inversamente proporcional al tiempo (porque ¢
esti en el denominador) para un mismo espacio.

- EJERCICIO 160
Dar la regla correspondiente a las formulas siguientes:
1. 4 :%bh siendo A el drea de un triangulo, b su base y A su altura.

2. e=ut, siendo e el espacio recorrido por un mévil con movimiento uni-
forme, v su velocidad y t el tiempo.
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t= 2. Las letras tienen el significado del caso anterior.
T =Fe, siendo T trabajo, F fuerza y e camino recorrido.

A =D%D' siendo A4 el drea de un rombo y D y D’ sus diagonales.

R

V=hXxB, siendo V el volumen de un prisma, h su altura y B el drea

de su base.

7. V:?lth, siendo V el volumen de una pirdmide, & su altura y B
el drea de su base.

8. A =m=r% siendo A el drea de un circulo y r el radio. (= ¢s una constante
igual a 3.1416 o ).

9. e:-__}_-grz. siendo e el espacio recorrido por un mévil que cae libremente

desde cierta altura partiendo del reposo, g la aceleracién de la gravedad
(9.8 m. por seg.) y t el tiempo empleado en caer.
2

l ’ ; o

10. :EVS, siendo A el drea de un tridngulo equilitero y ! su lado.
mu® . 4

11, F= s siendo F la fuerza centrifuga, m la masa del moévil, v su velo-

cidad y r el radio de la circunferencia que describe.

EXPRESAR POR MEDIO DE SIMBOLOS UNA LEY

MATEMATICA O FISICA OBTENIDA COMO

RESULTADO DE UNA INVESTIGACION

Cuando por la investigacion se ha obtenido una ley matemdtica o fi-
sica, para expresarla por medio de simbolos, o sea para escribir su férmula,
generalmente se designan las variables por las iniciales de sus nombres y
se escribe con ellas una expresion en la que aparezcan las relaciones obser-
vadas entre las variables.

(1) Escribir una férmula que exprese que la altura de un
triéngulo es igual al duplo de su érea dividido entre
la base.

Ejemplos

_2A

Designando la altura por h, el érea por A y la base por b, la fér- h=—:

mula sera:

(2) Escribir una férmula que exprese que la presidén que ejerce un liquido sobre
el fondo del recipiente que lo contiene es igual a la superficie del fondo mul-
tiplicada por la altura del liquido y por su densidad.

Designando la presién por P, la superficie del fondo del recipiente por S, la
altura del liquido por h y su densidad por d, la férmula sera: P = Shd.

® EJERCICIO 161

Designando las variables por la inicial de su nombre, escriba la f6rmula
que CKPIESRZ

1. La suma de dos ntmeros multiplicada por su diferencia es igual a la
diferencia de sus cuadrados.
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2. El cuadrado de la hipotenusa de un tridngulo rectingulo es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos.

3. La base de un tridngulo es igual al duplo de su drea dividido entre
su altura. :

La densidad de un cuerpo es igual al peso dividido por el volumen.
El peso de un cuerpo es igual al producto de su volumen por su densidad.
El drea de un cuadrado es igual al cuadrado del lado.
El volumen de un cubo es igual al cubo de su arista.

El radio de una circunferencia es igual a la longitud de la circunfe-
rencia dividida entre 2r.

PRl

9. El cuadrado de un cateto de un tridngulo rectingulo es igual al cua-
drado de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto.

10. El drea de un cuwadrado es la mitad del cuadrado de su diagonal.

11. La fuerza de atraccién entre dos cuerpos es igual al producto de una
constante k& por el cociente que resulta de dividir el producto de las ma-
sas de los cuerpos por el cuadrado de su distancia.

12. El tiempo que emplea una piedra en caer libremente desde la boca al
fondo de un pozo es igual a la raiz cuadrada del duplo de la profun-
didad del pozo dividido entre 9.8.

13. El drea de un poligono regular es igual a la mitad del producto de su
apotema por el perimetro.

14. La potencia de una mdquina es igual al trabajo que realiza en 1 segundo.

EMPLEO DE FORMULAS EN CASOS PRACTICOS
Basta sustituir las letras de la férmula por sus valores.

‘ Ejemplos

(1) Hallar el drea de un trapecio cuya altura mide 5 m
y sus bases 6 y 8 m respectivamente.

b+b)

La féormula es A = h(

6+8
Rl N5 s e BB, A= 5( )-smr 3sm= R

luego sustituyendo:

(2) Hallar el volumen de una piramide siendo su altura 12 m y el éarea de lo
base 36 m2.

1
La férmula es V = Eh X B.
Aqui, h=12 m, B=236 m®, luego sustituyendo:

= %_x 12X 36 =4 X 36 =144 m5. R.
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(3) Una piedra dejaoda caer desde la azotea de un edificio tarda 4 segundos
en llegar al suelo. Hallar la altura del edificio,
La altura del edificio es el espacio que recorre la piedra.

1
La formula es: e=5-gf2.

gvale 98 m. y1=4 seg., luego sustituyendo:
. %x anﬂu:} ﬁes.-gewa =98X8=784 m
La altura del edificio es 78.4 m. R.
B EJERCICIO 162

1. Hallar el drea de un tridngulo de 10 ¢m de base y 8 de altura. 4 = Jbh.
Z
2. Hallar el drea de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m. A:%.

3. :Qué distancia recorre un movil en 15 seg. si se mueve con movimiento
uniforme y lleva una velocidad de 9 m por seg? e =ul.
¢En qué tiempo el mismo movil recorreri 105 m?

5. Hallar la hipotenusa a de un triangulo rectingulo siendo sus catetos
b=4 myc=3 m a>=b%>+c

6. La hipotenusa de un triangulo rectingulo mide 13 m y uno de los

catetos 5 m. Hallar el otro cateto. b =a* — ¢* 99

Hallar el area de un circulo de 5 m de radio, A ==r®, 11::?“‘

Hallar la longitud de una circunferencia de 5 m de radio. €= 2.

Hallar el volumen de un cono siendo su altura § m y el radio de la

base 2 m. v= Jhnr.

10. El volumen de un cuerpo es 8 cm? y pesa 8.24 g. Hallar su densidad.

D= ﬁ
I 2

l
11. Hallar el drea de un tridngulo equilitero cuyo lado mide 4 m, A4 =71V 3.

® e N

12. Hallar la suma de los dngulos interiores de un exdgono regular.
§=180°(N—2). (N es el namero de lados del poligono).

@ CAMBIO DEL SUJETO DE UNA FORMULA

El sujeto de una formula es la variable cuyo valor se da por medio
de la formula. Una formula es una ecuacion literal y nosotros podemos
despejar cualquiera de los elementos que entran en ella, considerdindolo
como incognita, y con ello cambiamos el sujeto de la férmula.

Ei I (1) Dada la férmula e =4 at* hacer a t el sujeto de la férmula.
]e"]p 08 Hay que despejar | en esta ecuacién literal; t es la incognita.
Suprimiendo denominadores, tenemos:
2e = at?,
. " 2e
Despejando 1% PP=—
a =
i 2e

Extrayendo la raiz cuadrada a ambos miembros: = WA R.
a
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10.
11.

12.
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(Z) Dada la férmula S=2R(N —2) hacer a N el svjeto de la férmula.
Hay que despejar N. N es la incégnita.
Efectuando el producto indicado: S = 2NR — 4R,
Transponiendo: S + 4R = 2NR
_I5i-4R

—_-.—_ R‘(
2R
: 1. 15, ! ;
(3) En la férmula —=—+— despejar p'.
- p p
El m. c. m. de los denominadores es pp’ f. Quitando denominadores tendremos;
pp' = p'f + pf.
La incégnita es p'. Transponiendo: pp’ — p'f = pf
p'p—F)=nf
e s
Pt

(4) Despejar a en v =V 2ae.
Elevando al cuadrado ambos miembros para destruir el radical:
v? = 2ae.
7
g-
Esta operacién de cambiar el sujeto de una férmula sera de incalculable utili-
dad para el alumno al Matematica y Fisica.

Despejando a: a=

EJERCICIO 163

En la férmula e=vt, despejar vy ¢ 13. En V:\/g despejar d y e.
En A:h(f;—b) hacer a h el 14. En e=V t+1at?, despejar V.,

sujeto de la féormula. 15, En e=V t—}at?, despejar V,y a.

En e=lat? despejar a. 16.  EnV=|hxr*, despejar by r.

En A=laln, despejar a,ly n. 17. Baig=" T’ despejar ¢, ty 1.

En A=m*, despejar r.

En a?=0%+c*—2bxx, despejar x. 18. En E=IR, despejar Re I.
2

En V=V +at, despejar Vi, ayt. 19. En e:E—. despejar v.
En V=V,—at, despejar V, ay it 2a
P ' 20.  En u=a+(n—1)r, despejar a, nyr.
En “:Tv despejar Vy P, 21. En wu=am, despejar a 'y 1.
En @*=b"+c%, despejar by e 22. En I:g, despejar Q y (.
En V=at. despejar a y L ¢

En e lespejar p'y p
— = — — — despejar .
T P€] Y
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DESIGUALDADES. INECUACIONES

o~
@ Se dice que una cantidad a es mayor que otra cantidad & cuando la
diferencia a — b es positiva. Asi, 4 es mayor que — 2 porque la dife-
rencia 4 —(—2)=4+2=6 es positiva; —1 es mayor que —3 porque
—1—(—3)=—1+3=2 es una canticdad positiva.

Se dice que una cantidad a es menor que otra cantidad b cuando la
diferencia a— b es negativa. Asi, —1 es menor que 1 porque la diferen-
cia —1—1=-—2 es negativa: —4 ¢s menor que —3 porque la diferencia
—4—(—38)=—4+3=—1 e negativa.

De acuerdo con lo anterior, cero es mayor que cualquier cantidad ne-
gativa,

Asi, 0 es mayor que —1 porque 0—(—1)=0+1=1, cantidad positiva.

.(249 DESIGUALDAD es una expresion que indica que una cantidad es ma-
7 yor o menor que otra.

Los signos de desigualdad son >, que se lee mayor que, y < que se
lee menor que. Asi 3> 3 se lee 5 mayor que 3; —4<—2 se lee —4 menor
que — 2.

276
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245) MIEMBROS

Se llama primer miembro de una desigualdad a la expresion que estd
a la izquierda y segundo miembro a la que estd a la derecha del signo de
desigualdad.

Asi, en a+ b >c—d el primer miembro es a+ b y el segundo ¢—d.

TERMINOS de una desigualdad son las cantidades que estan separadas
de otras por el signo + o — o la cantidad que estd sola en un miembro.
En la desigualdad anterior los términos son a, b, ¢ y —d.

@b Dos desigualdades son del mismo signe o subsisten en el mismo sen-
tido cuando sus primeros miembros son mayores o mcnnrés, ambos,
que los segundos.

Asf, a>b y ¢>d son desigualdades del mismo sentido.

Dos desigualdades son de signo contrario o no subsisten en el mismo
sentido cuando sus primeros miembros no son ambos mayores o menores
que los segundos miembros. Asi, 5>3 y 1<2 son desigualdades de sentido
contrario. '

. PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

1) Si a los dos miembros de una desigualdad se suma o resta una mis-
ma cantidad, el signo de la desigualdad no varia.

Asi, dada la desigualdad a>b,

podemos escribir: g ate>bte 5 i e >b-e

CONSECUENCIA

Un término cualquiera de una desigualdad se puede pasar de un
miembro al otro cambiindole el signo.

Asi, en la desigualdad a> b + ¢ podemos pasar ¢ al primer miembro
con signo — y quedard a—c>b, porque equivale a restar ¢ a los dos
miembros.

En la desigualdad a — b > ¢ podemos pasar b con signo + al segundo
miembro y quedard a>b+¢, porque equivale a sumar b a los dos
miembros.

2) Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen
por una misma cantidad positiva, el signo de la desigualdad no varia.

Asi, dada la desigualdad a> b y siendo ¢ una

a: b
cantidad positiva, podemos escribir: _ - ac>be 'y ?>“

¢
CONSECUENCIA

Se pueden suprimir denominadores en una desigualdad, sin que varie
el signo de la desigualdad, porque ello equivale a multiplicar todos los tér-
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minos de la desigualdad, o sea sus dos miembros, por el m.c. m. de los de-
nominadores.

3) Si los dos miembros de una desigualdad se multiplican o dividen
por una misma cantidad negativa, el signo de la desigualdad varia.

Asi, si en la desigualdad a > b multipli- =88 <~

camos ambos miembros por —¢, tendremos:

y dividiéndolos por —¢, o sea mul- _n.

T 1
tiplicando por ——, tendremos:
-

CONSECUENCIA

Si se cambia el signo a todos los términos, o sea a los dos miembros
de una desigualdad, el signo de la desigualdad varia porque equivale a
multiplicar los dos miembros de la desigualdad por —1.

Asi, si en la desigualdad a — b > — ¢ cambiamos el signo a todos los
términos, tendremos: b —a<e,

4) Si cambia el orden de los miembros, la desigualdad cambia de signo.

Asi, si a>b es evidente que b <a.

5) Si se invierten los dos miembros, la desigualdad cambia de signo.

i g 1 A
Asi, siendo a>b se tiene que P
a

6) Si los miembros de una desigualdad son positivos y se elevan a
una misma potencia positiva, el signo de la desigualdad no cambia.

Asi, 5 > 3. Elevando al cuadrado: 5°>3' o sca 25>9.

7) Si los dos miembros o uno de ellos es negativo y se elevan a una
potencia impar positiva, el signo de la desigualdad no cambia.

Asi, —3> —5. Elevando al cubo:(—3)'> (—3)" 0 sea —27> — 125,

2 > — 2. Elevando al cubu: 2> (—2) o sea 8> —8.

8) Si los dos miembros son negativos y se elevan a una misma po-
tencia par positiva, el signo de la desigualdad cambia.

Asi, —3>—5. Elevando al cuadrado: (—3)2=9 vy (—5)*=25 y que-
da 9 <25.

9) Si un miembro es positivo y otro negativo y ambos se elevan a una
misma potencia par positiva, el signo de la desigualdad puede cambiar.

Asi, 3> —5. Elevando al cuadrado: 3°=9 y (—5)*=25 y queda 9 <25.
Cambia.

8>—2. Elevando al cuadrado: 8*=64 y (—2)*=4 y queda 64> 4.
No cambia.

be,

b
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10) Si los dos miembros de una desigualdad son positivos y se les
extrae una misma raiz positiva, el signo de la desigualdad no cambia.

Asi, si a>b y n es positivo, tendremos: Va > V.

11) Si dos o mas desigualdades del mismo signo se suman o multipli-
can miembro a miembro, resulta una desigualdad del mismo signo.

Asi, sia>b y ¢>d, tendremos: a+c>b+d y ac> bd.

12) Si dos desigualdades del mismo signo se restan o dividen miembro
a miembro, el resultado no es necesariamente una desigualdad del mismo
signo, pudiendo ser una igualdad.

Asi, 10>8 y 5>2. Restando miembro a miemhro: 10—-5=5 vy
8 —2=6; luego queda 5<6; cambia el signo.

Si dividimos miembro a miembro las desigualdades 10>8 y 5> 4, te-

10 8 i
nemos — =2y 1:2; luego queda 2=2, igualdad.
)

INECUACIONES

UNA INECUACION es una desigualdad en la que hay una o mds
cantidades desconocidas (incognitas) y que solo se verifica para deter-

minados valores de las incégnitas. Las inecuaciones se llaman también
desigualdades de condicion.

Asi, la desigualdad 2x —3>x+5 es una inecuacién porque tiene la
incognita x y solo se verifica para cualquier valor de x mayor que 8.

En efecto: Para x =8 se convertirfa en igualdad y para x <8 se con-
vertiria en una desigualdad de signo contrario.

. RESOLYER UNA INECUACION es hallar los valores de las incognitas
que satisfacen la inecuacion.

@ PRINCIPIOS EN QUE SE FUNDA LA RESOLUCION
DE LAS INECUACIONES

La resolucion de las inecuaciones se funda en las propiedades de las
desigualdades, expuestas anteriormente, y en las consecuencias que de las
mismas se derivan.

@Rssowcnm DE INECUACIONES

(1) Resolver la inecuacién 2x —3 > x + 5.
‘ E]emplos Pasando x al primer miembro y 3 al segundo:
x—=x>543.
Reduciendo: x>8 R

8 es el limite inferior de x, es decir que la desigualdad dada sélo se verifica
para los valores de x mayores que 8.
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(2) Hallar el limite de x en 7 _Qi >§33i —é.
Suprimiendo denominadores: 42 — 3x > 10x — 36.
Transponiendo: —3x— 10x > — 36 — 42.

—13x>—78

Cambiando el signo a los dos miembros, lo cual hace cambiar el signo de la
desigualdad, se tiene: 13x <78.

78
Dividiendo por 13: x <-ﬁ osea x<6. R

6 es el limite superior de x, es decir, que la desigualdad dada sélo se verifica
para los valores de x mencres que 6.

(3) Hallar el limite de x en (x+3)(x—1)<[x—1)2+ 3x.
Efectuando las operaciones indicadas:  x* + 2x — 3 < x* — 2x + 1 + 3x,
Suprimiendo x? en ambos miembros y transponiendo:  2x + 2x —3x <1+ 3

x<4 R
4 es el limite superior de x.
B EJERCICIO 164
Hallar el limite de x en las inecuaciones siguientes:
1. x—5H<2x—6. 10.  6(x%+1)—(2x—4)(3x+-2)<3(5x+21).
2. Hx—12>3x—4. 11, (x—4)(x+5)<(x—3)(x—2).
3. x—6>21—8x. 12, (2x—3)°+4x*(x—T)<4(x—2)%.
e o 2x41  2x+H
4. 3Ix—14<Tx-—2. 13. — > —
1] x A &
b. 23(—';)?4"10- i %43 4 P
6. 3x—d+i<T+2. "8 x+27 3
" 5 20 2
T (x—1P=T>(x—2)2 15. Bt
~ 3x+1 9x2—1  3x—1
8. (x4+2)(x—1)+26<(x+4)(x+5). 1 1 1
9. 3(x—2)+2x(x+3)>(2x—1)(x+4). 16. ra > r AT

17. Hallar los numeros enteros cuyo tercio aumentado
en 15 sea mayor que su mitad aumentada en 1.

INECUACIONES SIMULTANEAS

INECUACIONES SIMULTANEAS son inecuaciones que tienen solu-
ciones comunes.

x—4>6
I+ 5>14.

(1) Hallar qué valores de x satisfacen
las inecuaciones:,

‘ Ejemplos

Resolviendo la prir.'nem: 2x>6+4
2x > 10
b & LT

Resolviendo la segunda: 3x > 14—5
Ix>9
x> 83,
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La primera inecuacién se satisface para x > 5 y la segunda para x > 3, lvego
tomamos como solucién general de ambas x > 5, ya que cualquier valor de
x mayor que 5 serG mayor que 3.

Luego el limite inferior de las soluciones comunes es 5. R.

Hallar el limite de las soluciones comunes a las _S:i.‘;]fa
inecuaciones: /SRS .

(2

-_

Resolviendo la primera: 3x <16 —4
3x <12
x <4

Resolviendo la segunda: —x >—B8+6
—x>—2
x <2,
La solucién comin es x < 2, ya que todo valor de x menor que 2 evidentemen-

te es menor que 4,
Luego 2 es el limite superior de las soluciones comunes. R.

(3

Hallar el limite superior e inferior de los valores cde
x que satisfacen las inecuaciones:

Resolviendo la primera: 5x—3x >—2+10
2x > 8
x >4,

Resolviendo la segunda: 3x —2x <6 —1
x <5,

La primera se satisface para x >4 y la segunda para x <5, lvego todos los
valores de x que sean a la vez mayores que 4 y menores que 5, satisfacen
ambas inecuaciones.
Luego 4 es el limite inferior y 5 el limite superior de las soluciones comunes
lo que se expresa 4 <x<5. R
EJERCICIO 165
Hallar el limite de las soluciones comunes a:
x—3>5 y 2x+5>17. 4. Hx—4>Tx—16 y 8—Tx<16—15x.
o—x>—6 y 2x+9>3x.
6x+5>4x411 y 4—2x>10—5x.

x X 3 2
——3>—42 2x+—<6x—23—.
g ogre Y Ty 5

Hallar el limite superior e inferior de las soluciones comunes a:

2x—3<x4+10 y 6x—4>5x+6.
A BN B S
. “aTgy i

(x—1)(x42)<(x+2)(x—3) y (x+3)(x+5)>(x+4)(x+3).
x+2 ~ x—2 x—1 & x—5
x+8 x+3 y x+4  x—1

Hallar los nimeros enteros cuyo triplo menos ¢ sea mayor que su mi-
tad mds 4 y cuyo cuddruplo aumentado en 8 sea menor que su triplo
aumentado en 15.
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CAPITULO xx

FUNCIONES

@ CONSTANTES Y VARIABLES

Las cantidades que intervienen en una cuestién matemdtica son cons-
tantes cuando tienen un valor fijo y determinado y son variables cuando
toman diversos valores. Pondremos dos ejemplos.

1) Si un metro de tela cuesta §2, el costo de una pieza de tela depen-
derd del mimero de metros que tenga la pieza. Si la pieza tiene 5 metros,
¢l costo de la pieza serd $10; si tiene 8 metros, el costo serd $16, etc. Aqui,
el costo de un metro que siempre es el mismo, $2, es una constante, y el
numero de metros de la pieza y el costo de la pieza, que toman diversos
valores, son variables.

¢De qué depende en este caso el costo de la pieza? Del ntimero de
metros que tenga. El costo de la pieza es la variable dependiente y el nu-
mero de metros la variable independiente.

2) Si un movil desarrolla una velocidad de 6 m por segundo, el es-
pacio que recorra dependerd del tiempo que esté andando. Si anda du-
rante 2 segundos, recorrerd un espacio de 12 m; si anda durante 3 segun-
dos, recorrerd un espacio de 18 m. Aqui, la velocidad 6 m es constante
y el tiempo y el espacio recorrido, que toman sucesivos valores, son variables.

282
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¢De qué depende en este caso el espacio recorrido? Del tiempo que
ha estado andando el mévil. El tiempo es la variable independiente y el
espacio recorrido la variable dependiente.

FUNCION

En el ejemplo 1) anterior el costo de la pieza depende del nimero de
metros que tenga; el costo de la pieza es funcién del nimero de metros.

En el ejemplo 2) ¢l espacio recorrido depende del tiempo que haya
estado andando el movil; el espacio recorrido es funcién del tiempo.

Siempre que una cantidad variable depende -de otra se dice que es
funcién de esta altima.

La definicion moderna de funcién debida a Cauchy es la siguiente:

Se dice que y es funcion de x cuando a cada valoy de la variable x
corresponden uno o varios valores determinados de la variable v,

La notacion para expresar que y es funcion de x es y = f(x).

FUNCION DE UNA VARIABLE INDEPENDIENTE
Y DE VARIAS VARIABLES

Cuando el valor de una variable y depende solamente del valor de
otra variable x tenemos una funcion de una sola variable independiente,
como en los ejemplos anteriores.

Cuando el valor de una variable y depende de los valores de dos o mds
variables tenemos una funcién de varias variables independientes.

Por ejemplo, ¢l drea de un tridngulo depende de los valores de su
base y de su altura; luego, el drea de un tridngulo es funciéon de dos varia-
bles independientes que son su base y su altura. Designando por 4 el drea,
por b la base y por k la altura, escribimos: 4 = f(b,h).

El volumen de una caja depende de la longitud, del ancho y de la
altura; luego, el volumen es funcion de tres variables independientes.

Designando el volumen por w, la longitud por [, el ancho por a y la
altura por h, podemos escribir: v=f(la,h).

LEY DE DEPENDENCIA

Siempre que los valores de una variable y dependen de los valores de
otra variable x, y es funcion de x; la palabra funciéon indica dependencia.
Pero no basta con saber que y depende de x, interesa mucho saber como
depende y de x, de qué modo varia y cuando varia x, la relaciéon que liga
a las variables, que es lo que se llama ley de dependencia entre las variables.

EJEMPLOS DE FUNCIONES, PUEDA O NO ESTABLECERSE
MATEMATICAMENTE LA LEY DE DEPENDENCIA

No en todas las funciones se conoce de un modo preciso la relacion
matemadtica o analitica que liga a la variable independiente con la variable
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dependiente o funcién, es decir, no siempre se conoce la ley de depen-
dencia.

En algunos casos sabemos que una cantidad depende de otra, pero no
conocemos la relacién que liga a las variables. De ahi la divisién de las
funciones en analiticas y concretas.

FUNCIONES ANALITICAS

Cuando se conoce de un modo preciso la relacién analitica que liga
a las variables, esta relacion puede establecerse mateméticamente por me-
dio de una férmula o ecuaciéon que nos permite, para cualquier valor de
la variable independiente, hallar el valor correspondiente de la funcién.
Estas son funciones analiticas.

Como ejemplo de estas funciones podemos citar las siguientes:

El costo de una pieza de tela, funcién del nimero de metros de la
pieza. Conocido el costo de un metro, puede calcularse el costo de cual-
quier ntimero de metros.

El tiempo empleado en hacer una obra, funcién del numero de obre-
ros. Conocido el tiempo que emplea cierto ntimero de obreros en hacer
la obra, puede calcularse el tiempo que emplearia cualquier otro ntimero
de obreros en hacerla.

El espacio que recorre un cuerpo en su caida libre desde ciérta altura,
funcion del tiempo. Conocido el tiempo que emplea en caer un movil,
puede calcularse el espacio recorrido.

FUNCIONES CONCRETAS

Cuando por observacién de los hechos sabemos que una cantidad de-
pende de otra, pero no se ha podido determinar la relacién analitica que
liga a las variables, tenemos una funcién concreta. En este caso, la ley de
dependencia, que no se conoce con precision, no puede establecerse mate-
méticamente por medio de una férmula o ecuacién porque la relacién fun-
cional, aunque existe, noes stempre la misma.

Como ejemplo podemos citar la velocidad de un cuerpo que se des-
liza sobre otro, funcién del roce o frotamiento que hay entre los dos cuer-
pos. Al aumentar el roce, disminuye la velocidad, pero no se conoce de un
modo preciso la relacién analitica que liga a estas variables. Muchas leyes
fisicas, fuera de ciertos limites, son funciones de esta clase.

En los casos dé funciones concretas suelen construirse tablas o graficas
en que figuren los casos observados, que nos permiten hallar aproximada-
mente el valor de la funcién que corresponde a un valor dado de la va-
riable independiente.

(259) VARIACION DIRECTA
" Se dice que A4 varia directamente a B o que A es directamente propor-
cional a B cuando multiplicando o dividiendo una de estas dos variables
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por una cantidad, la otra queda multiplicada o dividida por esa misma
cantidad.

B Si un mévil que se mueve con movimiento uniforme recorre
E]emplo 30 Km en 10 minutos, en 20 minutos recorrerd 60 Km y en

5 minutos recorrera 15 Km, luego la variable espacio recorri-
do es directamente proporcional (o proporcional) a la variable
tiempo y viceversa.

@ Si A es proporcional a B, A es igual a B multiplicada por una cons-

tante. i
En el ejemplo anterior, la relacion entre el espacio y el tiempo es

constante.
En efecto:

En 10 min el movil recorre 30 Km; la relacién es 1—0:3.

; L i a o 0

En 20 min el movil recorre 60 Km; la relacién es 20 =3,
- - ., 15

En 5 min el movil recorre 15 Km; la relacion es — =3,

)

En general, si 4 es proporcional a B, la relacion
entre A y B es constante; luego, designando esta
constante por k, tenemos’, G

= >

=k y de aqui A=KkB.

VARIACION INVERSA

Se dice que A varia inversamente a B o que A4 es inversamente pro-
porcional a B cuando multiplicando o dividiendo una de estas variables
por una cantidad, la otra queda dividida en el primer caso y multiplicada
en el segundo por la misma cantidad.

: Si 10 hombres hacen una obra en 6 horas, 20 hombres la-harén
E]emplo en 3 horas y 5 hombres en 12 horas, luego la variable tiempo
empleado en hacer la obro es inversamente proporcional a la
variable ndmero de hombres y viceversa.
(2;2 Si A es inversamente proporcional a B, A es igual a una constante
dividida entre B.
En el ejemplo anterior, el producto del nimero de hombres por el
tiempo empleado en hacer la obra es constante. En efecto:

10 hombres emplean 6 Ihoras; el producto 10 x 6= 60.
20 hombres emplean 3 horas; el producto 20X 3= 60.
5 hombres emplean 12 horas; el producto 5 X 12=60.

En general, si 4 es inversamente proporcional K

a B, el producto 4B es constante; luego, designando AB=k y de aqui A=§°
A
esta constante por k, tenemos: S
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VARIACION CONJUNTA
Si A es proporcional a B cuando C es constante y A es proporcional

a C cuando B es constante, 4 es proporcional a BC cuando B y C varian,
principio que se expresa: A = kBC
- »

donde k es constante, lo que se puede expresar diciendo que si una
cantidad es proporcional a otras varias, lo es a su producto.

Ejemplo

El érea de un trigngulo es proporcional a la altura, si la base
es constante y es proporcional a la base si la altura es cons-
tante, luego si la base y la altura varian, el drea es proporcio-

nal al producto de la base por la altura. Siendo A el dreq,
b la base y h la altura, tenemos:

A = kbh
y la constante k = ¥ (por Geometria) luego A = 1bh.

VARIAC!ON DIRECTA E INVERSA A LA VEZ
Se dice que A es proporcional a B e inversamente proporcional A='_(':"'-

a C cuando A es proporcional a la relacion C’ lo que se expresa:/

RESUMEN DE LAS VARIACIONES

Si A es proporcional a B.............. A:lltB.

Si A es inversamente proporcional a B.. A =5

Si A es proporcional a By C.......... A =kBC.

Si A es proporcional a B e inversamente B
proporaional @ Gl veess s s vmms s A:E'

’ E jemplos

(1) A es proporcional a B y A =20 cuando B = 2.
Hallar A cuando B = 6.

Siendo A proporcional a B, se tiene: A = kB.

Para hallar la constante k, como A = 20 cuan-
do B =2, tendremos: > W0=kX2 .. k=

2
5

Si k=10, cuando B =46, A valdra:
A=kR=10X6=450. R,
(Z) A es inversamente proporcional a B y A=15 cuando B = 4.
Hallar A cuando B =10.
k

Como A es inversamente proporcional a B, se fiene: A = re

Hallemos k, haciendo A=5 y B=4:

k
5=—. k=20
4
Siendo k = 20, cuando B =10, A valdra:
20

kB

=10.
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(3) A esproporcional a By C; A=6 cuando B=2y C =4,
Hallar B cuando A =15y C =5,
Siendo A proporcional a B y C, se tiene: A =kBC. (1),

Para hallar k: . 6= kx2x4 (G 6= kX8 _k:%:

A
Para hallar B la despejomos en (1): E:-E-C—.

) 3 15 60
Sustituyendo A=15 k=—, C=35, B= ==,
4 . ¥ s 15
tendremos: ¥
(4) x es proporcional a y e inversamente proporcional a z.
Si x=4 cuando y =2, z=3, hallar x cuando y =5, z = 15.
Siendo x proporcional a y e inversamente proporcional o z, : ky
tendremos: RS — » X=—
z
kR 2=k
Haciendo x=4, y =2, z=3, TR )
se tiene: = ¥ Tepeen)
ky s XS
Haciendoen (1) k=6,y=52=15, ) "-';'"" R
se tiene: o — —= - :

EJERCICIO 166

x es proporcional a y. Si x =9 cuando y =6, hallar x cuando y =#.

x es proporcional a y. Si y =3 cuando x =2, hallar y cuando x = 24.

A es proporcional a B y C. Si 4 =30 cuando B=2 y € =25, hallar 4
cuande B =17, C=4.

x es proporcional a y y az. Si x =4 cuando y =3 y z =6, hallar y cuando
x= 10, z=219;

A es inversamente proporcional a B. Si 4 =3 cuando B =35, hallar 4
cuando B =71. § i

B es inversamente proporcional a A. Si 4 == cuando B == hallar 4

cuando B = i

A es proporcional a B e inversamente proporcional a C. Si A4 =8 cuando
B=12, C=3, hallar 4 cuando B=17, C=14,

x es proporcional a y e inversamente proporcional a z. Si x =3 cuando
y=4, z=8, hallar z cuando y=17, x=10.

x es proporcional a y2 —1. Si x =48 cuando y =5, hallar x cuando y=1.
x es inversamente proporcional a y?*—1. Si x =9 cuando y=3 hallar x
cuando y=5.

El drea de un cuadrado es proporcional al cuadrado de su diagonal.
Si el drea es 18 m?® cuando la diagonal es 6 m, hallar el drea cuando
la diagonal sea 10 m.

El drea lateral de una pirdmide regular es proporcional a su apotema
y al perimetro de la base. Si el drea es 480 m.? cuando el apotema es
12 m y el perimetro de Ta base 80 m, hallar el drea cuando el apotema
es 6 m y el perimetro de la base 40 m.
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13. El volumen de una pirdmide es proporcional a su altura y al drea de
su base. 51 el volumen de una pirdmide, cuya altura es § m y el drea
de su base 36 m? es 96 m® scudl serd el volumen de una pirdmide
cuya altura es 12 m y el drea de su base G4 m??

14. El drea de un circulo es proporcional al cuadrado del radio. Si el drea
de un circulo de 14 cm de radio es 616 cm? jcudl serd el drea de un
circulo de 7 cm. de radio?

15. La longitud de una circunferencia es proporcional al radio. Si una cir-
cunferencia de 7 ¢m de radio tiene una longitud de 44 cm, ¢cudl es el
radio de una circunferencia de 66 cm de longitud?

16. x es inversamente proporcional al cuadrado de y. Cuando y =0, x =4
Hallar y cuando x =9.

(266) FUNCIONES EXPRESABLES POR FORMULAS

En general, las funciones son expresables por formulas o ecuaciones
cuando se conoce la relacion matemitica que liga a la variable dependien-
te o funcion con las variables independientes, o sea cuando se conoce la
ley de dependencia.

En estos casos habrd una ecuacion que serd la expresion analitica de
la funcion y que define la funcion.

Asi, y=2x+1, y=2x% y=x*+2x—1
son funciones expresadas por ecuaciones o férmulas.

2x+1 es una funcion de primer grado; 2x* de segundo grado:
x%+2x —1, de tercer grado. '

Los ejemplos anteriores son funciones de la variable x porque a cada
valor de x corresponde un valor determinado de la funcién.

Para x=0, y=2 X0 +1=1

] x=1, y=9x1+1=3
En efecto: Considerando la x=9 ) & - l ; =5
funcién 2x + 1, que representamos o SR S S
or y, tendremos: y=2x + 1. G TS RSB RGER BiRiag s S SRR B2
POy Y Para x==1, y=2(—-1)+1=-1
x=—2, .'\,_l:',_"{-—'__']-I'I-_—:{.etc'

x es la variable independiente e y la variable dependiente.

@ DETERMINACION DE LA FORMULA CORRESPONDIENTE
A FUNCIONES DADAS CUYA LEY DE DEPENDENCIA
SEA SENCILLA

(1) El costo de und pieza de tela es proporcional al ni-
mero de metros. Determinar la formula de la funcién
costo, sabiendo que una pieza de 10 metros cuesta $30.
Designando por x la variable independiente nimero de

metros y por y la funcién costo, tendremos, por ser y proporcional ¢ x:

y =kx. (1) ‘

Hallemos la constante k, sus-

tituyendo y = 30, x = 10: — » 1 30=kX10 - k=3.

Entonces, como la constante es 3, sustituyendo este valor

en (1), la funcién coste vendrd dada por la ecuacién:

‘ Ejemplos

y=3x R
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(2) El érea de un cuadrado es proporcional al cuadrado de su diagonal. Hallar
la féormula del area de un cuadrado en funcion de la diagonal, sabiendo que
el area de un cuadrado cuya diagonal mide 8 m es 32 m*.

Designando por A el drea y A=kD3. (1)
por D la diagonal, tendremos: A
Hallemos k hacien- N=kx64. k=1
do A=32yD=8: . "3
Sustituyendo k =3 en (1), el érea de un cuadrado en A"—"-I—'D’. R
funcién de la diagonal, vendré dada por la férmule: LW 2
(3) La altura de una pirdmide es proporcional al volumen si el 4rea de la base es
constante y es inversamente proporcional al érea de la base si el volumen
es constante. Determinar la férmula de la altura de una pirémide en fun-
cién del volumen y el érea de la base, sabiendo que una pirdmide cuya
altura es 15 m y el Grea de su base 16 m* tiene un volumen de 80 m3,
Designando la altura por h, el volumen por h =k_V. (1)
V y el area de la base por B, tendremos; S B
( Obsérvese que la variable V directamente proporcional con h va en el nume-
rador y la variable B, inversamente proporcional con h, va en el denominador ).
k x 80
15= 8
Hallemos la constante k haciendo 18]
h=15V=80,B=16 __ Wxls =0
240
k=—=3.
80
Haciendo k=3 en (1), la altura de una pirémide en fun- W
cién del volumen y el Grea de la base vendra dada por la h""i’"' R
férmula: ! ! A RS
(4) Determinar la férmula correspondiente a una funcién sabiendo que para cada
valor de la variable independiente corresponde un valor de la funcion que
es igual al triplo del valor de la variable independiente aumentado en 5.
Siendo y la funcién y x la varia- y=3&+5 R
ble independiente, tendremos: / =

EJERCICIO 167

Si A es proporcional a B y 4=10 cuando B =5, escribir la férmula
que las relaciona.

El espacio recorrido por un mévil (mov. uniforme) es proporcional al
producto de la velocidad por el tiempo. Escriba la férmula que expresa
el espacio e en funcién de la velocidad v y del tiempo t. (k=1)

El drea de un rombo es proporcional al producto de sus diagonales.
Escribir la férmula del drea A de un rombo en funcién de sus diago-
nales D y D’ sabiendo que cuando D=8 y D'=6 el drea es 24 cm?

Sabiendo que A4 es proporcional a B e inversamente proporcional a C,
escribir la férmula de 4 en funcién de B y C. (k=3).

sLGEEMNA BaLDON
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b.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

La longitud C de una circunferencia es proporcional al radio 7. Una
circunferencia de 21 cm de radio tiene una longitud de 132 cm. Hallar
la féormula que expresa la longitud de la circunferencia en funcién del
radio.

El espacio recorrido por un cuerpo que cae desde cierta altura es pro-
porcional al cuadrado del tiempo que emplea en caer. Escribir la férmula
del espacio e en funcién del tiempo t sabiendo que un cuerpo que cae
desde una altura de 19.6 m emplea en su caida 2 seg.

La fuerza centrifuga F es proporcional al producto de la masa m por el
cuadrado de la velocidad v de un cuerpo si el radio r del circulo que
describe es constante y es inversamente proporcional al radio si la masa
y la velocidad son constantes. Expresar esta relacion por medio de una
formula,

Escribir la férmula de una funcién y sabiendo que para cada valor de
la variable independiente x corresponde un valor de la funcién que es
el duplo del valor de x aumentado en 3.

El lado de un cuadrado inscrito en un circulo es proporcional al radio
del circulo. Expresar la férmula del lado del cuadrado inscrito en funcién
del radio. (k=V2).

Escribir la férmula de una funcién y sabiendo que para cada valor de
la variable independiente x corresponde un valor de la funcién que es
igual a la mitad del cuadrado del valor de x mis 2.

Escribir la ecuacién de una funcién y sabiendo que para cada valor
de x corresponde un valor de y que es igual a la diferencia entre 5 y el
duplo de x, dividida esta diferencia entre 3.

La fuerza de atraccién entre dos cuerpos es proporcional al producto
de las masas de los cuerpos m y m' si la distancia es constante y es
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia si las masas no
varian. Expresar esta relacion por medio de una férmula.

La altura de un triingulo es proporcional al drea del triingulo si la base
es constante, y es inversamente proporcional a su base si el drea es cons-
tante. Escribir la férmula de la altura de un triingulo en funcién del
drea y de su base, sabiendo que cuando la base es 4 cm y la altura
10 cm, el drea del tridngulo es 20 cm?

La energia cinética de un cuerpo W es proporcional al producto de la
masa m por el cuadrado de la velocidad V. Expresar la férmula de la
energia cinética. (k=1).

El drea de la base de una pirdmide es proporcional al volumen si la
altura es constante y es inversamente proporcional a la altura si el
volumen es constante. Escribir la férmula del drea de la base B de una
Firémide en funcién del volumen V' y de la altura h sabiendo que cuando
1=12 y B=100, V =400.

x es inversamente proporcional a y. Si x=2 cuando y =25, hallar la
formula de x en funcién de y.

x es inversamente proporcional al cuadrado de y. Si x =8 cuando y=2,
hallar la férmula de x en funcién de y.

A es proporcional a B e inversamente proporcional a €. Cuando B =24
y C=4, A=3. Hallar la férmula que expresa 4 en funcién de B y C.
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CAPITULO XX|
REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES

SiSTEMA RECTANGULAR DE COORDENADAS CARTESIANAS (1)
Dos lineas rectas que se cortan constituyen un sistema de ejes coorde-
nados. Si las lineas son perpendiculares entre si tenemos un sistema
de ejes coordenados rectangulares; si no lo son,
tenémos un sistema de ejes oblicuos. De los pri-
meros nos ocuparemos en este Capitulo.
Tracemos dos lineas rectas XOX', YOV’ I |
que se cortan en el punto O formando dngulo
recto. (Figura 24 ). Estas lineas constituyen un
sistema de ejes coordemados rectangulares. £
La linea XOX' se llama eje de las x o eje  * ° X
de las abscisas y la linea YOY’ se llama eje de
las y o eje de las ordenadas. El punto O se llama
origen de coordenadas. i v
Los ejes dividen al plano | Y'
FIGURA 24
del papel en cuatro partes lla- EIVERTIES
madas cuadrantes. XOY es el

BLAS PASCAL (1623-1662) Matemitico y

(1) Asi llamadas en honor del célebre matemitico francés DESCARTES (Cartesius),
fundador de la Geometria Analitica.
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primer cuadrante, YOX' el segundo cuadrante, X'OY’ el tercer cuadran-
te, Y'OX el cuarto cuadrante.

El origen O divide a cada eje en dos semi-ejes, uno positivo y otro
negativo. OX es el semi-eje positivo y OX’ el semi-eje negativo del eje
de las x; OY es el semi-eje positivo y OY’ el semi-eje negativo del eje de las y.

Cualquier distancia medida sobre el eje de las x de O hacia la derecha
es positiva y de O hacia la izquierda es negativa.

Cualquier distancia medida sobre el eje de las y de O hacia arriba es
positiva y .de O hacia abajo es negativa.

ABSCISA Y ORDENADA DE UN PUNTO

La distancia de un punto al eje de las or-
denadas se llama abscisa del punto y su distan-
cia al eje de las abscisas se llama ordenada del
punto. La abscisa y la ordenada de un punto

i son las coordenadas cartesianas del punto.
Asi, (Fig.25)la abscisa del punto P es BP=0A4
P, B P y su ordenada AP=0B. BP y AP son las coorde-
‘ nadas del punto P.
X C 0 A X Las coordenadas de P, son: abscisa BP,=0C
‘ y ordenada CP,=0B.
Las coordenadas de P, son: abscisa DP,=0C
. y ordenada CP,=0D.
e .
P D P Las coordenadas de Py son: abscisa DP,=04
Y y ordenada AP,=0D.
I ' Las abscisas se representan por x y las orde-
! _F'GU“ a8 nadas por y.

SIGNO DE LAS COORDENADAS

Las abscisas medidas del eje Y'Y’ hacia la derecha son positivas y hacia
la izquierda, negativas. Asi, en la figura anterior BP y DP; son positivas;
BP, y DP, son negativas.

Las ordenadas medidas del eje XX’ hacia arriba son positivas y hacia
abajo son negativas. Asi, en la figura anterior, AP y CP, son positivas,
CP, y AP; son negativas.

DETERMINACION DE UN PUNTO POR SUS COORDENADAS

Las coordenadas de un punto determinan el punto. Conociendo las
coordenadas de un punto se puede fijar el punto en el plano.

1) Determinar el punto cuyas coordenadas son 2 y 3.

Siempre, el nimero que se da primero es la abscisa y el segundo la orde-
nada. La notacién empleada para indicar que la abscisa es 2 y la ordenada 3
es “punto (2, 3)".
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Tomamos una medida, escogida arbitrariamente, como unidad de me-
dida (Fig.26). Como la abscisa es 2, positiva, tomamos la unidad escogida dos

veces sobre OX de O hacia la derecha.

Como la ordenada 3 es positiva, levantamos en A4 una perpendicular

a OX y sobre ella hacia arriba tomamos tres veces
la unidad.

El punto P es el punto (2, 3), del primer
cuadrante.

2) Determinar el punto (—3, 4).

Como la abscisa es negativa, —3, tomamos so-
bre OX’ de O hacia la izquierda tres veces la unidad
escogida; en B levantamos una perpendicular a OX'
y sobre ella llevamos 4 veces la unidad hacia arriba
porque la ordenada es positiva 4. El punto P, es
el punto (-3, 4), del segundo cuadrante.

3) Determinar el punto (—2, —4).

Llevamos Ia unidad dos veces sobre OX’ de
O hacia la izquierda porque la abscisa es —2 y sobre
la perpendicular, hacia abajo porque la ordenada
es —4, la tomamos 4 veces. El punto P, es el punto
(—2, —4), del tercer cuadrante.

4) Determinar el punto (4, —2).

Y
R(;34)
lP(u)
X B 0 A X
R (1-2)
u(-'.',qj
-
FIGURA 26

De O hacia la derecha, porque la abscisa 4 es positiva llevamos la unidad
4 veces y perpendicularmente a OX, hacia abajo porque la ordenada es —2
la llevamos 2 veces. El punto P; es el punto (4, —2), del cuarto cuadrante.

En estos casos se puede también marcar el valor de la ordenada sobre
OY o sobre OY’, segin que la ordenada sea positiva o negativa, y sobre OX
u OX el valor de la abscisa, segiin que la abscisa sea positiva o negativa. En-
tences por la dltima division de la ordenada, trazar una paralela al eje de las
abscisas y por ultima division de la abscisa trazar una paraleta al eje de
las ordenadas, y el punto en que se corten es el punto buscado. Es indiferente

usar un procedimiento u otro.

Por lo expuesto anteriormente, se comprenderd ficilmente que:

1) Las coordenadas del origen son (0, 0).

2) La abscisa de cualquier punto situado en el eje de las y es 0.

3) La ordenada de cualquier punto situado en el eje de las x es 0.

4) Los signos de las coordenadas de un punto serdn:
Abscisa  Ordenada

En el ler. cuadrante XOY +
I'n el 2do. cuadrante YOX' =
I'n el 3er. cuadrante X'OY’ =
In el 4to. cuadrante Y'OX .

+
+
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PAPEL CUADRICULADO
En todos los casos de grificos suele usarse el papel dividido en peque-

nos cuadrados, llamado papel cuadriculado. Se
refuerza con el ldpiz una linea horizontal que

It L ) . serd el eje XOX' y otra perpendicular a ella
L-- =i que serd el eje YOY'. Tomando como unidad
B “’W‘J[“lp. 2 una de las divisiones del papel cuadriculado
i R lr {T 1 (pueden tomarse como unidad dos o mds divi-
N R - siones), la determinaciéon de un punto por sus
' ] f 01 ! T X coordenadas €8 muy fécil.' pues no hay mais que
| - contar un numero de divisiones igual a las uni-
T jE* —i—"'——_-j dades que tenga la abscisa o la ordenada; y tam-
T ) $ﬁ > . bién dado el punto, se miden muy ficilmente

{ T} 7 6 5 O l sus coordenadas.

En la figura 27 estin determinados los pun-

- 02 b e

17.
18.

25.
26.
27.
28.

29.
30.
31

32.

33.

tos P(4,2), Py(—3,4), Po(—3.—3), Ps(2,—5), P4(0,3)

FIGURA 27 y P;(—Q,Q).

EJERCICIO 168

Determinar graficamente los puntos:

(1, 2). 5. (3, —4). 9. (=3, 0). 13. (4, 0).

(-1, 2). 6. (=5, 2). 10. (5, —4). 14. (=17, 10).

(-2, -1). 7. (=3, —4). 11. (—4, —-3). 15. (3, —1).

(2, —3). 8. (0, 3). 12. (0, —6).

Trazar la linea que pasa por los puntos:

(L2)y (34 19. (2, -4) y (5, 2. 22 (—4,5) y (2,0).
(=2, 1) y (—4, 4). 20. (3,0) y (0, 4). 23. (-3, —6) y (0, 1).

(=3, =2) y (=1, =7). 21. (—4,0) y (0, =2). 24 (=3,-2)y (3, 2).

Dibujar el tridngulo cuyos vértices son los puntos (0, 6), (3, 0) y (=3, 0).
Dibujar el triangulo cuyos vértices son los puntos (0, —5), (=4, 3) y (4, 3).
Dibujar el cuadrado cuyos vértices son (4, 4), (=4, 4), (—4, —4) y (4, —4).
Dibujar el cuadrado cuyos vértices son (=1, —1), (=4, —1), (=4, —4) ¥
(-1, —4).

Dibujar el rectingulo cuyos vértices son (1, —1), (1, —3), (6, —1) y (6, —3).
Dibujar el rombo cuyos vértices son (1, 4), (3, 1), (5, 4) y (3, 7).

Dibujar la recta que pasa por (4, 0) y (0, 6) y la recta que pasa por (0, 1)
y (4, 5) y hallar el punto de interseccién de las dos rectas.

Probar grificamente que la serie de puntos (=3, 5), (—3, 1), (=3, =1),
(—3, —4), se hallan en una linea paralela a la linea que contiene a los
puntos (2, —4), (2. 0). (2. 3). (2, 7).

Probar grificamente que la linea que pasa por (—4, 0) y (0, —4) es per-
pendicular a la linea que pasa por (—1, —=1) y (=4, —4).
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GRAFICO DE UNA FUNCION

Sea y=f(x). Sabemos que para cada valor de x corresponden uno o
varios valores de y. Tomando los valores de x como abscisas y los valores
correspondientes de y como ordenadas, obtendremos una serie de puntos.
El conjunto de todos estos puntos sera una linea recta o curva, que es el

grafico de la funcién o el grifico de la ecuacion y = f(x) que representa la
funcién.

En la préctica basta obtener unos cuantos puntos y unirlos convenien-

temente (interpolacién) para obtener, con bastante aproximacion, el grafi-
co de la funcion.

REPRESENTACION GRAFICA DE LA FUNCION
LINEAL DE PRIMER GRADO

1) Representar graficamente la funcién y = 2x.

Dando valores a x obtendremos una serie de valores correspondien-
tes de y:

Para x= 0, y= 0, el origen es un punto del grafico.
x= 1 y= 2
x= 2, y= 4
x= 3, y= 6 etc

Para x=-—1, y=-2

-2, y=—-4

x=—3, y=-—6, etc.

X

Representando los valores de x como abscisas y los valores correspon-
dientes de y como ordenadas (Fig. 28), obtenemos la serie de puntos que apare-
cen en el grifico. La linea recta MN que pasa por el origen es el grifico de y=2x.

2) Representar graficamente la funcién

S A
y=x+2.

Los valores de x y los correspondientes de y

suelen disponerse en una tabla como se indica a

el valor correspondiente de y:

continuacién, escribiendo debajo de cada valor de x %
0

T
= 2 |
3l =u] ® 1 3 | 4|8 |oee] N/




296 @  ALGEBRA

Representando los valores de x como abscisas
y los valores correspondientes de y como ordenadas,

._/ grifico de y=x +2.

-4 z

i Nt =T=t—13 d
origen.

Y_L.VM 1 segtin se ha hecho en la Fig. 29, se obtiene la linea
i - recta MN que no pasa por el origen. MN es el

PI Z Obsérvese que el punto P, donde la recta
Q- corta el eje de las y, se obtiene haciendo x =0,
2 0 X y el punto Q, donde la recta corta el eje de las x,
se obtiene haciendo y=0. OP se llama inter-
cepto sobre el eje de las y, y OQ intercepto sobre
el eje de las x. El segmento OP es la ordenada
en el origen y el segmento OQ la abscisa en el

Obsérvese también que OP =2, igual que
FYOURA 29 el término independiente de la funcién y=x+2.

3) Representar graficamente la funcion y=3x y la funcion y=2x + 4.

En la funcién y=3x, se tiene:

&

x |=2|=1]0 |1 |2 [... YA AT
- = } I
p <& l=sl 6:l 3 | ¢ L Tt P 1
/1
El grifico -es la linea AB que pasa por el —Q .l/i 4
origen. (Fig. 30). - l
En la funcién y=2x + 4, tendremos: X /111 0 X
z|=2|-1]0 |1]2 /]
i
y| o] 214 ]6]s/[... +/D +{B4Y
El grifico es la linea CD) que no pasa por
el origen. (Fig. 30). FIGURN 30

Los interceptos OP y OQ se obtienen, OP haciendo x =0 y OQ haciend®

y =0. Obsérvese que OP =4, término independiente de y=

2x + 4.

Visto lo anterior, podemos establecer los siguientes principios:

1) Toda funcién de primer grado representa una linea recta y por eso
se llama funcién lineal, y la ecuacion que representa la funcion se llama

ecuacion lineal.

2) Si la funcién carece de término independiente, o sea si es de la
forma y=ax, donde a es constante, la linea recta que ella representa pasa

por el origen.
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3) Si la funcién tiene término independiente, o sea si es de la forma
y=ax+b, donde a y b son constantes, la linea recta que ella representa
no pasa por el origen y su intercepto sobre el eje de las y es igual al térmi-
no independiente b.

DOS PUNTOS DETERMINAN UNA RECTA

Por tanto, para obtener el grifico de una funciéon de primer grado,
basta obtener dos puntos cualesquiera y unirlos por medio de una linea
recta.

Si la funcion carece de término independiente, como uno de los pun-
tos del grifico es el origen, basta obtener un punto cualquiera y unirlo
con el origen.

Si la funcién tiene término independiente, lo mds comodo es hallar
los interceptos sobre los ejes haciendo x =0 e y=0, y unir los dos puntos
que se obtienen.

Ejemplo

= ibed b {_i Al
Representar gréficamente la funcién 2x —y =5 don- i
de y es la variable dependiente funcién ]
Cuando en una funcién la veriable dependiente
no estd despejada, como en este caso, la funcion
se llama implicita y cuando la varioble dependien-

te estd despejada, la funcién es expliciia. x’ b
Despejando y, tendremos y = 2x — 5. Ahora la fun- ——1—1
cién es explicita. t

-
S0

diremos:
Para x =10, y=—25,
Para y = 0, tendremos:
0=2x—5 lvego 5=2x.".x =25, ' FIGURA 31
El grafico de y = 2x — 5 es la linea recta AB.

: . J L

Para hallar los interceptos sobre los ejes (Fig. 31), ||
|
i

B EJERCICIO 169

» Representar grificamente las funciones:
1 y=x. i }l:?_x—-i. 13. y =8 —3x. 16. y= x~:-9
2. y=-—2x. 8. y=3x+6. E 8
3 y=x+2 9. y=dx+5. 14. y:-"f‘ L NPT .
4. y=x—3. 10. y=—2x+4. 4 y= 9
5. y=x+4. 11. y=—2x—4. 4
6 y=3x+3. 12. y=x—3. 156. y:x‘_)ﬁ 18 )'=§+4

Representar las funciones siguientes siendo y la variable  dependiente:

19. x+y=0. 21. 2x+9y=10. 23. 4x+y=8. 25. Hx—y=2.
20. 2x=3y. 22. 3y=4x+5. 24. y+5=x. 26. 2x=y—1.

217 {imamma:
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GRAFICOS DE ALGUNAS FUNCIONES
DE SEGUNDO GRADO
1) Grifico de y=x*

Formemos una tabla con los valores de x y los correspondientes de y:

a | =a |<os) wp l=tsbg |0} 4 | 2B B [2.5 3

v 916.25| 4225 1| O 1 ]2.25 416‘25 9

En el grafico (Fig. 32) aparecen representados los valores de y co-
rrespondientes a los que hemos dado a x.

La posicién de esos puntos nos indica la
forma de la curva; es una pardbola, curva
ilimitada.

El trazado de la curva uniendo entre si
los puntos que hemos hallado de cada lado del
eje de las y es aproximado. Cuantos mds pun-
tos se hallen, mayor aproximacién se obtiene,

La operacion de trazar la curva habien-
do hallado s6lo algunos puntos de ella se
llama interpolacién, pues hacemos pasar la
curva por muchos otros puntos que no hemos
hallado, pero que suponemos pertenecen a la
curva.

I FIGURA 32

2) Grifico de x*+y*=16.
Despejando y tendremos:

y=16-#; luggo, y== V=%, | _rmemw |

El signo =+ proviene de que la
raiz cuadrada de una cantidad posi- (+2X(+2)=+4y (—:
tiva tiene dos signos + y —. Por ejem- St -ty AW
plo, V&A==%2 porque Vs
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Por tanto, en este caso, a cada valor de x corresponderdn dos valores

de vy, uno positivo y otro negativo.
Dando valores a x:

x | —4|=-3 |—-2 [-1 0

y 0 [+£2.6|=3.4[+3.8|x4

.-t2.6\ 0

La curva (Fig. 33) es un circulo cuyo centro estd en el origen.

Toda ecuacién de la forma x2+y*
=1% representa un circulo cuyo radio
es r. Asi, en el caso anterior, el radio
es 4, que es la rafz cuadrada de 16.

3) Grafico de 9x2 + 25y = 225.

-

Vamos a despejar y. Tendremos: ) 4 N L0 y.._x
— Q2 ] | !
25y% = 225 — 9x2 .'.y2:.225—259x_.'. - b
i o e |
P=9—-—1~""ly==% 9——. /
25 25
Dando valores a x, tendremos: b ‘
# | =8 = =3 d=g]=al]0] o g 3|45
v 0 |£1.8|%x2.4(*x2.6/*=2.8/+3 |*£2.8/x2.6/x2.4 11.8' 0

En la fig. 34 aparecen representados los valores de y correspondientes
a los que hemos dado a x. La curva que se obtiene es una elipse, curva

cerrada.

Toda ecuacién de la forma a®x2+ b%y? =a2b?, o sea — +

senta una elipse.

" 5
4) Grifico de xy=5 o y=—.
X

Dando a x valores positivos, tendremos:

x2 2

b2

— =1, repre-
a

‘x0§1234

5

6

7

B |seeef o0

‘3’ =% 10 5| 2.5 1.6 ] 1.25

1

0.8

0.7

0.6 .- 0

Marcando cuidadosamente estos puntos obtenemos la curva situada en

el 1er. cuadrante de la Fig. 35.
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FIGURA 3 |
5 M | 0 | x

.1T+

Y

Dando a x valores negativos, tenemos:

BN S R i o =
v |z f10 s f2shre-1as|-1 08|07 |-06]....] o0

Marcando cuidadosamente estos puntos obtenemos la curva situada en
el 3er. cuadrante de la Fig. 35.

La curva se aproxima indefinidamente a los ejes sin llegar a tocarlos;
los toca en el infinito.

La curva obtenida es una hipérbola rectangular. Toda ecuacién de la
forma xy=a o y== donde a es constante, representa una hipérbola de
esta clase.

La pardbola, la elipse y la hipérbola se llaman secciones cénicas o
simplementes cénicas. El circule es un caso especial de la elipse.

Estas curvas son objeto de un detenido estudio en Geometria Ana-
litica.

OBSERVACION

En los grificos no es imprescindible que la unidad sea una divisién
del papel cuadriculado. = Puede tomarse como unidad dos divisiones, tres
divisiones, etc. En muchos casos esto es muy conveniente.

La unidad para las ordenadas puede ser distinta que para las abscisas.

®» EJERCICIO 170
Hallar el grifico de:

b =Rt 5. y=x*+1. 11, x2+49?=49.

2 =% g zy—:;:z. 12. y=x*—3x.
| x24yr=36. 13. *xy=6.

3. x24y2=25. $ *+yi=36 i
9. y==x242x. 14 y=x+%

4. 9x*+16y2=144.  10. 36x*+ 25y% = 900. D)
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CAPITULO xxu

GRAFICAS.
APLICACIONES PRACTICAS

UTILIDAD DE LOS GRAFICOS

Es muy grande. En Matemdticas, en Fisica, Estadistica, en la indus-
tria, en el comercio se emplean muchos los graficos. Estudiaremos algunos
casos practicos.

Siempre que una cantidad sea proporcional a otra es igual a esta otra

multiplicada por una constante (260). Asi, si y es proporcional a x,
podemos escribir y = ax, donde a es constante y sabemos que esta ecuacion
representa una linea recta que pasa por el origen (274).

Por tanto, las variaciones de una cantidad proporcional a otra estardn
representadas por una linea recta que pasa por el origen.

Pertenecen a este caso el salario proporcional al tiempo de trabajo; el
costo proporcional al nimero de cosas u objetos comprados; el espacio pro-
porcional al tiempo, si la velocidad es constante, etc.

301
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Ejemplos

(1) Un obrero gana $2 por hora. Hallar la gréfica del sa-
lario en funcién del tiempo.

Sobre el eje de las x (fig. 36) sehalamos el tiempo. Cuatro divisiones re-
presentan una hora y sobre el eje de las y el salario, cada division repre-
senta un peso.

En una hora el obrero gana
$2; determinamos el punto A
que marca el valor del sala-
rio $2 para una hora y como
el salario es proporcional al

&3

|
1
|
]
T
i
i
1
1
|

1

I
it
M
i
|

B
inT
S;IQII.ARIG i
=i

L
_!—'——‘L‘—‘—l’ —p
"l"'—ll—_l
]
I
. T |
)
_:__1
(L
)
) pmrmpep—r ==
120 \Y
\

|
4 S Z'::_‘I_‘ : tiempo, la gréfica tiene que ser
- AP L J ~ una linea recta que pase por
$2 L1 1A ~ },____'L_[ ! el origen. Unimos A con Oy
| HORAS ' | | |t la recta OM es la gréfica del
vl Rl B e T [ [a] ][ salario
0 1 294 3+ X Esta tabla gréfica nos da el

valor del salario para cual-
quier nimero de horas. Para
saber el salario correspondien-
te a un tiempo dado no hay
mas que leer el valor de la ordenada para ese valor de la abscisa. Asi se ve
que en 2 horas el salario es $4; en 2 horas y cuarto $4.50; en 3 horas, $6; en
3 horas y 45 minutos o 3% haras, $7.50.

| FIGURA 35 '

(2) Sabiendo que 15 délares equivalen a 225 sucres, formar una tabla que per-
mita convertir délares en sucres y viceversa.

Las abscisas seran déla-

res, (fig. 37), cada divi- “:{ | o A i | |

sibn es U. 5. $1.00; las i : { ]I —t
ordenadas sucres, cada e O ) S A R T I )
divisién 15 sucres. Ha- M | ______L A ]
llamos el valor de la or- e Q_'__-_"__-_____._-_____.-..--A'“_,._;_
denada cuando la absci- 210 | i |[~ ;———‘
cisa es U. S. $15.00 y fte- e 2T W
nemos el punto A. Uni- i E ﬁ ' !
mos este punto con O y AT —t —
tendremos la  gréfica s “‘8 - : !
OM. w o i 0 [
Dando suficiente exten- gt 1 ! )
sibn a los ejes, podemos Ry BEEIRE ! 'l
saber cuantos sucres son ey : '
cualquier ndmero de dé- u —-‘-*i- A|-; == g E
lares. En el gréfico se ve . i i = i &
que U. S. $? equivale a P % : —WII' PQL':QEEJS___,:. 11
15 sucres, U. S. $4.50 O 203 4458 € 7 40 9 w2 DHE®ETWADR
equivalen a 67.50 sucres,

U. 5. $9 a 135 sucres |

u.s. $ﬁa a 270 sucres, | | Hemar |
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(3) Un tren que va a 40 Km por hora sale de un punto O a las 7 a. m. Cons-

(3)

truir una grafica que permita hallar a qué distancia se halla del punto de

partida en cualquier momento y a qué hora llegaré al punto P situado a 140
Km de O.

v riett] Lot Halen mumrsa Sl 217

0 9 9;15 1|IJ ‘ 10;30 X
HORAS

| FIGURA 38

Las horas (fig. 38), son las abscisas; cada divisién es 10 minutos. Las dis-
tancias las ordenadas; cada divisién 20 Km.

Saliendo a las 7, a las 8 habré andado ya 40 Km. Marcamos el punfo A
y lo unimos con O. La linea OM es la gréfica de la distancia.

Midiendo el valor de la ordenada, veremos que por ejemplo, a las 8 y 20 se
halla a 53.3 Km del punto de partida; a las 9 y 15 a 90 Km. Al punto P
situado a 140 Km llega a las 10 y 30 a.m.

Un hombre sale de O hacia M, situado a 20 Km de O a las 10 a. m. y va a
8 Km por hora. Cada vez que anda una hora, se detiene 20 minutos
para descansar. Hallar gréficamente a qué hora llegard a M.

Cada divisién de OX (fig. 39), representa 10 minutos; cada divisién de OY
representa 4 Km.

|_i_
& & A J_

0 w n o 1y 7 M Ny Y

HORAS

I FIGURA 39 ]
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10.

11.
12.

13.
14.

@ ALGEBRA

Como va a 8 Km por hora y sale a las 10 a. m. a las 11 habra andodo ya
8 Km; se halla en A,

El tiempo que descansa, de 11 a 11.20 se expresa con un segmento AB para-
lelo al eje de las horas, porque el tiempo sigue avanzando. A las 11 y 20
emprende de nuevo su marcha y en una hora, de 11.20 a 12.20 recorre otros
8 Km, luego se hallara en C que corresponde a la ordenada 16 Km. Descan.
sa ofros 20 minutos, de 12.20 a 12.40, (segmento CD) y @ los 12.40 emprende
otra vez la marcha. Ahora le faltan 4 Km para llegar a M. De D a M la
ordenada aumenta 4 Km y al punto M corresponde en la abscisa la 1 y 10
p. m. R.

EJERCICIO 171

(ELIJA LAS UNIDADES ADECUADAS)

Construir una grafica que permita hallar el costo de cualquier nimero
de metros de tela (hasta 10 m) sabiendo que 3 m cuestan $4.

Sabiendo que 5 m de tela cuestan $6, hallar grificamente cuinto cuestan
§m, 9 m, 12 m y cudntos metros se pueden comprar con $20,

Sabiendo que 1 délar =15 sucres, construir una grafica que permita
cambiar sucres por dolares y viceversa hasta 20 dolares. Halle grifica-
mente cuintos dolares son 37.50, 45 y 63 sucres, y cudntos sucres son 4.50
v dolares.

Sabiendo que bs. 200 ganan bs. 16 al afo, construya una grifica que
permita hallar el interés anual de cualquier cantidad hasta bs. 1000.
Halle grificamente el interés de bs. 450, bs. 700 y bs. 925 en un ano.
Por 3 horas de trabajo un hombre recibe 18 soles. Halle graficamente
el salario de 4 horas, 5 horas y 7 horas.

Un wren va a 60 Km por hora. Hallar grificamente la distancia reco-
rrida al cabo de 1 hora y 20 minutos, 2 horas y cuarto, 3 horas y media.
Hallar la grilica del movimiento uniforme de un movil a razéon de 8 m
por segundo hasta 10 segundos. Halle grificamente la distancia recorrida
en 5} seg., en T3 seg.

Un hombre sale de O hacia M, situado a 60 Km de O, a las 6 a.m.
y va a 10 Km por hora. Al cabo de 2 horas descansa 2() minutos y
reanuda su marcha a la misma velocidad anterior. Hallar graficamente
a qué hora llega a M.

Un hombre sale de O hacia M, situado a 33 Km de O, a las 5 am.
y vaa 9 Km por hora. Cada vez que anda una hora, descansa 10 minutos.
Hallar grificamente a (sué hora llega a M.

Un hombre sale de O hacia M, situado a 63 Km.de O, a 10 Km por
hora, a las 11 a.m. y otro sale de M hacia O, en el mismo instante, a
§ Km por hora. Determinar graficamente el punto de encuentro y la
hora a que se encuentran,

Un litro de un liquido pesa 800 g. Hallar grificamente cudnto pesan
14 1, 281y 37 1

1 Kg=22 1lb. Hallar grificamente cudntos Kg son 11 Ib y cudntas
libras son 5.28 Kg.

Si 6 yardas = 5.5 m, hallar grificamente cudntas yardas son 22 m, 38.5 m.
Un auto sale de 4 hacia B, situado a 200 Km de 4, a las 8 a.m. y regresa
sin detenerse en B. A la ida va a 40 "Km por hora y a la vuelta a 50 Km
por hora. Hallar la grifica del viaje de ida y vuelta y la hora a que
llega al punto de partida.
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ESTADISTICA

Las cuestiones de Estadistica son de extraordinaria importancia para
la industria, el comercio, la educacion, la salud publica, etc. La Estadistica
es una ciencia que se estudia hoy en muchas Universidades.

Daremos una ligera idea acerca de estas cuestiones, aprovechando la
oportunidad que nos ofrece la representacién gréfica.

METODOS DE REPRESENTACION EN ESTADISTICA

El primer paso para hacer una estadistica es conseguir todos los datos
posibles acerca del asunto de que se trate.

Cuanto mads datos se retinan, mads fiel serd la estadfstica.

Una vez en posesion de estos datos y después de clasificarlos rigurosa-
mente se procede a la representacion de los mismos, lo cual puede hacerse
por medio de tabulares y de graficos.

@ TABULAR

Cuando los datos estadisticos se disponen en columnas que puedan ser
leidas vertical y horizontalmente, tenemos un tabular.

En el titulo del tabular se debe indicar su objeto y el tiempo y lugar
a que se refiere, todo con claridad. Los datos se disponen en columnas
separadas unas de otras por rayas y encima de cada columna debe haber un
titulo que explique lo que la columna representa. Las filas horizontales
tienen también sus titulos.

Los totales de las columnas van al pie de las mismas y los totales de
las filas horizontales en su extremo derecho, generalmente.

Los tabulares, segun su indole, pueden ser de muy diversas formas y
clases. A continuacion ponemos un ejemplo de tabular:

VENTAS DE LA AGENCIA DE MOTORES “P. R.” - CARACAS

ENERO - JUNIO
CAMIONES Y AUTOMOVILES POR MESES

B o . . AUTDA&?ILES TOTAL

MERES CAMIONES CERRADOS ABIERTOS TOTAL AYU E?\h:t?g:::ss
ENERO 18 20 2 22 40
FEBRERO 24 30 5 35 59
MARZO 31 40 8 48 79
ABRIL 45 60 12 72 17
MAYO 25 32 7 39 64
JUNIO 15 20 3 23 38
TOTALES
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Por medio de graficos se puede representar toda clase de datos esta-
disticos. Graficamente, los datos estadisticos se pueden representar por me-
dio de barras, circulos, lineas rectas o curvas.

BARRAS

Cuando se quieren expresar simples comparaciones de medidas se em-
plean las barras, que pueden ser horizontales o verticales. Estos grificos
suelen llevar su escala. Cuando ocurre alguna anomalia, se aclara con una

nota al pie.

Ejemplo de
grifico con barras
horizontales.

[ FIGURA 40

Ejemplo de
grifico con barras
verticales.

' FIGURA 41

PRODUCCION DE CANA DE LA COLONIA “K”

POR ANOS 1951 - 57

MILLONES DE ARROBAS
2 3 S 5 6

1

1951
#1952
1953
1954
1955
1956
1957

*SEQUIA

CIRCULACION DE LA REVISTA “H"

MILLARES POR MESES JULIO-DIC.
DE EJEMPLARES
50

a0

1

AG. SEPT. OcT, NOV. Dic.
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Algunas veces en la comparacion de medidas se emplean circulos, de
modo que sus didmetros o sus dreas sean proporcionales a las cantidades

que se comparan.

Grian

VENTAS EN VENTAS EN
LA CAPITAL EL INTERIOR
$40,000 $ 20,000

VENTAS EN
LA CAPITAL
$ 40,000

I FIGURA 42 ,

En la figura 42-A se representan las ventas de una casa de comercio
durante un afo, $40000 en la Capital y $20000 en el interior, por medio de
dos circulos, siendo el didmetro del que representa $40000 doble del que
representa $20000. En la figura 42-B el 4rea del circulo mayor es doble que

la del menor.

VENTAS EN
EL INTERIOR
$ 20,000

Siempre es preferible usar el sistema de areas proporcionales a las can-

tidades que se representan en
vez del de didmetros.

Este sistema no es muy usa-
do; es preferible el de las barras.

Los circulos se emplean
también para comparar entre si
las partes que forman un todo,
representando las partes por sec-
tores circulares cuyas dreas sean
proporcionales a las partes que
se comparan.

Asi, para indicar que de los
$30000 de venta de una casa de
tejidos en 1938, el 20% se vendid
al contado y el resto a plazos, se
puede proceder asi:

VENTA
$30,000

.
W ,:f./ 7
//;f//f,%
CREDITO

VENTA
$30,000

FIGURA 43 J
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Es preferible el método de barras B, dada la dificultad de calcular
claramente el drea del sector circular.

Para expresar que de los $120000 en mercancias que tiene en existen-
cia un almacén, el 25% es aztcar, el 20% es café y el resto viveres, podemos
proceder asi:

CAFE
207

]
"AZUCAR

E 25 3

EXISTENCIA EXISTENCIA
5 120,000 §120,000

FIGURA 44 i

Los graficos anteriores en que las {:arles de un todo se representan por
sectores circulares son llamados en inglés “pie charts”, (graficos de pastel)
porque los sectores tienen semejanza con los cortes que se dan a un pastel.

LINEAS RECTAS O CURVAS. GRAFICOS POR
EJES COORDENADOS

Cuando en Estadistica se quieren expresar las variaciones de una can-
tidad en funcién del tiempo se emplea la representacién grifica por medio
de ejes coordenados. lLas abscisas representan los tiempos y las ordenadas
la otra cantidad que se relaciona con el tiempo.

Cuando una cantidad y es proporcio-
nal al tiempo ¢, la ecuacién que la liga con
¢éste es de forma y = at, donde a es cons-
tante, luego el griatico de sus variaciones serd
una linea recta a través del origen y si
su relacién con el tiempo es de la forma
y=at+ b, donde a y b son constantes, el
griafico serd una linea recta que no pasa
por el origen.

Asl, la estadistica grafica de las ganan-
cias de¢ un almacén de 1954 a 1957, sabiendo
que en 1954 gano $2000 y que en cada aiio

posterior gané $2000 mas que en el inmedia-
I to anterior, esta representado por la li-
nea recta OM en la fig. 45.

[ FIGURA 45
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Pero esto no es lo més corriente. Lo usual es que las variaciones de la
cantidad que representan las ordenadas sean mds o menos irregulares y en-
tonces ¢l grifico es una linea curva o quebrada.

La fig. 46 muestra las variaciones de
la temperatura minima en una ciudad del
dia 15 al 20 de diciembre. Se ve que el
dia 15 la minima fue 17.5° el dia 16 de
10°, el dia 17 de 15°, el 18 de 25°, el 19
de 22° y el 20 de 15°. La linea quebrada
que se obtiene es la grdfica de las varia-
ciones de la temperatura.

FIGURA 46

En la fig. 47 se representa la produc-
cién de una fdbrica de automdaviles durante
los 12 meses del ano en los anos 1954, 1953,
1956 y 1957.

El valor de la ordenada correspondiente
a cada mes da la produccién en ese mes.

El grifico exhibe los meses de minima
y mixima produccién en cada ano.

I FIGURA 47 l

En la fig. 48 se exhibe el aumento de
la poblacién de una ciudad, desde 1935
hasta 1960. Se ve que en 1935 la poblacién
era de 5000 almas; el aumento de 1935 a
1940 es de 2000 almas; de 1940 a 1945 de
6000 almas; etc. La poblacién en 1955 es
de 30000 almas y en 1960 de 47000 almas.

-
=

._.T.___

3
o

TEMPERATURA
3 3

w g

15 16

AUTOMOVILES

400000

100000

100000

LR
DIAS DE DIC.

L 20

A

/

S

IIlIiLlI!i ululu!u

i

uInlulu mmmm

1954 1955 1956 1957
MILLARES
50
40 -4
18
1w .
FIGURA 48 T
L)
13 1940 1945 1950

B EJERCICIO 172

1985 1960

1. Exprese por medio de barras horizontales o verticales que en 1962 las
colonias del Central X produjeron: La colonia A, 2 millones de arrobas;
la colonia B, 3 millones y medio; la colonia €, un millén y cuarto y la

colonia D, 4} millones.

2. Exprese por barras que de los 200 alumnos de un colegio, hay 50 de
10 afios, 40 de 11 anos, 30 de 13 afios, 60 de 14 afios y 20 de 15 afios.
3. Exprese por medio de sectores circulares y de barras que de los 80000
sacos de mercancias que tiene un almacén, el 409% son de azicar y el

resto de arroz.
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4.

10.

11,

12.

13.

14.

16.

1T.

18.

19.

Exprese por medio de sectores circulares y de barras que de los 200000
autos que produjo una fdbrica en 1962 100000 fueron camiones, 40000
autos abiertos y el resto cerrados.

Exprese por barras horizontales que ¢l ejército del pais 4 tiene 3 mi-
llones de hombres, el de B un millén 800000 hombres y el de C 600000
hombres.

Exprese por medio de barras verticales que la circulacién de una revista
de marzo a julio de 1962 ha sido: marzo, 10000 ejemplares; abril, 14000;
mayo, 22000; junio, 25000 y julio, 30000.

Indique por medio de barras que un almacén gané en 1956 $3000 y
después cada ano hasta 1962, gano $1500 mgs que el ano anterior.
Exprese por medio de barras que un hombre tiene invertido en casas
bs. 540000; en valores bs. 400000 y en un Banco bs. 120000.

Exprese por medio de barras que un pais exporté mercancias por los
siguientes valores: en 1957, 14 millones de pesos; en 1958, 17 millones;
en 1959, 22 millones; en 196 (0 30 millones; en 1962 25 millones y en
196 2 40 millones.

Haga un grilico que exprese las temperaturas mdximas siguientes:
Dia 14, 32°; dia 15, 35°; dia 16, 38°; dia 17, 22°; dia 18, 15°; dia 19, 25°,
Haga un grilico que exprese las siguientes temperaturas de un enfermo:
Dia 20: a las 12 de la noche, 399; a las 6 a.m., 39.5%; a las 12 del dia 40°;
a las 6 p.m., 38.5° Dia 21: a las 12 de la noche, 38°; a las 6 a.m., 37°;
a las 12 del dia, 37.4% a las ¢ p.m., 36°.

Las cotizaciones del ddlar han sido: Dia 10, 18.20 soles: dia 11, 18.40;
dia 12, 19.00; dia 13, 18.80; dia 14, 18.60. Exprese grificamente esta
cotizacion.

Un alumno se examina de Algebra todos los meses. En octubre obtuvo
55 puntos y en cada mes posterior hasta mayo obtuvo 5 puntos mds que
en el mes anterior. Hallar la grdfica de sus calificaciones.

Las calilicaciones de un alumno en Algebra han sido: octubre 15,
90 puntos; oct. 30, 60 puntos; nov. 15, 72 puntos; nov. 30, 85 puntos;
dic. 15, 95 puntos. Hallar la grifica de sus calificaciones.

La poblacidn de una ciudad fue en 1930, 5000 almas; en 1940, 10000
almas; en 1950, 20000 almas; en 1960, 40000. Hallar la grifica del aumento
de poblaciéon.

Las ventas de un almacén han sido: 1957, $40000; 1958, S$60000;
1959, $35000; 1960 $20000; 196 1. $5000; 1962, $12500. Hallar la gralica
de las ventas.

Las importaciones de un almacén de febrero a noviembre de 1962 han
sido: febrero, $56000; marzo, $80000; abril, $90000; mayo, $100000; junio,
$82000; julio, 574000; agosto, $60000; septiembre, $94000; octubre,
$75000 y noviembre, $63000. Hallar la grdfica.

Las cantidades empleadas por una compania en salarios de sus obreros
de julio a diciembre de 1962 fueron: julio $25000; agosto, $30000;
sept., 340000; oct., $20000; nov., $12000; dic., $23000. Hallar la grafica
de los salarios.

Recomendamos a todo alumno como ejercicio muy interesante que lleve
una estadistica grifica de sus calificaciones de todo ¢l curso en esta
asignatura.
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ECUACIONES INDETERMINADAS

ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES

Consideremos la ecuacion 2x + 3y =12, que tiene dos variables o in-
cognitas. Despejando y, tendremos:

B=12-2% & y=——
Para cada valor que demos a x obtenemos un valor para y. Asi, para
x=10, y=4 x=2, y=2§
x=1 y=34 x=3, y=2 el

Todos estos pares de valores, sustituidos en la ecuaciéon dada, la con-
vierten en identidad, o sea que satisfacen la ecuacién. Dando valores a x
podemos obtener infinitos pares de valores que satisfacen la ecuaciéon. Esta
es una ecuacion indeterminada. Entonces, toda ecuacién de primer grado
con dos variables es una ecuacién indeterminada.

RESOLUCION DE UNA ECUACION DE PRIMER GRADO CON
DOS INCOGNITAS. SOLUCIONES ENTERAS Y POSITIVAS

Hemos visto que toda ecuacion de primer grado con dos incognitas es
indeterminada, tiene infinitas soluciones; pero si fijamos la condicién de

311
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que las soluciones sean enteras y positivas, ¢l nimero de soluciones puede
ser limitado en. algunos casos.

Ejemplos (1) Resolver x+ y = 4, para valores enteros y positivos.
Despejando y, tenemos: y =4 — x.

El valor de vy depende del valor de x; x tiene que ser entera y positiva segin
la condicién fijada, y para que y sea entera y positiva, el mayor valor que
podemos dar a x es 3, porque si x =4, entonces y =4 —x =4 —4 =0, y si x
es 5 ya se tendrio y =4 — 5= —1, negativa, Por tanto, las soluciones ente-
ras y positivas de la ecuacién, son:

x= y=3
x=2 y =2
x=3 y=1 R.

(2) Resolver 5x 7y = 128 para valores enteros y positivos.

Despejando x que tiene el menor coeficiente, tendremos:

5x=128—7y

Ahora descomponemos 128 y — 7y en dos sumandos uno de los cuales sea el
mayor miltiplo de 5 que contiene cada uno, y tendremos:

1254-3~5y =2 125 Sy 3—2y 3—2y
e SV LA o =Gy -
* 5 5 5 5 L
3—-2 3—2y

luego queda: x=25—y+ 2 y de oquix—25+y=—5—

Siendo x e y enteros, [condicion fijada) el primer miembro de esta igualdad
tiene que ser entero, luego el segundo miembro serd entero y tendremos:
3= 2y
5
Ahora multiplicamos el numerador por un nimero tal que al dividir el coefi-
ciente de y entre 5 nos dé de residuo |, en este caso por 3,y tendremos:

= entero.

9— »
———— = entero
]
=iy Sd—=By—iys BBy iid=y, 4—y
=———t——=]—y+ ——=ent
o sea z 3 57 5 ¥ 5 entero
luego nos queda 1 —y+ ;y=entero.
4—y 4—y

Para que 1—y+ sea entero es necesario que = enfero. Lla-

4=y
memos m a este entero: -T- =m.
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Despejando y: 4—y=>5m
—y=5m—4
y=4—>5m. (1)
Sustituyendo este valor de y en la ecuacién dada 5x + 7y = 128, tenemos:

S5x+7(4—5m)=128
5x + 28 —35m =128

5x =100 + 35m

100 + 35m

x = —
)

x=20+7m. (2)
Reuniendo los resultados (1) y (2), tenemos:

{X:20+7m

y= 4—5m donde m es entero.

Ahora, dando valores a m obtendremos valores para x e y. Si algin valor es
negativo, se desecha la solucién.

Asi: Para m=0 x=20, y=4
m=1 x=27, y = — 1 se desecha.
No se prueban mas valores positivos de m porque darian la y negativa.
Para m=-—1 x= 13 y= 9
m=—2 x= 6, y=14
m=—3 x==— 1, se desecha.

No se prueban més valores negativos de m porque darian la x negativa.
Por tanto, las soluciones enteras y positivas de la ecuacién, son:

x=20 — " |
g

x=13 y::9

x= 6 y =14. R.

Los resultados (1) y (2) son la solucién general de la ecuacién.

Resolver 7x — 12y = 17 para valores enteros y positivos.

17 +12
Despejando x: 7x=17+12y ."» x= —:’-l
14+3+7y+ 5 14 7y 3+ 5y ——_ +3+5y

o sea x = 7 Tk 7 y

3+ 5y
luego queda x=2+4+y+

3+ 5y
o sea x—2—y=
7

Siendo x e y enteros, x —2 —y es entero, luego

3'1:'!'9'
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Multiplicando el numerador por 3 (porque 3 X 5=y 15 dividido entre 7 da

) 9+ 15y
residuo 1) tendremos: 5 = enfero
osea 9+ 15y 742+ 14y+y 7 14y y+2 y+2
—] =—4— = = t
7 7 P 7+ 7 1+ 2y + 7 entero
y+2
luego queda: 142y + 5= = entero.
2 5 ; +2
Para que esta expresién sea un nimero entero, es necesario que = entero.
=2
Llamemos m a este entero: =m.
Despejando y: y+2=7m
y=7m—2. (1)

Sustituyendo este valor de y en la ecuacién dada 7x — 12y = 17, se tiene:

7x—12(7m—2)=17
7x—84m + 24 =17
7x =84m —7
8d4m —7
Wi

x=12m—1. (2)

x=12m—1

t %
gz Tm— donde m es entero

La solucién general es: {

Si m es cero o negativo, x e y serian negativas; se desechan esas soluciones.
Para cualquier valor positivo de m, x e y son positivas, y tendremos:

Para m=1 %= ji y= 5
m=2 x =23 y=12
m=3 =35 y=19
m=4 x =47 y =26

y asi sucesivamente, luego el nimero de soluciones enteras y positivas es ili-
mitado.

OBSERVACION

Si en la ecuacién dada el término que contiene la x estd conectado con el tér-
mino que contiene la y por medio del signo + el nimero de soluciones enteras
y positivas es limitado y si estd conectado por el signo — es ilimitado.

- EJERCICIO 173

Hallar todas las soluciones enteras y positivas de:

1. x+y=5. 6. 15x+7y=136.  1l. 7x-+5y=104.  16. 10x+13y=294.
2. 2x+-3y=37. 7. x+bHy=24. 12. 10x-+y=382. 17.  11x+8y=300.
3. 3x+45y=43. 8. 9x+11y=203. 13. 9x+4y=86. 18. 21x+25y=705.
4. x43y=9. 9. bx+2y=73. 14, 9x+11y=207.
5. Tx+8y=115.  10. 8x+13y=162.  15. 11x+12y=354.



ECUACIONES INDETERMINADAS ) 3]5

Hallar la solucién general y los tres menores pares de valores enteros
y positivos de x e y que satisfacen las ecuaciones siguientes:

19. 3x—4y=5. 22.  11x—12y=0. 25. 8x—13y=407.
20. Hx—8y=1. 23. 14x—17y=32. 26. 20y—23x=411.
21. Tx—13y=43. 24. Tx—11y=83. 27. 5y—Tx=312.

PROBLEMAS SOBRE ECUACIONES INDETERMINADAS

Un comerciante emplea Q.64 en comprar lapiceros a Q.3 cada uno
y plumas-fuentes a Q.5 cada una. ¢Cuéantos lapiceros y cuantas pla-
mas-fuentes puede comprar?

Sea x =ntmero de lapiceros.
y=numero de plumas-fuentes.
Como cada lapicero cuesta Q. 3, los x lapiceros costardn

Q. 3x y como cada pluma cuesta (). 5, las y plumas costardn
Q. 5y. Por todo se paga Q. 64; luego, tenemos la ecuacion:

Resolviendo esta ecuacién para valores enteros y positivos, se obtienen
las soluciones siguientes:

luego, por Q. 64 puede comprar 18 lapiceros y 2 plumas o 13 lapiceros y
5 plumas u 8 lapiceros y 8 plumas o 3 lapiceros y 11 plumas. R.

» EJERCICIO 174

1. (De cuintos modos se pueden tener $42 en billetes de $2 y de $5?

9. ¢De cudntos modos se pueden pagar $45 en monedas de $5 y de $10?

3. Hallar dos numeros tales gue si uno se multiplica por 5 y el otro
por 3, la suma de sus productos sea 62.

4. Un hombre pagdé 340 bolivares por sombreros a bs. 8 y pares de zapa-
tos a bs. 15. ¢Cudntos sombreros y cudntos pares de zapatos compré?

5. Un hombre pagd $42 por tela de lana a $1.50 el metro y de seda a
$2.50 el metro. ;Cudntos metros de lana y cudntos de seda compré?

6. En una excursion cada nifio pagaba 45 cts. y cada adulto $1. Si el gasto
total fue de $17, ¢cudntos adultos y nifios iban?

7. Un ganadero compré caballos y vacas por 41000 sucres. Cada caballo

le costé 460 sucres y cada vaca 440 sucres. ¢Cudntos caballos y vacas
compro?

8. El triplo de un niimero aumentado en 3 equivale al quintuplo de otro

aumentado en 5. Hallar los menores ntiimeros positivosque cumplen
esta condicion.

9. De cudntos modos se pueden pagar $2.10 con monedas de 25 cts. y
de 10 cts.?
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REPRESENTACION GRAFICA DE UNA ECUACION LINEAL

Las ecuaciones de primer grado con dos variables se llaman ecuaciones
lineales porque representan lineas rectas. En efecto:

Si en la ecuacion 2x —3y =0, despejamos y, tenemos:

y aqui vemos que y es funcién de primer grado de x sin término indepen-
diente, y sabemos (274) que toda funcién de primer grado sin término in-
dependiente representa una linea recta que pasa por el origen.

Si en la ecuacion 4x — 5y =10 despejamos y, tenemos:

4x —10 4
—5y=10—4x o sea S5y=4x-—10 .. y=—F O 7:?‘_2
y aqui vemos que y es funciéon de primer grado de x con término inde-
pendiente, y sabemos que toda funcion de primer grado con término inde-

pendiente representa una linea recta que no pasa por el origen (274). Por
tanto:

Toda ecuacién de primer grado con dos variables representa una li-
nea recta.

Si la ecuaci6n carece de término independiente, la linea recta que ella
representa pasa por el origen.

Si la ecuacién tiene término independiente, la linea recta que ella re-
presenta no pasa por el origen.

Ejemplos

(1) Representar gréficamente la ecuacién 5x — 3y =0.

Como la ecuacién carece de término independiente el origen es un punto de
la recta. (Fig. 49). Basta hallar otro punto cualquiera y unirlo con el origen.
Despejando y:

B = =53 =" i

—dy=—Sxoseady=5 .. y==x Y
o :.',.:,'.'&_-}":M‘.' -' L‘a'_ il ayen '2 Ko /’
Hallemos el valor de y para un valor cualquiero 1l
de x, por ejemplo: ny
Para x=3, y=5 -/
El punto (3, 5) es un punto de la recta, que uni- X' iq,,_ L0
do con el origen determina la recta 5x — 3y = 0. el
Hn
A%

I_naun 49 J '_'(,.,*/




(2) Gréfico de 3x + 4y =15,

Como la ecuacién tiene término independiente la N
linea recta que ella representa no pasa por el
En este caso, lo més cémodo es hallar
los interceptos sobre los ejes. El intercepto sobre
el eje de las x se obtiene haciendo y =0 y el in-
tercepto sobre el eje de las y se obtiene ha ien-

(3)

4)

Para y=0,

Marcando los puntos (5,0) y (0, 3% ), (Fig.50 ),
y uniéndolos entre si queda representada la rec-
ta que representa la ecvacién 3x + 4y =15,

Gréfico de x—3=0.
Despejando x, se tiene x = 3.
Esta ecuacién equivale a Oy + x=3.

Para cualquier valor de y, el término Oy = 0. Para
y=0, x=3; para y=1, x=3; para y=2, e !
x =3, etc., lvego la ecchién x=3 es el lugar |
geométrico de todos los puntos cuya abscisa es :

3, 0 sea que x —3=0 & x =3 representa una Xt H-jo4-14-X
linea recta paralela al eje de las y que pasa por
el punto (3,0).
Del propio modo, x +2 =0 é x = — 2 represen-
ta una linea recta paralela al eje de las y que
pasa por el punto (—2, 0). (Fig. 51).

La ecuacién x =0, representa el eje de | r-
P 19980080 FIGURA 51

Grafico de y —2=0.
Despejando y se tiene y =2,

Esta ecuacién equivale a Ox +y =2, o sea que
para cualquier valor de x,y =2, lvegoy —2=0
oy =2 es el lugar geométrico de todos los pun- - I
tos cuya ordenada es 2, luego y =2 representa
una linea recta paralela ol eje de las x que pasa
por el punto (0, 2). (Fig. 52).

Del propio modo, y +4=0 6 y = — 4 represen-
ta una linea recta paralela al eje de las x que |
pasa por el punto (0, — 4). (Fig. 52).

La ecuacién y =0 representa el eje de las abs-
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Hallar la interseccién de 3x + 4y =10 con 2x+y=0.

Representemos ambas lineas. ( Fig. 53).
En 3x + 4y = 10, se tiene:

Para x=0, y=24
y=0, x=34,
Marcando los puntes (0, 23 ) y (3%, 0) y unién-
dolos queda representada 3x + 4y =10,

En 2x +y =0 se fiene:
Para x=1, y=—2.

Uniendo el punto (1, —2) con el origen [la
ecuacién carece de término independiente ) que-
da representada 2x +y =0.

En el grafico se ve que las coordenadas del pun-
to de interseccién de las dos rectas son x = — 2,
y =4, luego el punto de interseccién es (— 2, 4).

"'_\é&lj_l'ﬂ
M (2,4
3, 4-%‘
[ 3y
e %
M | -
X 0 - hRh
~
y‘—[\ !

Hallar la interseccién de 2x + 5y =4 con 3x+ 2y = —5,

En 2x + 5y = 4, se tiene:
Para x=0, y=#%
y=0, x=2
Marcando estos puntos (Fig. 54) y uniéndolos que-
da representada la ecuacién 2x + 5y = 4,
En 3x + 2y = — 5, se tiene:

Para x=0, y=—2%
y=0, x=-—1%.
Marcando estos puntos y uniéndolos queda re-
presentada la ecvacién 3x + 2y = — 5.

Lo interseccién de las dos rectas es el punto
(=3 2) R

FIGURA 53

FIGURA 54
EJERCICIO 175 —

Representar grificamente las ecuaciones:

x—y=0. 6. 8x=3y. 11. 5H5x—4y=8. 16. 10x—3y=0.
x+4y=>5. 7. x—y=-—4. 12.  2x+5y=30. 17. 9x+2y=-12.
x—1=0. 8. x+6=0. 13. 4x+6y=-—20. 18. Tx—2y—14=0.
y+5=0. 9. y—=7=0. 14. Tx—12y=84. 19. Bx—4y—6=0.
dx+2y=0. 10. 2x+3y=-—20. 15. 2y—3x=Y. 20. 8y—15x=40.
Hallar la intersecciéon de:

x+1=0 con y—4=0. 26. x+5=0 con 6x—Ty=-9.

3x=2y con x+y=5. 27. 3x+8y=28 con Hx—2y=—30.
x—y=2 con 3x+y=18. 28. y—4=0 con Tx+42y=22.

2x—y=0 con 5x+4y=—26. 20. 6x=-—5y con 4x—3y=-—38.

5x+6y=—9 con 4x—3y=24. 30. 5x—2y+14=0 con 8x—5y+17=0.



BROOI( TAYLOR (1685-1731) Matemitico y hom-

bre de ciencia inglés. Cultivé la fisica, la musica y

la pintura, Pertenecia a un circulo de discipulos de
Newton, y se dio a conocer en 1708 al presentar en
la “Royal Society”” un trabajo acerca de los centros

LONDRES

de oscilacién, Su obra fundamental, * de l«
incrementos directos e inversos’”’, uon‘l'lln- prin-
cipios basicos del cilculo de lll diferencias finitas.
En el Algebra elemental conocemos el Teorema de
Taylor, cuya consecuencia es el Teorema de Maclaurin.

arruo XXV

ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO
CON DOS INCOGNITAS

ECUACIONES SIMULTANEAS
Dos o mds ecuaciones con dos o mds incognitas son simultianeas cuan-

do se satisfacen para iguales valores de las incognitas.

Asi, las ecuaciones

Cx=—y=1

son simultdneas porque x =3, y =2 satisfacen ambas ecuaciones.

ECUACIONES EQUIVALENTES son las que se obtienen una de la
otra.

Asi, x+ y=4
2 +2=8

son equivalentes porque dividiendo por 2 la segunda ecuacion se obtiene
la primera.
Las ecuaciones equivalentes tienen infinitas soluciones comunes.

Ecuaciones independientes son las que no se obtienen una de la otra.

319
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Cuando las ecuaciones independientes tienen una sola solucién co-
mun son simultaneas.

Asi, las ecuaciones x +y =25 y x—y=1 son independientes porque no
se obtienen una de la otra y simultineas porque el uinico par de valores
que satisface ambas ecuaciones es x =3, y = 2.

Ecuaciones incompatibles son ecuaciones independientes que no tie-
nen solucién comun.

Asi, las ecuaciones

son incompatibles porque no hay ningun par de valores de x e y que veri-
fique ambas ecuaciones.

@ SISTEMA DE ECUACIONES es la reuniéon de dos o mas ecuaciones con
dos 0o mds incognitas.

Asi,

es un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas.

Solucién de un sistema de ecuaciones es un grupo de valores de las
incognitas que satisface todas las ecuaciones del sistema: La solucién del
sistema antericr es x =2, y =3,

Un sistema de ecuaciones es posible o compatible cuando tiene solu-
cion y es imposible o incompatible cuando no tiene solucién.

Un sistema compatible es determinado cuando tiene una sola solucién
¢ indeterminado cuando tiene infinitas soluciones.

SISTEMAS DE DOS ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER
GRADO CON DOS INCOGNITAS

RESOLUCION

Para resolver un sistema de esta clase es necesario obtener de las dos
ecuaciones dadas una sola ecuacién con una incognita. Esta operacién se
llama Eliminacién.

METODOS DE ELIMINACION MAS USUALES

Son tres: Método de igualacién, de comparacién y de reduccién, tam-
bién llamado este tltimo de suma o resta.
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I. ELIMINACION POR IGUALACION

q 4y=13. (1
Resolver el sistema %éit%zlm 22;

Despejemos una cualquiera de las incognitas; por ejemplo x, en am-

bas ecuaciones,
13 —4y

7
19 + 2y

b}

Despejando x en (1): Tx=13—4y .. x=

Despejando x en (2): 5Sx=19+2y .. x=

Ahora se igualan entre si los dos valores de x que hemos obtenido:

y ya tenemos una sola ecuacién con una incognita; hemos eliminado la x.
Resolviendo esta ecuacion:
5(13 — dy) = 7(19 + 2y)
65 — 20y = 133 + 14y
— 20y — 14y =133 — 65
— 34y = 68
y=—2.

Sustituyendo este valor de y en cualquiera de las ecuaciones dadas,
por ejemplo en (1) (generalmente se sustituye en la mds sencilla), se tiene:

Tx +4(—2)=13
Tx—8=13 g Jx= &
Tx =21 [ Y=-2.
x=3.
VERIFICACION
Sustituyendo x =3, y=—2 en las dos ecuaciones dadas, ambas se con-
vierten en identidad.
® EJERCICIO 176
Resolver por el método de igualacion:
1. § x+6y=27T. 4. % Tx—4y=>5. 7. §15x—11y=—87.
1 Tx—3y=9. 9x +8y=13. 1 —12x~5y=—2T.
9. {B8x—2y=—2. 5. § 9x+16y=T. g | Tx+9y=42.
Hx+8y=—60. [ 4y—3x=0. 12x+10y=—4.
3. {3x+5y=T. 6. { 14x—11y=—29. o {6x—18y=—85.
| 2x—y=—4. 13y—8x=30. | 24x—5y=—5.

ALGEBRA BALDOR - 11
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ELIMINACION POR SUSTITUCION
2x+5y=—24. (1)
. Resolver el sistema % 8x —3y= 19. (@)

Despejemos una cualquiera de las incognitas, por ejemplo x, en una
de las ecuaciones. Vamos a despejarla en la ecuacién (1). Tendremos:

Este valor de x se sustituye en la ecuacion (2).

s(ﬁ )—3y=19

y ya tenemos una ecuaciéon con una incégnita; hemos eliminado la x.

Resolvamos esta ecuacion. Simplificando 8 y 2, queda:
4—24—5y)— 8y=19
—96—20y— 3y=19
—20y— 3y=19+96
—23y=115
y==—25.
Sustituyendo y =—5 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejem-
plo en (1) se tiene:
2x +5(—5H)=—24

1
2x—26=—124 Xi= o
2x =1 R.
1 y=-5
=
VERIFICACION
Haciendo x =4, y=—15 en las dos ecuaciones dadas, ambas se convier-
ten en identidad.
- EJERCICIO 177
Resolver por sustitucién:
1 ? x+3y=6. 4. | x—5y=8. 7 4x+5y=>5.
bx—2y=13. —Tx+8y=25. T —10y—4x=-T.
{ 5x+Ty=—1. 5. | 15%+11y=32. 32x—25y=13.
—3x+4y=—24. T Ty—9x=8. T | 16x+15y=1.
3. % 4y+3x=8. g. §10x+18y=—11. 9 —13y+11x=—163.
8x—9y=—1T17. 16x—9y=—5. ’ —B8x+Ty=94.
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i1l. METODO DE REDUCCION

6y = 20. (1
@ Resolver el sistema J Z: t 3§ =— 23 22;

En este método se hacen iguales los coeficientes de una de las incog-
nitas.

Vamos a igualar los coeficientes de y en ambas ecuaciones, porque es
lo mis sencillo.

El m.c.m. de los coeficientes de y, 6 y 3, es 6.
Multiplicamos la segunda ecuacion por 2 porque

2% 3=6, y tendremos: - A=
5x +6y= 20
Como los coeficientes de y que hemos igua- 8x —6y=—46
lado tienen signos distintos, se suman estas ecua- Yoy
ciones porque con ello se elimina la y: Va 96
T
Sustituyendo x = —2 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por ejem-
plo en (1), se tiene: 5(—2) + 6y = 20
6y =30 k. % y= b6
y= b.

. §10x+ 9y= 8. (1)
Resolver el sistema | 8x—15y=—1. (2)

Vamos a igualar los coeficientes de x. El m.c. m.
de 10 y 8 es 40; multiplico la primera ecuacién por 4
porque 4x10=40 y la segunda por 5 porque 5x 8=40,

y tendremos: ) /!

Como los coeficientes que hemos igualado 40x + 36y =52
tienen signos iguales, se restan ambas ecuaciones —40x+75y= 5
y de ese modo se elimina la x. Cambiando los T Nly=37
signos a una cualquiera de ellas, por ejemplo a _ 31 1
la segunda, tenemos: 7 AL TTRNES

Sustituyendo y =1} en (2), tenemos:

8x—-15(-§-)=—1
x—5 =
8x= 4 R.

- | -
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El método expuesto, que es el mas expedito, se llama también de suma
o0 resta porque segtin se ha visto en los ejemplos anteriores, si los coeficien-
tes que se igualan tienen signos distintos se suman las dos ecuaciones vy si
tienen signos iguales, se restan.

Es indiferente igualar los coeficientes de x o de y. Generalmente se
igualan aquellos en que la operacién sea mds sencilla.

®» EJERCICIO 178

Resolver por suma o resta:

6x—5Hy==9. %lﬂxﬂiy =86. 12x—14y=20.

L ) 4x+3y=13. 2x+5y=—4. 12y—14x=—19.
Tx—15y=1. 11x—9y=2 % 15x—y=40.

2. ] —x—6y=8. 6. ] 13x—15y=—2. 19x+8v 236.
§ 3x—d4y=41. 18x+5y=—11. {Jﬁx 11y=—14.
{ 11x+6y=47. 12x+11y—31 24x—1Ty=10.
{9x+11y=—l4. %9x+7'y— : 12x—17y=104.
6x—5y=—34. 11x—13y=—48. 15x+19y=—31.

RESOLUCION DE SISTEMAS NUMERICOS DE DOS

ECUACIONES ENTERAS CON DOS INCOGNITAS

Conocidos los métodos de eliminacion, resolveremos sistemas en que
antes de eliminar hay que simplificar las ecuaciones.
\ 3x — (4y + 6) =2y — (x + 18).
[ 2x—3 = x—y+4.
Y : % . {3x—4y—6=2y—x—18
Suprimiendo los signos de agrupacion: | 2x—3= x—y+ 4

Transponiendo: -3 pa= ‘;i :3);': J; i ;Jlrb;r 6

1. Resolver el sistema

Reduciendo términos semejantes: J =0y i -
| x+ y= 7
A ; 2x—8y=—6
Dividiendo la la. ecuacic 2 4
widiendo la la. ecuacion por ‘l % y= 7 (1)
2x—3y=—6
Vamos a igualar los coeficientes de y. Multiplicamos 3x +3y= 21
la segunda ecuacién por 3 y sumamos: 7 b =15
x= 3.
Sustituyendo x =3 en (1), se tiene:
3+y=7 x=13
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2. Resolver el sistema g 3( 2";23;)_:;%:;3 z : ‘;(I]y +17).

(6x+3y—2y+2x=—dy—28

Efectuando las operaciones indicadas: ) 6y -+ 9x — 20= — 53

( 6x+3y—2y+2x+4y=—28

Transponiendo: ) 9x + Gy =—53+20

8x + 5y =—28

Reduciendo: 9x + 6y = —33

8x +5y=—28

Dividiendo por 3 la 2a. ecuacién: 3x+2y=~—11 (@)

por 3 y la 2a. por 8: 24x + 16y =—88

| —24x —15y= 84

24x + 16y = — 88

z‘
Multiplicando la la. ecuacion i 24x + 15y =—84
Cambiando signos a la la. ecuacion: i

y=— 4,
Sustituyendo y=—4 en (1):
3x+2(—4)=-11
3x—8 =-—=11 x=-1
3x=— 3 . {y="4-
Cx=— 1

B EJERCICIO 179

Resolver los siguientes sistermnas:

3x—(9x+y)=5y—(2x+9y). 12, §X0—2)—y(x—3)=—14.
4x—(3y+7)=5y—47. -

1 { Bx—H=Ty—9. 7. ;(x—y) (6x+8y)=—(10x+5y+3).

T ] 6x=3y+6. (x+y)—(9y—11x)=2y—2x.

9 f x—1=y+1. 8 § 5(x+3y)—(Tx+8y)=—6.

"l x—3=3y—1T7. © | Tx—=9y—2(x—18y)=0.

3 { 3(x+2)=2y. 9 { 2(x+0)=4(y—4x).

T 2(y+5)=Tx. © 1 10(y—x)=11y—12x.
x—=1=2(y+6). 3x—4y—2(2x—T7)=0.

¢ 3x+h-—3(1 —9y). ik %a(x —1)=(2y-1)=0.

5. %3(} (8—x)=2y+30. 11. 12(x+2y)— 8(2x+'y) 2(5x—6y).
x—29=x—(5—4y). 20(x—4y)=-10

1 y(x—6)—x(y+9)=54.
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ECUACIONES FRACCIONARIAS

RESOLUCION DE SISTEMAS NUMERICOS DE DOS

CON DOS INCOGNITAS

3x+4 y+2
: *~"q 3
1. Resolver el sistema
2y Hx + 4 x + z4

Suprimiendo denominadores:

Efectuando operaciones:

21x—3(3x+4) (y +2)
44y — 2(5x + 4) = 11(x + 24)

21x— 9x—12= Ty +14
44y —10x — 8=11x + 264

2lx— 9x— Ty= 14+12

|
i
%
%
{

Transponiendo: § _ 160 _ 115+ 44y =264+ 8
12x— Ty= 26 (1)
Reduciendo: —91x + 44y =272
Multiplicando la la. ecuacién 84x — 49y = 182
por 7 y la 2a. por 4: — 84x + 176y = 1088
127y = 1270
y=10.
Sustituyendo y =10 en (1):
12x — 70 =26 8
j— -
2= 96 R e 10.
x=8. ’
x+y 2
x—Yy 7
2. Resolver el sistema
8x+y—1
x—y—2 -
i : - (x+y)=—2(x—y)
Suprimiendo denominadores: % Gxty—1=" Yx—y—3)
: Tx+Ty=—2x+2y
Ef :
ectuando operaciones ; gx+y—1= 2x—2y—4

Transponiendo:
Reduciendo:

Dividiendo por 3 la 2a. ecuacion:

JTIx+Ty+2x—2y=0
[Bx+y—2x+2y =—4+1

{9x+5'y—0 1)

6x+38y=—3

9x +5y=0
2x+ y=-—1
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- . Y I9x+5y=0
Multiplicando —5 la 2a. ecuacién: Y
ultipli por a 3 —10x—5y=5
—x =5
x=—>5.

Sustituyendo x=—5 en (1):
9(—5)+5y= 0
—45+5y= 0
oy =45
y= 9.
B EJERCICIO 180
Resolver los siguientes sistemas:
32’-5+y=11. g_gz_lﬁ,
b T 7
y L 19
+==T1. —F=—=—1-—.
) 2 5+4 1w
ox
‘i—z“-yzg- f_+1:0_
2 8. 7 8
] 3y 11 3
——==15. —_xx——y=1T
("7 75" g?="
r x y -
':+§=5 2x+1 y
T ==
& % ) 5 4
x
3y——=26 Gy
\ Y 14 2x — 3y 8
'8 x )' f
5 T 12x+5y+6=0.
- 0 e 1
1 bx
% S o=-12
. 3 3 .
[ 3 1 il
—Xx——=y=2 —=3(y+2
5. |5 4 1. | 8 e
=9 ¥ i it
~2x-2y ]5+3x-—44?
—*x—-E)‘: i—y—:—l
6 4 12. 5 6 30
5 x y 1
| B)’ Bx_z ka‘—%—l'i;

13.

14.

15.

16.

i 4

18.

= — 5.
= 9.
x—3 y—4
3 4
x—4 y+2
2 " 5
x=1 y=1.
2 g
x+1 B y+1 .
3 2
x+1  y—4
10 5
x—4 y—2
5 d0’
3y+3
X = ——
4
_ 1-+5x
- o
x+y  x—y
6 12
2x
—=y+8.
3 Y
y—=3
3x—2"—=6
=78
! -
3y — = “=9.



19.

20.

21.

22.

23.
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xty y—x% _ T
6 8 24’

X 5
L 2 6 12
x—2 S
4 2

3x—y »
8 6

12— 272 gy 4
6 =iy &

y—3x
—

8
r

Y (x—4)=x(y—6).
T 5 11

=8 y=1

[ 3(x+3y) 21
5x+6y 17
) 4x—Ty B

2y+1

24.

26.

26.

27.

28.

7 7

9x—3y+6  3x—2y—?
6 10

| x—y+4 y+2°

Xty
x—y b

—1T.

" 29,

31.

32.

33.

@ SISTEMAS LITERALES DE DOS ECUACIONES
CON DOS INCOGNITAS

} Ejemplos I

ax + by = a* + b2

(1) Resolver el sistema {bx +ay = 2ab,

(1)
(2)

6x+9y—4 2
4x—6y+5 5
2x+3y—3 6
3x+2y—4 11
[ 3x+4+2y
x+y—15
dx  b(y—1) _
3 8
( 2x+5
— (5—y)=—60.
T (5-y) .
+62
y‘) —(1—x) =40.
((Bx+dy 30
x—6y 23
9x—y __[iB
3+x—y 37
o 4x41 25
X 9 = 3 5
3y+2  x+18
AR TR T

Vamos a igualar los coeficientes de la x. Multiplicande la primera ecuacion
por b y la segunda por a, tenemos:

la primera:

Restande la 2a. ecuacion de {

_fabx + b%y = a*b + b®

| abx + a?y = 2a%b

—abx —a?y = —

abx + b%y = a’bh + b?

2a*b

b%y — 0%y = a*b + b* — 2a%b
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Reduciendo términos semejanies: » b’y —a%y =b*—a?b

Sacando el factor comin y en el primer miembro y[b?—a*)=b(b?— a?).
y el factor comin b en el segundo:_

Dividiendo por (b* — a*) ambos miembros: — ¥=b

Sustituyendo y =b en (2), tenemos:

¥ 3 { X = a.
Transponiendo R | ¥ = b.
Dividiendo por b: X=aq.
x b
[E-2 2 g
(2) Resolver el sistema ‘ a b a
x—y=a (2)
Quitando denominadores en (1), by — ay = b*
nos queda: 1 x— y=a
Multiplicando por b la 2a. ecua- | bx —ay = b?
cién y cambidndole el signo: | —bx+by=—ab
by —ay =b*—ab
Sacando factor comin y en el primer miembro y b en el segundo:
ylb—a)=b(b—a)
Dividiendo por (b—a): y=h.
L
Sustituyendo en (2) este valor de y, tenemos:
x—b=a x=a+h
y R. Y= b
a* + b?
x+y =
(3) Rescliver el sistema .[ ab
L ax— by =2b.
| abx+aby=at+b2 (1)
Quitando denominadores: 1 Oai | Gb; P gb (2)

_ [ abx + aby = a? + b?
Multiplicando la 2a. ecuacién |  g*x —aby = 2ab

sumando:
il a*x + abx = a* + 2ab + b®

Factorando ambos miembros: ax{a+b)=(a+b}
Dividiendo por (a+b): ax=a+b
a+b
x= A

a



b

o

3

o

(=1
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Este valor de x puede sustituirse en cualquier ecuacién para hallar y, pero no
vamos a hacerlo asi, sino que vamos a hallar y eliminando la x. Para eso,
tomamos otra vez el sistema (1) y (2):

[ abx+oby=c2+b? (1)

ax— by=2b (2)
Multiplicando (2) por b y [ abx+ aby =a? + b?
cambiandole el signo: 1 —abx+ by =—2b
aby + b%y = o — b?
Factorando ambos miembros: by|a+b)=(a+b)(a—b) [ a+b
=
by =a—b R a
_a=h A=h
y=r P

NOTA

El sistema que hemos empleado de hallar la segunda incégnita eliminando la
primera, es muchas veces mas sencillo que el de sustituir.

- EJERCICIO 181

Resolver los sistemas:

14.

x+y=a+b_ 2 ax-by=0. - ax--by:[)
x—y=a—b. ) a+b ' a2—b?
xty=—- ay—bx= b
2x+y=b+2. ab g
bx—y:O. 9. mx—fry=m2+n2_ - —J-‘E-t-?;:a-{-b-
[ 2x-y=3a. nax-+my=m?-+n?, i
i Ix_ g £ .y x—y:ab(b—a}.

By=0. 10. ;+;=2m nx+my=m-+n.
x—y=1-—a. 17. md—n
x+y=1+a. mE—ty=md—mnd. A== mn

[ x 11. {xﬂ:a —b)x—(a+b)y=b?—3ab.
2 =2b. ax—by=a(a+b)+b? 18, | @70 4

) e y=B(w+0) (a+b)x—(a—bJy=ab—b2.
Z —y=a—b. 3 { K il : (x+b  y—b_ath
b mx—ny=m?*—n?, = *

L y 19' a b b
x -

[.5-;-%:2, i-f-%:ﬁ_ x—a jy-—a ___a+b
g 13. @ | b a a
w0 A 1 B i
a b ab b a ab 20. a+b a+b ab

ax+by=a*+b2.
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@ CUACIONES SIMULTANEAS CON INCOGNITAS
EN LOS DENOMINADORES

En ciertos casos, cuando las incognitas estdn en los denominadores, el
sistema puede resolverse por un método especial, en que no se suprimen

los denominadores. A continuacién resolvemos dos ejempios usando este
método.

Ejemplos

=2 (1)

(1) Resolver el sistema i
——=— (2)
y 2

10 9
x |y
7 6
e

Vamos a eliminar la y. Multiplicando la primera ecuacién por 2 y la segunda
por 3, tenemos:

20 18
—t—=

=4
X b 4
21 18 33
. E_§ 2
umando: 4 7
]
Quitando denominadores: 82 = 41x

Sustituyendo x =2 en (1) :

10 9
LI NI
2 Y
10y + 18 = 4y R o
6}':_18 1 2
_‘“"Yi -:E_ég“*m.
2 7
— 4 —=1 (n
X sy
(Z) Resolver el sistema 345
il 5 N
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Vamos a eliminar la x.
gunda por 2, tenemos:

6 21 3
ix 12y 4
6 10
—+—=18
4x 2y
3 7 33
—_—t—= —
2x 4y 4
Simplificando y restando: 3 5
=—18
™y
13 %
4)'“ 4
13 39
o sea ==
4y 4
Quitando denominadores: 13 = 3%
=
=% 3
Sustituyendo y =4 en (1):
2 7
—+—=11
x 3(3)
2
—+7=11
x
2+7x=11x
2 = 4x 1
B=
P Tl ; ‘ 2
A 2z = ik ¥
|L y_3
- EJERCICIO 182
Resolver los sistemas:
1 2 7 5 4 9 3 9 10
A =, e ) T4 S g
x y 6 3. x oy B. x Y 2 x oy
J J
2 1 4 T 06 b4 T 15
— = T — 4 —=982 —_——
x y 3 Xy Ny L* P
3_2_1 12 5 13 6 8 5 1 3
x y 2 4. oy 2 x oy 8. 2%y
2 5 23 18 7 19 4 11 11 5
—t—=—. —_—t—=—— — — =5 — —
x y 12 x oy 2 x oy x 2y

Multiplicando la primera ecuacién por # y lo. se-
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2 1 _ 1 (B TP 3 1 47
o. |x 3y 45 g0 |x 3 3 1. |10x "3y “60
P <4
: 1 8 .108 6 1 4
18 4 148 g0 L]
10x by 5 ([ 4x y 84 x4y 8
i b (2 .2 -1
Doy 2il=a o i
12, | & P i i E 2 w:|* ma
1 1. 20 LI
X 'V ‘x j) a X y
(1)
DETERMINANTE

Si del producto ab restamos el producto cd, tendremos la expresion
ab —ed.

Esta expresion puede escribirse con la siguiente notacion:

a d
c b

d .
- es una determinante.

ab—ecd=

La expresion

[~

Las columnas de una determinante estdn constituidas por las cantida-
des que estdn en una misma linea vertical. En el ejemplo anterior ° es
la primera columna y ‘: la segunda columna.

Las filas estdn constituidas por las cantidades que estdn en una mis-

ma linea horizontal. En el ejemplo dado, ¢ d es la primera fila y ¢ b la
segunda fila.

Una determinante es cuadrada cuando tiene el mismo numero de co-

. i a d i f
lumnas que de filas. Asi, b‘ es una determinante cuadrada porque tie-
&

ne dos columnas y dos filas.
El orden de una determinante cuadrada es el nimero de elementos
de cada fila o columna. Asi,

a d I 2 .
bl y [3 4| son determinantes de segundo
¢ :
orden. -
2 |8 .d| b g
En la determinante ichb'. la linea que une a con b es la diagonal

principal y la linea que une ¢ con d es la diagonal secundaria.
Los elementos de esta determinante son los productos ab y cd, a cuya
diferencia equivale esta determinante.

(1) Nos concretamos a responder a este titulo del Programa Oficial, prescindiendo de la
teoria de esta interesante materia, que harfa demasiado extensos estos elementos.
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nssunouo DE UNA DETERMINANTE
DE SEGUNDO ORDEN

Una determinante de segundo orden equivale al producto de los tér-
minos que pertenecen a la diagonal principal, menos el producto de los
términos que pertenecen a la diagonal secundaria.

Ejemplos
Q n
X
m b
a =n
@ |
m b
§.
3)
- 4
3 -5
@)
] -2
-2 =5
)
-3 9

=ab — mn.

=ab—m(—n)=ab+ mn,

=3X4—-5%X2=12—-10=2.

=3 =2)=Ni=8j==6+5=—1T.

=(=2)=92)—(—5)(—3)=18—15=3.

- EJERCICIO 183

Desarrollar las determinantes:

L |45
2 3|
2'27‘
3 5|
3. ‘25J
4 3l

& I
5

N

6. | *
-3

Y
e
-3

—8 |.
~—11

-

il

a9 _1| 10.
13 21
12 _1( 11.
13 -9 1.
10 3| 19.
17 131

RESOLUCION POR DETERMINANTES DE UN SISTEMA
DE DOS ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS

Sea el sistema{

X -+ bl.y = €.
a.x + bg}' = Ca. (2’

-5 —8‘
—19 31|
8 2'
-3 0l
31 —85
-20 431
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Resolviendo este sistema por el método general estudiado antes, se

tiene:
_C1b2—6'351

1€ — faly
a;bs — asb,

3 = — (4
(&) y 5 R R (4)

Véase que ambas fracciones tienen el mismo denomi-
mador a;b, —azb, y esta expresién es el desarrollo de la

determinante B s

formada con los coeficientes de las incégnitas en las ecuaciones (1) y (2).
Esta es la determinante del sistema.

1 bl |

)

g bz[

El numerador de x, ¢1b,— c2b1, es el desarrollo de

€1 bt
la determinante

/!

i [ bg

que se obtiene de la determinante del sistema (5) con sélo sustituir en ella

ay
la columna de los coeficientes de x | por la columna de los términos in-
g 6 : @y
dependientes | de las ecuaciones (1) y (2).
Cz

El numerador de y, a;c;— aqc,, es el desarrollo de

iy 1
la determinante

F

— s (3

que se obtiene de la determinante del sistema (5) con s6lo sustituir en ella

1
la columna de los coeficientes de y, | por la columna de los términos

Cy b'.!
independientes [ de las ecuaciones dadas.

Cg
Por tanto, los valores de x e y, igualdades (3) y (4), pueden escribirse:

(=1

i
X= i
| @1

bl
b

1’)1

(‘]‘

g

b,"

i dy !11

[ ag bs

Visto lo anterior, podemos decir que para resolver un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas por determinantes:

1) El valor de x es una fraccién cuyo denominador es la determinan-
te formada con los coeficientes de x e y (determinante del sistema) y cuyo
numerador es la determinante que se obtiene sustituyendo en la determi-
nante del sistema la columna de los coeficientes de x por la columna de los
términos independientes de las ecuaciones dadas.

2) El valor de y es una fraccién cuyo denominador es la determinan-
te del sistema y cuyo numerador es la determinante que se obtiene susti-
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tuyendo en la determinante del sistema la columna de los coeficientes de y
por la columna de los términos independientes de las ecuaciones dadas.

(M

(2)

(3)

Ejemplos |
i CA ik b [ L
) S5x+3y= 5
Resolver por determinantes { ATy =,
5 3 Far Sayeca
N AN i ) R
=T 3|_35~12_ 23 3
4 7
5 5
e 4 27 _]35—20_15__5
Siice H]h wlBne-@28- 1
4 7
. ox+ By= 12
Resolver por determinantes | 24x — 60y = — 29.
12 8
—29 —60 —720+4+232 —488 2
o= e = S—
? 8 —540—192 -—732 3
24 —60
9 12
i 24 -2 —261—288 —549 3
S Bl o
24 —60 e
g1 =2
5 7
Resolver por determinantes |
1 x+4 y—9 8
3 . @
Quitando denominadores: J 7x+7=5—10

([ 2x+8—y+9=16

Transponiendo y reduciendo: { /X~ =—1

2x— y==—1
Tendremos:
—17 -5
B -1 V7—5 12
X - ==7 =4
g TENY —-7+10 3
2 = |
7 =17
o 2 -1 _—7+34_3?f_
ol B L g e
2

~ o

o

Il

~

1l

slww N

ol
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@ EJERCICIO 184
Resolver por determinantes:

Tx+8y=29. ax+2y=2. (, 2138
. = 8' ax 2:‘_. 1-- =]
5x-+11y=26. 15_3),:—1. 18. | '
Gae g =13 4x+1
. {Jx 4y=13 (x.9__, 3y—
3x—31v=—326. < [ x+
5, [13x-31y=—326 - Y
25x+3Ty=146. 3712 )
4 15x—44y=—6 [ 3x+ay=3a+1. s’ 5 =~1~
32y—27x=—1. 10. x Loy 0
—+tay=2. ;
5 [B=-9 a x—y=2b.
R I T #4888 WAy
L:Ex+:;+:i)’=3; 11, 3 M 6 a+b a—b
i ax—by=-—1. ] y—5 _2x—3 =0 fﬂuy_+21
ax+by=T. G 5 18. | X9 y+39°
y. 3x—(y+2)=2y+1. it 3x—2y=5. x+8 _ )..|,.19.
ay—(x+3)=3x+1. mx+4y=2(m-+1). x—8 y+11

RESOLUCION GRAFICA DE UN SISTEMA DE DOS
ECUACIONES CON DOS INCOGNITAS

Si una recta pasa por un punto, las coordenadas de este punto satis-
facen la ecuacion de la recta. Asi, para saber si la recta 2x + 5y =19 pasa
por ¢l punto (2, 3), hacemos x =2, y =3 en la ecuacion de la recta y tenemos:

== =

luego, la recta 2x + 5y =19 pasa por el punto (2, 3).

Reciprocamente, si las coordenadas de un punto satisfacen la ecuacion
de una recta, dicho punto pertenece a la recta.

Sea el sistema | 2% T3 =18 : :

[ 3x+4y=25. Resolviendo este sistema se encuentra
x =3, y=4, valores que satisfacen ambas ecuaciones.

Esta solucion x=3, y=4 representa un punto del plano, el pun-
to (4, 4).

Ahora bien, x =3, y =4 satisfacen la ecuaciéon 2x + 3y =18; luego, el
punto (3, 4) pertenece a la recta que representa esta ecuacion, y como x =3,
y =4 satisfacen también la ecuaciéon 3x + 4y =25, el punto (3, 4) pertenece
a ambas rectas; luego, necesariamente el punto (3, 4) es la interseccion de
las dos rectas.
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Por tanto, la solucién de un sistema de dos ecuaciones con dos incog-
nitas representa las coordenadas del punto de interseccién de las dos rectas
que representan las ecuaciones; luego, resolver grificamente un sistema de
dos ecuaciones con dos incognitas consiste en hallar el punto de intersec-
cion de las dos rectas.

) Ejemplos

(1) Resolver graficomente el sistema {

(2)

(

Hay que hallar la interseccién de estas
dos rectas. Representemos ambas ecua-
ciones. (Fig. 55).

En x+y=46, tenemos:
Para x=0, y = 6.
y=0, x=26.
En  5x—4y =12, tenemos:
Para x =0, y=—3
y =0, x=2%.

Lo interseccidon es el punto (4, 2) luego
la solucién del sistema es x =4,
wi="2 R

Resolver graficamente e! sistema {

Hallemos la interseccidn de estas rec-
tas. (Fig.56).

En  4x + 5y = — 32, se tiene:
Para x=0, y = — 6%,
y =0, x==—28,
En  3x—5y =11, se tiene:
Para x=0, y =—2%.
y =0, x= 33
El punto de interseccion es | —3, —4)

luego la solucién del sistema es x=—3,
y=—4. R

x+y=é.
| Sx—d4y=12.

/]

A

yaups

I FIGURA 55

4x + Sy =—32,
Ix— 8y =

11.

N

>

FIGURA 56




(
(3) Resolver gréficamente | * ™ 2y =é.
[2x — 4y = 5.
Representemos ambas ecuaciones. (Fi-
gura 57)
En x—2y =6 se tiene:
Para x=0, y=-—3.
y=0, x= 6.
En  2x—4y =5 se tiene:
Para x=0, y=—1%.
Y= 0: x= 2%.

)

Las lineas son paralelas, no hay puntos
de interseccidn, luego el sistema no tie-
ne solucion; las ecuociones son incom-
patibles.

[ x=2y=S5.
1 2x— 4y =10.

Representemos ambas ecuaciones. (Fi-
gura 58).

Resolver graficamente

En x — 2y =5, se tiene:
Para x=0, y=—24.
y=0, x=5
En  2x— 4y =10, se tiene:
Para x=0, y=-—24.
y =0, x=5.

Vemos que ambas rectas coinciden, tie-
nen infinitos puntos comunes. Las dos
ecuaciones representan la misma lineq,
las ecuaciones son equivalentes,

- EJERCICIO 185

Resolver graficamente:

1.{

x—y=1.
x+y=T.

3x=—4y.
5x—6y=38.

o [x—2y=10. 5 | 3x+y=15. 8.
2x+3y=—8. 2x+y=5.

3. Hx—3y=0. 6. bx+2y=16. 9.
Tx—y=—16. 4x+3y=10.

RESOLUCION GRAFIca @ 339

Y
: o
B> <l
X 0L~ - X
1 -
2
Beoes
1 '
% I
|
¥
4 1 45;
X'4_ 3 3 R X
1;.. i 1;’.;1'0 |
i TH
27 a
! _,} .__.Y 0 4TI T ._I_
' FIGURA 58
x+8=y+2. 10 x+3y=6.
y—4=x+2. 3x+9y=10.
(3x vy T
§+Z_2' 1. 2x+3y= }3.
6x+9y=—39.
x—dy=25.
(x vy 1 x—2 y—3 _
2 3 6 19 | 2 3
B -0 y—2 x—3
8 4 12 2 3

Hallar grificamente el par de valores de x e y que satisfacen cada uno
de los grupos de ecuaciones siguientes:

7 Wl e . [ERES
x—y=-—1. 3x+4y=18.
x—2y=—6. 2x+3y=13.

1 2x+y=—1. 16 x—y=1.
x—2y=—13. T 2y—x=—4.
3x—2y=—19. 4x—5y="T.
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armuo XXV

ECUACIONES SIMULTANEAS DE PRIMER GRADO
CON TRES O MAS INCOGNITAS

RESOLUCION DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES
CON TRES INCOGNITAS

i
A

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas se pro-
cede de este modo:

1) Se combinan dos de las ecuaciones dadas y se elimina una de las
incognitas (lo mas sencillo es eliminarla por suma o resta) y con ello se ob-
tiene una ecuacion con dos incognitas,

%) Se combina la tercera ecuacién con cualquiera de las otras dos ecua-
ciones dadas y se elimina entre ellas la misma incégnita que se elimind
antes, obteniéndose otra ecuacion con dos incognitas.

3) Se resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones con dos in-
cognitas que se han obtenido, hallando*de este modo dos de las incognitas.

4) Los valores de las incégnitas obtenidos se sustituyen en una de las
ecuaciones dadas de tres incdgnitas, con lo cual se halla la tercera incognita.

340
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. [ x+4y— z= &6 (1)
E]emplos I (1) Resolver el sistema < 2:+5:_7§= -9 (2)
| 3x—2y+ z= 2 (3)

Combinamos las ecuacicnes (1) y (2) y vamos a eliminar la x. Multipli-
cando la ecuacién (1) por 2, se tiene:

2x+8y —22=12
— 2% =8y +7z= 9

Restando: 3y +5z2=21 (4)

Combinamos la tercera ecuacién (3) con cualquiera de las otras dos ecua-
ciones dadas. Vamos a combinarla con (1) para eliminar la x. Multipli-
cando (1) por 3 tenemos:

3x+12y—3z= 18

=8+ yp— == 2

Restando: 4y —4z= 16
Dividiendo entre 2: 7y—2z= 8 (5)

Ahora tomamos las dos ecuaciones con dos incégnitas que hemos obtenido
(4) y (5), y formamos un sistema:

y+52=21. (4)
7y —2z= 8. (5)

Resolvamos este sistema. Vamos a eliminar la z multiplicando (4) por 2 y

(5) por 5:
6y + 10z =42
35y — 10z=40
41y =82
y=2
Sustituyendo y =2 en (5) se tiene:
7(2)—2z=8
14—2z=8
—2z=—6
z=3.

Sustituyendo y = 2, z =3 en cualquiera de las tres ecuaciones dadas, por ejem-
plo en (1), se tiene:

x+4(2)—3=6 x= 1.
x+8—3=6 R {y=2
T == 3.

VERIFICACION

Los valores x =1, y =2, z =3 tienen que satisfacer las tres ecuaciones dadas.
Hagase la sustitucién y se verd que las tres ecuaciones dadas se convierten
en identidad.
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v 6x— 19
e — =—

5 Y

i -2
(Z) Resolver el sistema . . 2y —1
8
4z+4+3y=3x~—y
| 52—20+6x—19=—5y
Quitando denominadores: “1 80— x+2z =16y —8

4z4+3y=3x—y

J éx+ Sy+5z2= 39 (1)
Transponiendo y reduciendo: — x— 16y +2z=—88 (2)
L—3x+ 4y +4z= 0. (3)

Vamos a eliminar x. Combinamos (1) y (2) y multiplicamos (2) por 6:

éx+ Sy+ Sz= 39
—éx— 9y +122=—528
Sumando: — 9y + 17z = — 489. (4)
Combinamos (2) y (3). |  3x+ 48y — 6z =264

Multiplicando (2) por 3y | —3x+ 4y+4z= 0
cambidndole el signo: 1 52y — 2z = 264
Dividiendo por 2: 26y — z=132. (5)

[ =9y +17z2=—1489  (4)
Combinemos (4) y (5): 1 2y— z= 132 (5)

Multiplicando (4) por 2y | — 182y + 34z = — 978
(5) por 7: | _182y— 7z= 924
Sumando: 27z=— 54

T -.—,_2,._

Sustituyendo z=—2 en (5):

26y —(—2)=132
26y +2 =132
26y =130

y=>5.
Sustituyendo y =5, z=—2 en (3):
—3x+4(5)+4(—2)=0

—3x+20—8=0 = %
—&=—12  ly=s.

( 2x—5y= 13. (1)
(3) Resolver el sistema dy +z=— 8. (2)
1 X—=y—z=— 2, (3)
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En algunos casos, no hay reglas fijas para resolver el sistema y depende de
la habilidad del alumno encontrar el modo mas expedito de resolverlo. Este
ejemplo puede resolverse asi:

La ecuacién (1) tiene x e y. Entonces tengo que buscar ofra ecuacién de
dos incégnitas que tenga x e y para formar con (1) un sistema de dos
ecuaciones que tengan ambas x e y.

Reuniendo (2) y (3): { dy+z=— 8

| X p—z==~ 2
Sumando: Cx+3y =-—10 (4)
Ya tengo la ecuacién que buscaba. Ahora, formamos un sistema con (1)
y (4):
2x—5y= 13
x+3y=—10.

Multiplicando esta 0ltima ecuacién por 2 y restando:
[ 2x— S5y= 13

j—2x— by= 20
—1y= 33
Sustituyendo y =—3 en (1):
2x—5(—3)= 13
2x+15= 13
x=— 2
x=~— 1],

Sustituyendo x=—1, y=—23 en (3):

—1=(—3)—z=—2
=1 43 —z=—2 x=—1.
—z=—4 R. y=—3.

p==i4 £= 4.

B EJERCICIO 186

Resolver los sistemas:

x+y+2z=6. 2x+3y+z=1 2x+4y+3z=. {

1. -y+2z_5 b. { 6x—2y—z=— 14. 9. { 10x—8y— 97.
x—y—3z=— 3x+y—z=1. dx+4y—3z=
x+y+z= 12 bx—2y+z2=24. 3x+y+z=1.

2. § 2x—y+z=T. 6. < 2x+5y—2z=—14. 10. § x+2y—2=1.
x+2y—z=6. x—4y+3z=26. x+y+22=—17.
x—y+z=2. 4x+2y+32=8. Tx+3y—4z=—35.

3. { x+y+z=4. 7. { 3x+dy+2z=—1 11. < 3x—2y+5z=38.
2x+2y—z=—4 2x—y+bHz=3. x+y—6z=—27.
2x+y—3dz=—1. 6x+3y+2z=12. 4x—y+52=—0.

4. { x—3y—2z=—12. 8. { 9x—y+4z=37. 12. 3x+3y+4z 30.
3x—2y—z=—5. 10x+ay+3z—21 6x+2y—32=33.
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9x-+4y—10z=6. [ x+2y=—1. 3z—6x=10.
13. 4 6x—8y+5z=—1. 16. 1 2y+z=0. 10 5x—§y=~7.
12x+12y—152=10. x+2z=11. 3y—Hz=—13.
Hx+4-3y—z=—11. y4z=—8. x—?‘y:f}.
14. 1 10x—y+2z=10. 17. 4 2x+z=9. 20. 1 y—2z=5.
15x+2y—z=—T1. 3y+2x=—3. x+y+z=8. .
x+y=1. 3x—2y=0. dx—3z=2.
16. 3 y+z=—1. 18. 4 3y—4z=25. 21, | 2z~y=—3.
z+x=—06. z—Hx=—14. x+2y—4z=8.
2x—2=14. x+y—z=1.
29, { 4x+y—z=41. ‘a8, {iz¥x—=y=3.
3x—y+>bz=53. z—x+y="T.
( [ x+ +4 11
1.2 F zs W 1n.d Lol
2 2 3 i 5 x 9y
24. <_’i+z._i=_5 27 J."C—Z. =.)l__4_. 30 <l+1=6_
3 6 2 5 2 EZ
x oy oz y—z __x+2 i o
LE :_3-+E_[} | 3 10 j}'JI_Z'-"?-
{ r + ¢ 2
i+2+i:21, x—-y =z+4. E~i——=2.
3 4 3 ) Xy
N LR 28.*),_"4‘4:,‘_6_ 81 /2 2_3
5 6 3 2 y z 2
X y z %—7 1 4 4
— = ——=3. = =y—95 — ===
L10+ 576 " WE I (x z 3
( z ( = 1 4 2
x_}’+ =4 :nc—y+}r z:3 —4+—4—==—6.
3 2 Xy oz
26. y-_x+z=10, 29. JXY _*TE ., m 8.3 4
8 2 4 1= 3 =z
. — 6 5 6
-2 X5, VZ k= o e
2 2 Xy z

EMPLEO DE LAS DETERMINANTES EN LA RESOLUCION
DE UN SISTEMA DE TRES ECUACIONES
CON TRES INCOGNITAS

DETERMINANTE DE TERCER ORDEN
Una determinante como v

| &2 b @ \
[ bg €y

a; by ¢ |
)

que consta de tres filas y tres columnas, es una determinante de tercer orden.
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HALLAR EL VALOR DE UNA DETERMINANTE
DE TERCER ORDEN

El modo mds sencillo y que creemos al alcance de los alumnos, de ha-
llar el valor de urta determinante de tercer orden es aplicando la Regla
de Sarrus. Explicaremos esta sencilla regla prdctica con dos ejemplos.

1 -2 -3
1) Resolver | =4 2 1| por la Regla de Sarrus.
g =] 3

Debajo de la tercera fila horizontal se repiten las dos primeras filas
horizontales y tenemos:

(g \/

—4 2 1 Ahora trazamos 3 diagonales de dere- >< ><
§ —1 3 cha a 1zquierda y 3 de izquierda a de- ' >< N\
1 —92 -3 recha, como se indica a continuacion: \ N
L%
-4 2 1 /

Ahora se multiplican entre si los tres numeros por que pasa cada
diagonal.

Los productos de los niimeros que hay en las diagonales trazadas de
izquierda a derecha se escriben con su propio signo y los productos de los
numeros que hay en las diagonales trazadas de derecha a izquierda con el
signo cambiado. Asi, en este caso, tenemos:

valor de la determinante dada.

DETALLE DE LOS PRODUCTOS
De izquierda a derecha:
1X2x3=6 (—4X(-1D)X(=3)=—12 5x(—-2)x1=-10.
De derecha a izquierda:
(—38)x2x5=-230 cambidndole el signo -+ 30.

1X(—1)x1=— 1 cambidndole el signo + 1.
3X(=2)X(—4)= 24 cambidndole el signo —24.
-3 =6 1
2) Resolver por Sarrus &:oiid
B8 7

Aplicando el procedimiento explicado, tenemos:
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@ EJERCICIO 187

Hallar el valor de las siguientes determinantes:

1 2 1 2 5 =1 b} 2 —8 12 5 10
5 1 3 4 4. 3 —4 3 7. -3 -7 3| 10. 8 —6 9
1 0 a1 6 2 4|, 4 0 -1} T 4 — 2|.
1 2 -2 b =1 —6 3 2 ) -9 3 —4
2 1 -3 3 b. |—-2 5 3 8. |—-1 -3 4( 11. 7 =5 =3
-1 4 5l 3 4 21, 3 2 a5l -+ 6
-3 4 1 4 1 ) 5 2 3 11 =5
3. 2 -3 0 6. 3 2 —6 9. 6 1 2| 12. |12 3
1 2 71l 12 3 21 3 4 v=iig, =13 1
RESOLUCION POR DETERMINANTES DE UN SISTEMA

DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS

Para resolver un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, por
determinantes, se aplica la Regla de Kramer, que dice:

El valor de cada incégnita es una fraccién cuyo denominador es la de-
terminante formada con los coeficientes de las incognitas (determinante
del sistema) y cuyo numerador es la determinante que se obtiene sustitu-
yendo en la determinante del sistema la columna de los coeficientes de la
incégnita que se halla por la columna de los términos independientes de
las ecuaciones dadas.

x+ y+ z=4,
2x—3y+52=—5.
Ix+ 4y +7z2=10.

‘ Ejemplos

(1) Resolver por determinantes {

Para hallar x, aplicando la Regla de Kromer, tendremos:

4
o =39
A 10 cHe R~
x = =——=3.
1 | —23
2 =3 5
3 4 7

Véase que la determinante del denominador (determinante del sistema) esta
formada con los coeficientes de las incégnitas en las ecuaciones dadas.
El numerador de x se ha formado sustituyendo en la determinante del siste-

1 . i 4

ma la columna 2 de los coeficientes de x por la columna s de los
términos independientes de las ecuaciones dadas.

Para hallar y, tendremos:

] 41‘
3 =63
13 w7l —4_
i i1 1 1"‘_23“2-
9 -3 §
S 47




(2)
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El denominador es el mismo de antes, la determinante del sistema. El nu-
. - e 1 . .
merador se obtiene sustituyendo en ésta la columna —3 de los coeficientes
4 .

4
de y por la columna = de los términos independientes.

Para hallar z, tendremos:

11 4|
2 -3 — 5
3 4 10 23
zZ= T =—1
1 1 1 —23
2 —3 5
3 4 7

El denominador es la determinante del sistema; el numerador se obtiene sus-
5 ; 1 o

tituyendo en ésta la columna 5 de los coeficientes de z por la columna
4 . % . " i

= de los términos independientes.

3.
La solucién del sistema es 2

M X
i

2x+ y—3z2=12
Resolver por determinantes Sx —dy+7z=27
10x + 3y — z=40.

Tendremos:
12504 (538
‘27 ol T
_ | 4073 — 620
X=————— = " =5
2 1 =3 — 124
5 —4 7
0 3 =1
| & 12 -3
5 27 7
_ |10 40 =1 _ 4%
Tz 1 3 T
5 =4 7
T R
I T
5 —4 27 e 5
248 » .
z= f]D 340 Gy = — R y=—'4-
2 1 .=53 — 124 g=—2.
5 —4& 7
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Resolver por determinantes:

x+y+z=11 Tx+10y+4z=—2. X y z
1. { x—y+3z=13 6. { 5x—2y+62=38. §—I+Z=1
2x+42y—z=T. 3x+y—2z=21.
x+y+z=—6 4x+Ty+51=—2 N )x) =1
2. { 2x+y—z=—1 7. { 6x+3y+T7z=6 6 2
x—2y+3z=—=6. x—y+9z2=—21. X y z
2x+3y+42=3 3x—5y-+2z=—22 378 3o
3. { 2x+6y+8z=5 8. 1 2x—y+4-62=32 X
4x+9y—42=4. 8x+3y—52=—33. .
4x—y+z=4. x+y+2=3 3 Tats
4. 1 2y—z+2x=2 9.1 x+2)’ 6 19.
6x+32—2y=12. 2x+3y=6. 5 *¥—y=1
x+4y+5z=11 3x—2y=—1 _y
5. { 8x—2y+z=5 10. { 4x+z=—28 s i
4x+y—32=—26. x+2y+3z2=—43. L

REPRESENTACION GRAFICA DE PUNTOS
DEL ESPACIO Y PLANOS

EJES COORDENADOS EN EL ESPACIO (figura 59)

Si por un punto del espacio O trazamos tres ejes OX, OY, OZ, de
modo que cada eje sea perpendicular a los otros dos, tenemos un sistema
de ejes coordenados rectangulares en el espacio. Si los ejes no son per-
pendiculares entre si, tenemos un sistema
de ejes coordenados oblicuos. El punto 0
se llama origen.

Cada dos de estos ejes determinan
un plano.

Los ejes OX y OY determinan el pla-
no XY; los ejes OY y OZ determinan el
plano YZ, y los ejes OZ y OX determinan
el plano ZX. Estos son los planos coorde-
nados.

Estos tres planos, perpendicular cada
uno de ellos a los otros dos, forman un
triedro trirrectingulo.

Cuando los ejes estdn dispuestos como
se indica en la figura 59, se dice que el

triedro trirrectingulo es inverso. Si el eje
| FIGURA 59 i OX ocupara la posicion del eje OY y vice-

(1) Ponga cero como coeficiente de las incégnitas que falten en cada ecuacion.
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versa, el triedro seria directo. Nosotros trabajaremos con el triedro
inverso.

Para que el alumno aclare los conceptos anteriores, fijese en el dngulo
de la izquierda de su salén de clase. El suelo es el plano XV, la pared que
estd a la izquierda del alumno es el plano YZ; la pared que le queda enfrente
es el plano ZX. El eje OX es la interseccién de la pared de enfrente con el
suelo; el eje OY es la interseccién de la pared de la izquierda con el suelo;
el eje OZ es la intersecciéon de la pared de la izquierda con la pared del frente.
El punto donde concurren los tres ejes (la esquina del suelo, a la izquierda)
es el origen.

@COORDENADAS CARTESIANAS DE UN PUNTO

DEL ESPACIO

La posiciéon de un punto del espacio queda determinada por sus coor-
denadas en el espacio, que son sus distancias a los planos coordenados.

Sea el punto P (figura 60). Las coordenadas del punto P son:

1) La abscisa x, que es la distancia de P al plano YZ.
2) La ordenada y, que es la distancia de P al plano ZX.
3) La cota z, que es la distancia de P al plano XY.

El punto P dado por sus coordenadas se expresa P (x, y, z). Asi, el
punto (2, 4, 5) es un punto del espacio tal que, para una unidad escogida,
su abscisa es 2, su ordenada es 4 y su cota es 5.

(Las coordenadas de un punto del espacio en su salon de clase son:
abscisa, la distancia del punto a la pared de la izquierda; ordenada, la dis-
tancia del punto a la pared de enfrente; cota, la distancia del punto al
suelo).

En la préctica, para representar un punto del espacio, se mide la abs-
cisa sobre el eje OX y se trazan lineas que representen la ordenada y la cota.

En la figura 61 estd representado el punto P (3, 2, 4).

Z rA

iy S q p (3.2,4)

‘ 0
S [ B2
) 1
] L) 2=4
i I
| ') :

1
.9 7 X PRy
/ ' y=2
R o e R )
%, Y:

FIGURA 60 FIGURA 61
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@ REPRESENTACION DE UN PUNTO CUANDO UNA

O MAS COORDENADAS SON 0
Cuando una de las coordenadas es 0 y las otras dos no, el punto estd
situado en uno de los planos coordenados. (Figura 62).
Si x =0, el punto estd situado en el plano YZ; en la figura, P1(0, 2, 3).
Si y=0, el punto estd en el plano ZX;
~ en la figura, Py(3, 0, 3). Si z=0, el punto
z R e
Hl(n, 0.3) p(3.0.3) estd situado en el plano XY; en la figura,
- : Py(3, 2, 0.).

p o 4.3

| Cuando dos de las coordenadas son 0
| y la otra no, el punto estd situado en uno
Ir de los ejes.

{012 | .43, 0,0) Si x=0, y=0, el punto estd situado
B T X en el eje OZ; en la figura, P40, 0, 3).

/ 1 Si x=0, z=0, el punto estd en el eje

- e

P02 0) ff{3 2.0) OY; en la ftigura, P50, 2, 0).
/ Si y=0, z=0, el punto estd en el eje
Y OX; en la figura, Py3, 0, 0).

Si las tres coordenadas son 0, el punto
es el origen.

I FIGURA 62 |

@ EJERCICIO 189
Representar grificamente los puntos siguientes:

, 12 4. (3, 5, 6). 7. (7, 5, 4). 10. (4, 0, 4). 13. (0, 0, 4).
3). 5. (2,4, 1) 8. (3, 1, 6). 11. (4, 2, 0). 14. (6, 0, 0).
54,2). 6 (437. 9 (6.34). 12 (5,60). 15. (0,5, 0).

@ EL PLANO
Z

Toda ecuaciéon de primer grado con
tres variables representa un plano.(? QRuse

Asi, toda ecuacion de la forma Ax +
By+ Cz=D representa un plano. (Figu-
ra 63).

Los segmentos OA, OB y OC son las °
trazas del plano sobre los ejes. Ol 2 CE 22 A 0.0

En la figura la traza del plano sobre
el eje OX es OA=a; la traza sobre el
eje OY es OB=0b y la traza sobre el eje OZ
es OC=c.

Los puntos 4, B y C, donde el plano Y/
intersecta a los ejes, por ser puntos de los [
ejes, tienen dos coordenadas nulas. l_ i i

0 B =
A~ —
5‘.\3_.
b
o
S

B(65.0)

() Admitamos esto como un principie, ya que su demostracién no estd al alcance de
los alumnos de Bachillerato.
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REPRESENTACION GRAFICA DE UNA ECUACION
DE PRIMER GRADO CON TRES VARIABLES

1) Representar la ecuacion 4x + 3y + 2z =12,

Para representar grificamente esta ecua-
cién vamos a hallar las trazas del plano que
ella representa sobre los ejes (Fig. 4).

La traza sobre el eje OX se halla ha.
ciendo y =0, z=0 en la ecuacion dada. Ten-
dremos:

Para y=0, z=0, queda 4x=12.".x=3.
Se representa el punto (3, 0, 0).

La traza sobre el eje OY se halla ha-
ciendo x =0, = ( en la ecuacion dada. Ten-
dremos:

Para x=0, =0 queda 3y=12.".y=4.

Se representa el punto (0, 4, 0).

La traza sobre el eje OZ se halla ha-
ciendo x =0, y =0 en la ecuacion dada. Ten-
dremos: FIGURA 64

Para x =0, y=0 queda 2:=12.".z=46,

Se representa el punto (0, 0, 6).

Uniendo entre si los tres puntos que hemos hallado, obtenemos un plano
que es la representacion grafica. de la ecuacion 4x + 8y + 2z = 12,

2) Representar graficamente 4x + 5y +8z=20. (Figura 65).

7 Tenemos:
Para
(0. 0. 24) y=0,2=0, x=2=5 Punto (3,0, 0).
Para
0 (5'0'(;}( x=10, z:O,y=2?°=4. Punto (0, 4, 0).
- 7 Para
(0.4.0) x=0,y=0, ’-=2~:=2%. Punto (0, 0, 2-:7).

Uniendo estos puntos entre si queda
trazado un plano que es la representaciéon
r SHOURA #5 l grifica de la ecuacion 4x+5y+82=20.
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® EJERCICIO 190

Representar grificamente las ecuaciones:

1. 3x+6y+2z=6. 6. 15x+10y+62=30.
2. 2x+y-+4z=4. 7. 14x+10y+52=35.
3. 4x+6y+32=12. 8. 3x+y+22=10.

4. 15x+6y-+5z=30. 9. 4x+2y+3z=18.

5. 2x+y+32=6. 10. 15x+20y+24z=120

PLANO QUE PASA POR UN PUNTO

Si un plano pasa por un punto del espacio, las coordenadas de ese pun-
to satisfacen la ecuacion del plano.  Asi, para saber si el plano 2x +y+ 3z
=13 pasa por el punto (1, 2, 3), hacemos x =1, y=2, z=3 en la ecuacion
del plano y tendremos: 2(1)+ 2+ 3(3) =13, o sea, 13=13; luego, el plano
pasa por el punto (1, 2, 3), o de otro modo, el punto pertenece al plano.

@ SIGNIFICACION GRAFICA DE LA SOLUCION DE UN
SISTEMA DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS

[ x4+ y+ z=12
Sea el sistema J 2x— y+3z2=17 Resolviéndolo se halla
L3x+2y—5z=—8.

Esta solucion representa un punto del espacio, el punto (3,4,5). Aho-
ra bien: x =35, y=4, z=5 satisfacen las tres ecuaciones del sistcma; luego,
el punto (3,4,5) pertenece a los tres planos que representan las ecuaciones
dadas; luego, ¢l punto (3,4,5) es un punto por el que pasan los 3 planos,
el punto comin a los 3 planos.

@ RESOLUCION Y REPRESENTACION GRAFICA DE UN
SISTEMA DE TRES ECUACIONES CON TRES INCOGNITAS

Resolver grificamente un sistema de tres ecuaciones con tres incogni-
tas es hallar el punto del espacio por el que pasan los tres planos.

Para ello, dados los conocimientos que posee el alumno, el procedi-
miento a seguir es el siguiente:

1) Se representan grificamente los tres planos que representan las
tres ecuaciones del sistema, hallando sus trazas.

2) Se traza la interseccion de dos cualesquiera de ellos, que serd una
linea recta. 3) Se traza la interseccion del tercer plano con cualquiera de
los anteriores, que serd otra linea recta. 4) Se busca el punto donde se
cortan las dos rectas (intersecciones) halladas y ese serd el punto comin a
los tres planos. Las coordenadas de este punto son la solucién del sistema.
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Ejemplo

Resolver graficamente
el sistema

[2x+2y+ 7=12
x+ y+ z= 8
|._3x+2y+52230.

| FIGURA 66 J

Apliquemos el procedimiento anterior (Fig. 66).
Representemos 2x + 2y +z =12,

Para y =0, z=0, x=§
=0 ZZO, y:é
x=0, y=0 z=12

El plano que representa esta ecuacién es el plano ABC.
Representemos x +y+z=28.

Paray=0, z=0 x=8
x=0, z=0, y=8
x=0, y¥=0 z=8

El plano que representa esta ecuacién es el plano DEF.
Representemos 3x + 2y + 5z = 30.
Paray =0, z=0, x=10

x=0, z=D y=l1s

=0, y=0 z= 6.
El plano que representa esta ecuacién es el plano GHI.
Trazamos la interseccién del plane ABC con el planc DEF que es la linea recta MN;
trazamos la interseccién del plano DEF con el plano GHI que es la linea recta RQ.
Ambas intersecciones se cortan en el punto P; el punto P pertenece a los 3 planos.
Las coordenadas de P que en la figura se ve que son x =2, y =2, z=4 son la
solucién del sistema.

ALGEMAA BALDOM * |2



354 15 ALGEBRA

®- EJERCICIO 191

Resolver y representar grificamente los sistemas:

x+2y+z=8 2x+2y+32=23 3x-+4y+52=35
1. < 2x42y+2=9. 3. 4 2x43y+22=20 5 4 2x+5y+32=27
3x+3y-+5z=24. 4x-+3y+2z=24. 2x-+y+2=18.
x+y+z=>5 2x+2y+32=24 4x—+3y+5z=42
2. 4 3x+4-2y+z=8 4. { 4x+5y+2z=35 6. 3x+4y+3z=33
2x+3y+3z=14 8x+2y+2=19. 2x-+-5y+22=29.

RESOLUCION DE UN SISTEMA DE 4 ECUACIONES
CON 4 INCOGNITAS

Ejemplo

x+y+z+u=10 (1)
x—y+3z—4u=9 (2)
x+2y—z+5=13. (3)
x—3y+2z—4u=-—3 (4)
Combinando (1) y (2) eliminamos la x multiplicando (1) por 2 y restando:
2x+2y+2z2+2u= 20
-2+ y=3%z+t4qu=— 9
Iy— z+6u= 1 (5)

Combinando (1) y (3) eliminamos la x multiplicando (1) por 3 y restando:

3x+3y+3z+3uv= 30
—3x—2y+ z—5u=-—13
y+daz—20= 17 (6)

Resolver el sistema !

Combinando (1) y (4) eliminamos la x, restando:
x+ y+ z+ v=10
—x+3y—2z+4u= 3
4y — z+50=13 PR (7 ¢

Reuniendo las ecuaciones (5), (6) y (7) que hemos obtenido tenemos un sis-
tema de 3 ecuaciones con fres incégnitas:

[3y— z+6u=1] (5)
1 yt+dz—2w=17 (6)
I_Ay— z+5u=13. (7)
Vamos a eliminar la z. Combinando (5) y (6), multiplicamos (5) por 4 y su-

mamos:
12y — 4z + 24u = 44
ytdz— =17

13y + 22u =461 (8)

Combinando (5) y (7) eliminamos la z restandolas:
Iy—z+6u= 11
—dy+z—5u=—13
-y +u=-—2 (9)
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Reuniendo (8) y (9) tenemos un sistema de 2 ecuaciones con 2 incégnitas:
[ 1y +22u= 6l (8)
- iy u=— 2 (9)
Resolvamos este sistema. Multiplicando (9) por 13 y sumando:
By +2u= 61
—13y+13u=—26
~ 3Bu= 35
Ahora, sustituimos u =1 en una ecuacién de dos incdgnitas, por ejemplo en (9)

y tenemos:
—y+1==2

Sustituimos u =1, y = 3 en una ecuacién de tres incdgnitas, por ejemplo en (5) y
tenemos:
3(3)—z+6(1)=1
9—z+6=11
z=4.
Ahora, sustituimos u =1, y =3, z=4 en cualquiera de las ecuaciones dadas, por
ejemplo en (1) y tenenios:
x+3+44+1=10

=P W

TR (]

el
E N X

EJERCICIO 192

Resolver los sistemas:

xt+y+ztu=4

1. J x+2y+3z—u=-1
3x+dy+2z+tu=—>5
x+dy+3z—u=—T.

x+y+z+u=10
2x—y—Bz+2u=2
x—2y+3z—u=2
x+2y—4z+42u=1.

x—2y+z+3u=—3

3x+y—dz—2u=7

2x+4-2y—z—u=1
x+4y+2z—5u=12.

2x —3y+z-+4u=0
3x+y—Hz—3u=—10
bx+2y—z4u=-—3
x+Hy+dz—3u=—6.

x+y—z=—4
4x+3y+2z—u=9
2x—y—dztu=—1
x+2y+324+2u=—1.

x+2y+z=—4
2x+-3y+42=—2
3x+y+ztu=4
6x-+3y—2+u=3.

3x+42y=—2
A x+y+u=—3

3x—2y—u=-—"17

4x+5y+62-+3u=11.

2x—3z—u=2
3y—2z—5Hu=3
4y—3u=2
x—3y+3u=0.
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verdadero genio precox. Concibié y realizé con Dide- siderarse con Rousseau, precursor de la Revolucién.

CAPITULO xxw

PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES
SIMULTANEAS

La diferencia de dos nimeros es 14, y -:— de su suma es 13. Hallar
los nameros.

Sea x =el nimero mayor.
‘y=el nimero menor.
De acuerdo con las condiciones del problema, tenemos el sistema:
[x—y=14 (1)
Xty
: =13. (2
Quitando denominadores y | x —y=14
sumando: 1 x+y=>52
2x =66
x =33
Sustituyendo x =33 en (1):
y=19

Los nimeros buscados son 33 y 19. R.

356
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@ EJERCICIO 193

[y

5 . . 1 .
La diferencia de dos numeros es 40 y — de su suma es 11. Hallar los
numeros,

2. La suma de dos numeros es 190 y % de su diferencia es 2. Hallar los
numeros.

3. La suma de dos numeros es 1529 y su diferencia 101. Hallar los nuiimneros.

Un cuarto de la suma de dos nimeros es 45 y un tercio de su dilerencia

es 4. Hallar los nameros.

5. Los % de la suma de dos nameros son 74 y los % de su dilerencia {.
Hallar los numeros,

3 . 5 ,
6. Los = de la suma de dos numeros exceden en 6 a 39 y los - de su
diferencia son 1 menos que 26. Hallar los numeros.

3 i y , 4
7. Un tercio de la diferencia de dos numeros es 11 y los - del mayor
. 3 .
equivalen a los — del menor. Hallar los numeros.

8. Dividir 80 en dos partes tales que los % de la parte mayor cquivalgan
3
a los - de la menor.

’ - 1
9. Hallar dos numeros tales que 5 veces el mayor exceda a — del menor
1 !
en 222 y 5 veces el menor exceda a 5 del mayor en 66.

6 lbs. de café y b Ibs. de azticar costaron $2.27, y 5 lbs. de café y 4 1bs.
de azicar (a los mismos precios) costaron $1.88. Hallar el precio de
una libra de café y una de azuicar.

WA, 1 [

Sea X = preci

lib. de azucar cuesta y, 5 1bs. de azticar costardn 5y, y como el 6x + by =227.
importe de esta compra fue $2.27 ¢ 227 cts., tendremos: .

5 Ibs. de café cuestan 5x, y 4 de azucar, 4y, y como el  5x + 4y =188
importe de esta compra fue de $1.85 6 188 cts., tendremos: /~

Reuniendo las ecuaciones (1) y (2), tenemos el sistema:

{ 6x+5y=227. (1)
| 5x + 4y =188. (2)
Multiplicando (1) por 5 | 30x+25y= 1185
y (2) por 6 y restando: | —30x —24y=—1128
G
Sustituyendo y =7 en (1) se tiene x = 32.
Una libra de café cost6 32 cts., y una libra de aztcar, 7 cts. R.

).

(2).
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- EJERCICIO 194

1. 5 trajes y 3 sombreros cuestan 4180 soles, y 8 trajes y 9 sombreros 6940.
Hallar el precio de un waje y de un sombrero.

2. Un hacendado compro 4 vacas y 7 caballos por $514 y mds tarde, a los
mismos precios, compré § vacas y 9 caballos por $8138. Hallar el costo
de una vaca y de un caballo.

3. En un cine, 10 entradas de adulto y 9 de nino cuestan $5.12, y 17 de
nino y 15 de adulto $8.31. Hallar el precio de un entrada de nifo y una
de adulto.

4. Si a 5 veces el mayor de dos numeros se anade 7 veces el menor, la
suma es 316, y si a 9 veces el menor se resta el cuddruplo del mayor, la
dilerencia es #3. Hallar los numeros.

1 8§ -

5. Los = de la edad de 4 aumentados en los = de la edad de B suman 15

=V 2 & ’ 3 ;
anos, y los = de la edad de A disminuidos en los = de la de B equiva-
len a 2 anos. Hallar ambas edades.

. . = = 1

6. Ll doble de la edad de A excede en 50 anos a la edad de B, y = de la
edad de B es 35 anos menos que la edad de 4. Hallar ambas edades.

7. La edad de 4 excede en 13 afios a la de B, y el duplo de la edad de B
excede en 29 anos a la edad de A. Hallal ambas edades.

8 Si= de la Ldad de A se aumenta en los T de la de B, el resultado seria

37 afos, y 17 de la edad de B equivalen a — de la edad de 4. Hallar
ambas cd'tde%

Si a los dos términos de una fraccion se anade 3, el valor de la frac
. 1 . 5 “ -
cion es —-, y si a los dos términos se resta 1, el valor de la fraccion
1 i) s
es —. Hallar la fraccién.

Sea % =el numerador
y =€l denominador
X

Entonces =la [raccion.

- . 4 . .y . 3 ’
Anadiendo 3 a cada término, la fraccién se convierte en ':_:_-E' y segun
las condiciones del problema el valor de esta fraccion es §; luego:
%+t
YR8 2

@

- ¥ : -1 ‘
Restando 1 a cada término, la fraccion se convierte en -::. y segun
las condiciones, el valor de esta fraccion es 4; luego:
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nes (1) y (2), tenemos el

et

x+3 1
Reuniendo las ecuacio- de ==
sistema: %-1_1

= R
. s L3 2x+6=y+3
Quitando denominadores: 3% —8=y—1
Transponiendo < 2x —y=—3
y reduciendo: Bx —y= 2 (3)
; L3 —2x+y=3
Restando: g — 5 =9
x  =b
Sustituyendo 15—y =2
x=5 en (3): y=13.

. g G
Luego, la fraccion es e R.

EJERCICIO 195

Si a los dos términos de una fraccion se anade 1, el valor de la lraccidon
es — y si a los dos términos se resta 1, el valor de la fraccién es ]T
Hallar la fraccion.
Si a los dos términos de una fraccion se resta 3, el valor de la fraccién
es %, y si los dos términos se aumentan en 5, el valor de la fraccion es 1'
Hallar la fraccidn.

Si al numerador de una fraccion se anade 5, el valor de la fraccion es 2,
y si al numerador se resta 2, el valor de la fraccion es 1. Hallar la fraccion.

Si el numerador de una fraccidon se aumenta en 26 el valor de la [rac-

cion es 3, y si el denominador se disminuye en 4, el valor es 1. Hallar
la fraccién.

Anadiendo 3§ al numerador de una fraccién y restando 2 al denominador;,
la fraccién se convierte en % pero si se resta 5 al numerador y se anade
2 al denominador, la fraccién equivale a % Hallar la fraccién.
Multiplicando por 3 el numerador de una fraccién y afadiendo 12 al
denominador, el valor de la fraccién es i—, y si el numerador se aumenta
en 7 y se triplica el denominador, el valor de la fraccién es % Hallar
la fraccion,

Si el numerador de una fraccién se aumenta en =, el valor de la fraccién

4 E - 4 & . 2
es —, y si el numerador se disminuye en +» ¢l valor de la fraccién es —.

s b
Hallar la fraccion.
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Dos ntimeros estan en la relacion de 3 a 4. Si el menor se aumenta

en 2 y el mayor se disminuye en 9, la relaciéon es de 4 a 3. Hallar los
nimeros.

Sea x =el naumero menor

y=el numero mayor.

La relacion de dos ntmeros es el cociente de dividir uno x 3
por el otro. Segtn las condiciones, x e y estin en la relacion y 4
de 3 a 4; luego, CRIT - HS —

Si el menor se aumenta en 2, qucdarzi x+2: siel " C ) B
mayor se disminuye en 9, quedard y —9; la relacion de y—9 g
estos numeros, segiin las condiciones, es de 4 a 3; luego,

x 3

Reuniendo (1) y (2), \ y 4

tenemos el sistema: | x+2 4
Ly=0" %

Resolviendo el sistema se halla x =18, y=24: estos son los nuameros
buscados. R.

-  EJERCICIO 196

1. Dos numeros estan en la relacidn de 5 a 6. Si el menor se aumenta ¢n
2y el mayor se disminuye en 6, la relacion es de 9 a 8 Hallar los numeros.

(3=

La relacion de dos nimeros es de 2 a 3. Si el menor se aumenta en 8
y el mavor en 7, la relacion es de 3 a 4. Hallar los ntimeros.

3. Dos ntmeros son entre si como 9 es a 10. Si el mayor se aumenta en 20
y el menor se disminuye en 15, el menor serd al mayor como 3 es a 7.
Hallar los ntameros.

4. Las edades de 4 y B estin en la relacion de 5 a 7. Dentro de 2 aios

la relacion entre la edad de A y la de B serd de 8 a 11. Hallar las edades
actuales.

6. Las edades de 4 y B estdn en la relacién de 4 a 5. Hace 5 afios la rela-
cion era de 7 a 9. Hallar las edades actuales.

6. La edad actual de 4 guarda con la edad actual de B la relaciéon de
2 a 3. Si la edad que 4 tenia hace 4 anos se divide por la edad que
tendra B dentro de 4 anos, el cociente es % Hallar las edades actuales.

7. Cuando empiezan a jugar 4 y B, la relacion de lo que tiene 4 y lo
que tiene B es de 10 a 13. Después que 4 le ha ganado 10 bolivares a B,
la relacion entre lo que tiene A4 y lo que le queda a B es de 12 a 11.
Con cuinto empezd a jugar cada uno?

8. Antes de una batalla, las fuerzas de dos ejércitos estaban en la relacion
de 7 a 9. El ejército menor perdié 15000 hombres en la batalla y el

mayor 25000 hombres. Si la relacion ahora es de 11 a 13, ccuidntos hom-
bres teniaxcada ejército antes de la batalla?

1)

(@)
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Si el mayor de dos nimeros se divide por el menor, el cociente es 2
y el residuo 9, y si 3 veces el menor se divide por el mayor, el cocien-

te es 1 y el residuo 14. Hallar los ntimeros.

Sea

Segun las condiciones, al dividir x entre y el cocien- x—-ﬁ'_a o
te es 2 y el residuo 9, pero si el residuo se le resta al y el
dividendo x, quedard x — 9 y entonces la division entre vy
es exacta; luego: — —

Dividiendo 3y entre x, segin las condiciones, el 3y—14 5
cociente es 1 y el residuo 14, pero restando 14 del di- e 1. @
videndo la division seri exacta; luego L #

x—§
= =3
Reuniendo (1) y (2), - Y
tenemos el sisgpema: 3y —14
=
- : ) x— 9=2y 3
Quitando denominadores: } ) 3)
[ 3y—14= x
. ) x—2y= 9
Transponiendo: ] =
—x+3y=14
y=23.

Sustituyendo y=23 en (3) se obtiene x —9=46; luego, x =55,
Los mimeros buscados son 55 y 23. R.

EJERCICIO 197

Si el mayor de dos nimeros se divide por el menor, el cociente es 2 y
el residuo 4, y si 5 veces el menor se divide por el mayor, el cociente es
2 y el residuo 17. Hallar los nameros.

Si el mayor de dos numeros se divide por el menor, el cociente es 3, y
si 10 veces €l menor se divide por el mayor, el cociente es 3 y el resi-
duo 19. Hallar los nimeros.

Si el duplo del mayor de dos numeros se divide por el wiplo del menor,
el cociente es 1 y el residuo 3, y si 8 veces el menor se divide por el
mayor, el cociente es 5 y el residuo 1. Hallar los nameros.

La edad de A excede en 22 afios a la edad de B, y si la edad de A se
divide entre el wriplo de la de B, el cociente es 1 y el residuo 12. Hallar
ambas edades.

Seis veces el ancho de una sala excede en 4 m a la longitud de la sala,
y si la longitud aumentada en 3 m se divide enwe ¢l ancho, el cociente
es 5y el residuo 3. Hallar las dimensiones de la sala.
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La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las uridades de un
numero es 15, y si al nimero se resta 9, las cifras se invierten. Ha-
llar el nimero.

Sea

Segun las condiciones:

x+9=15. (1)

El nimero se obtiene multiplicando por 10 la cifra de las decenas y
sumdndole la cifra de las unidades; luego, el nimero serd 10x + y.

Segun las condiciones, restando 9 de 10x +y—9=10y + x.
este numero, las cifras se invierten, luego,

Reuniendo (1) y (2), s x4+9=15
tenemos el sistema: ] 10x+y—9=10y +x

Transponiendo § 2 + y=15
y reduciendo: | 9x =9y = 9.

Dividiendo la 2a. ecuacion ( x+y=15

por 9 y sumando: | ¥—=y=1
2x =16
= B

Sustituyendo x =8 en (1) se tiene 8+9y=15."y="T.
Il nimero buscado es 87. R.

B EJERCICIO 198

La suma de ia cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un nimero
es 12, v si al nimero se resta 18, las cifras se invierten. Hallar el nimero.
2. La suma de las dos cifras de un nimero es 14, y si al nimero se suma 36,
las cifras se invierten. Hallar el numero.

La suma de la cifra de las decenas y la cifra de las unidades de un
numero es 13, y si al niimero se le resta 45, las cifras se invierten. Hallar
el nimero.

4. La suma de las dos cifras de un nimero es 11, y si el nimero se divide
por la suma de sus cifras, el cociente es 7 y el residuo 6. Hallar el
namero.

5. Si un numero de dos cifras se disminuye en 17 y esta diferencia se
d1v_1de por la suma de sus cifras, el cociente es 5, y si el nimero dismi-
nuido en 2 se divide por la cifra de las unidades disminuida en 2, el
cociente es 19. Hallar el nGmero.

6. Si a un nimero de dos cifras se anade 9, las cifras se invierten, y si este
nimero que resulta se divide entre 7, el cociente es 6 y el residuo 1.
Hallar el ntmero.

7. La suma de las dos cifras de un ntmero es 9. Si la cifra de las decenas

se aumenta en 1 y la cifra de las unidades se disminuye en 1, las cifras
se invierten. Hallar el namero.

=

2



<

y 18

b2

y B

ambos tienen entonces igual suma: luego,

tendrd $(x +2) y seguin las condiciones entonces 4
tiene el triplo de lo que le queda a B; luego, —
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Se tienen $120 en 33 billetes de a $5 y de a $2. ;Cuantos billetes son
de $5 y cudntos de $2?

Sea

Segun las condiciones

x+y=33. (1)
Con x billetes de $2 se tienen $2x y con y billetes de $5  2x+ 5y = 120.
se tienen $5y, y como la cantidad total es $120, tendremos: /

+ y= 33
2x + 5y = 120.
Resolviendo se encuentra x =15, y=18; luego, hay 15 billetes de $2
billetes de $5. R.

Reuniendo (1) y (2) tenemos el sist.ema{

EJERCICIO 199

Se tienen $11.30 en 78 monedas de a 20 cts. y de 10 cts. (Cudntas mo-
nedas son de 10 cts. y cudntas de 20 cts.?

Un hombre tiene 5404 en 91 monedas de a §5 y de a $4. ;Cudntas mone-
das son de 55 y cudntas de $4?

En un cine hay 700 personas entre adultos y ninos. Cada adulto pago
40 cts. y cada nifio 15 cts, por su entrada. La recaudacion es de $180.
(Cuintos adultos y cuintos ninos hay en el cine?

Se reparten monedas de 20 cts. y de 25 cts. entre 44 personas, dando una
moneda a cada una. Si la cantidad repartida es $9.95, ¢cudntas personas
recibieron monedas de 20 cts. y cuintas de 25 cts.?

Se tienen $419 en 287 billetes de a $1 y de a $2. :Cudntos billetes son
de a $1 y cudntos de $2?

Con 174 colones compré 34 libros de a 3 y de a 7 colones. (Cuintos
libros compré de cada precio?

Un comerciante empled 6720 sucres en comprar trajes a 375 sucres y som-
breros a 45. Si la suma del numero de trajes y el ntmero de sombreros
que comprd es 54, ¢cudntos trajes comprd y cudntos sombreros?

Si A le da a B $2, ambos tendrin igual suma, y si B le da a A $2,
A tendra el triplo de 10 que Ie queda a B. ;Cuanto tiene cada uno?
Sea qt

SiAdledaa B §2 4 se queda con S(x —2)
tendrd 3(y +2), y segun las condiciones

Si B ledaad $2, B se queda con $(y—2) y 4

:lc—2'y+‘J
x+2=3(y—2).
Resolviendo este sistema se halla x =10, y=6; lnego. A tiene $10 y

Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema {

B tiene $6. R.
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@ Hace 8 aiios la edad de A era triple que la de B, y dentro de 4 afios
la edad de B serd los % de la de A. Hallar las edades actuales.

Sea i
\?@y&%&& b

Hace 8 afios A tenia x —8 afios y B
tenia y—8 afios; segun las condiciones: —————

x—8=3(y—8). @

Dentro de 4 anos, A tendrd x +4¢ afios y A 5, : .
B tendrd y+4 afios y segtin las condiciones: g .3"_1'_-4="E:(¥-+|4)' @)

[ x—8=3(y—8).

Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema: 4
| y+a=3(x+4).

Resolviendo el sistema se halla x =32, y = 16.
A tiene 32 afos, y B, 16 anos. R.

@ EJERCICIO 200
1. Si 4 le daa B $1, ambos tienen lo mismo, y si B le da a A §1, A tendra
el triplo de lo que le quede a B. (Cudnto tiene cada unor

9. Si B le da a A 2 soles, ambos tienen lo mismo, y si A le da a B 2 soles,
B tiene el doble de lo que le queda a 4. ¢Cudnto tiene cada uno?

3. Si Pedro le da a Juan $3, ambos tienen igual suma, pero si Juan le da
a Pedro $3, éste tiene 4 veces lo que le queda a Juan. (Cudnto tiene
cada uno?

4. Hace 10 aios la edad de A era doble que la de B; dentro de 10 aios
la edad de B serd los «i— de la de’ A. Hallar las edades actuales.

5. Hace ¢ aios la edad de A4 era doble que la de B; dentro de 6 anos serd
los % de la edad de B. Hallar las edades actuales.

6. La edad de A4 hace 5 anos era los % de la de B; dentro de 10 anos la
edad de B serd los % de la de A. Hallar las edades actuales.

7. La edad actual de un hombre es los % de la edad de su esposa, y dentro
de 4 afios la edad de su esposa sera los i: de la suya. Hallar las edades
actuales. '

8. 4 y B empiezan a jugar. Si 4 pierde 25 lempiras, B tendrd igual suma
que A4, y si B pierde 35 lempiras, lo que le queda es los % de lo que
tendrd entonces A. :Con cudnto empezé a jugar cada uno?

9. Un padre le dice a su hijo: Hace ¢ afios tu edad era - de la mia; dentro
de 9 anos serd los f—_ Hallar ambas edades actuales,

Pedro le dice a Juan: Si me das 15 cts. tendré § veces lo que ti, y Juan
le dice a Pedro: Si ti me das 20 cts. tendré 3 veces lo que ti. (Cudnto
ticne cada uno?

10.
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11. A le dice a B: Dame la mitad de lo que tienes, y 60 cts. mds, y tendré
4 veces lo que ti, y B le contesta: Dame 80 cts. y tendré $3.10 mds que
ti. ¢Cudnto tiene cada uno?

12. Hace 6 afios la edad de Enrique era los -2— de la edad de su hermana,

y dentro de 6 arfios, cuatro veces la edad :de Enrique serd 5 veces la
edad de su hermana. Hallar las edades actuales.

. 1
Un bote que navega por un rio recorre 16 kilémetros en 1-- horas

a favor de la corriente y 12 kilémetros en 2 horas contra la corriente.
Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad del rio.

Sea x =la velocidad, en Km por hora, del bote
en agua tranquila.
y=la velocidad, en Km por hora, del rio.

Entonces  x+y=velocidad del bote a favor de la corriente.
x —y=velocidad del bote contra la corriente.

El tiempo es igual al espacio partido por la velo-
cidad; luego, el tiempo empleado en recorrer los 15
15 Km a favor de la corriente, 13 horas, es igual al x+y
espacio recorrido, 15 Km, dividido entre la velocidad
del bote, x +y, o sea: S 7

=13 Q)

El tiempo empleado en recorrer los 12 Km contra 12
la corriente, 2 horas, es igual al espacio recorrido, x—y
12 Km, dividido entre la velocidad del bote, x —y,
/-

o sea: e e /

[ 15 e
x+y O
12
g
x—y
Resolviendo se halla x =8, y=2; luego, la velocidad del bote en agua
tranquila es 8 Km por hora, y la velocidad del rio, 2 Km por hora. R.

- EJERCICIO 201

1. Un hombre rema rio abajo 10 Km en una hora y rio arriba 4 Km en
una hora. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad
del rio.

2. Una tripulaciéon rema 28 Km en 1{ horas rio abajo y 24 Km en 3 horas
rio arriba. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velocidad
del rio.

A

Reuniendo (1) y (2), tenemos el sistema:

3. Un bote emplea 5 horas en recorrer 24 Km. rio abajo y en regresar.
En recorrer 3 Km rio abajo emplea el mismo tiempo que en recorrer
2 Km rio arriba, Hallar el tiempo empleado en ir y el empleado en
volver.
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4. Una wripulacion emplea 24 horas en recorrer 40 Km rio abajo y 5 horas
en el regreso. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la velo-
cidad del rio.
Una tripulacién emplea 6 horas en recorrer 40 Km rio abajo y en
regresar. En remar 1 Km rio arriba emplea el mismo tiempo que en
remar 2 Km rio abajo. Hallar el tiempo empleado en ir y en volver.
6. Un bote emplea 5 horas en recorrer 32 Km rio abajo y 12 Km rio arriba.
En remar 4 Km rio abajo el botero emplea el mismo tiempo que en
remar 1 Km rio arriba. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila
y la del rio.

o

@ La suma de tres nimeros es 160. Un cuarto de la suma del mayor y
el mediano equivale al menor disminuido en 20, y si a - de la dife-
rencia entre el mayor y el menor se suma el nimero del medio, el resul-
tado es B7. Hallar los nameros.
Sea ¥ =namero mayor
y =numero del medio
2 = nuimero menor.

x+y+z=160

i S Xty
Segun las condiciones del | — = ;- 20
problema, tenemos el sistema:
X

p +y=57

Resolviendo el sistema se halla x =62, y =150, z=48, que son los nu-
meros buscados. R.

@ La suma de las tres cifras de un ntimero es 16. La suma de la cifra
de las centenas y la cifra de las decenas es el triplo de la cifra de las
unidades, y si al nimero se le resta 99, las cifras se invierten. Hallar el
niimero.
Sea v =la cifra de las centenas
Vv =la cifra de las decenas
 =la cifra de las unidades.

Segtin las condiciones, la suma de las tres cifras es 16; luego:
x+y+z=16. (1)

La suma de la cifra de las centenas x con la cifra de las x+y=3z

decenas y es el triplo de la cifra de las unidades z; ]uego,/"

El numero serd 100x + 10y +z. Si
restamos 99 al numero, las cifras se
invierten; luego,

- 100x+10y+2z—99=100z+ 10y +x.

@

(3)



tenemos el sistema:
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x+y+z2=16
x+y=3z
100x + 10y + z — 99 =100z + 10y + x.

Reuniendo (1), (2) y 3), .

Resolviendo el sistema se halla x=5, y=7, z=4; luego, el nimero

buscado es 574. R.

IE-C}

=4

-3

10.

i1

EJERCICIO 202

La suma de tres numeros es 37. El menor disminuido en 1 equivale a -;—
de la suma del mayor y el mediano; la diferencia entre el mediano y
el menor equivale al mayor disminuido en 13. Hallar los numeros.

5 kilos de azucar, 3 de café y 4 de [rijoles cuestan $1.18; 4 de azicar,
5 de caté y 3 de frijoles cuestan $1.45; 2 de azucar, 1 de café y 2 de
frijoles cuestan 4¢ cts. Hallar el precio de un kilo de cada mercancia.
La suma de las tres cifras de un numero es 15 La suma de la cifra de
las centenas con la cifra de las decenas es los — de la cifra de las unidades,
y si al nimero se le resta 99, las cifras se mvmrten Hallar el ntumero.
La suma de tres m’lmeros es 127. Si a la mitad del menor se anade

= del mediano y ? del mayor, la suma es 39 y el mayor excede en 4
a la mitad de la suma del mediano y el menor. Hallar los nimeros.

La suma de las tres cifras de un ntmero es 6. Si el ntimero se divide
por la suma de la cifra de las centenas y la cifra de las decenas, el
cociente es 41, y si al ntimero se le anade 198, las cifras se invierten.
Hallar el ntmero.

La suma de los tres dngulos de un tridngulo es 180°. EI mayor excede
al menor en 35° y el menor excede en 20° a la diferencia entre el mayor
y el mediano. Hallar los angulos.

- . . 1

Un hombre tiene 110 animales entre vacas, caballos y terneros, = del
P 1 1

numero de vacas mais 5 del niimero de caballos mis = del ntdmero de

terneros equivalen a 15, y la suma del nimero de terneros con el de
vacas es 65. ¢Cudntos animales de cada clase tiene?

La suma de las tres cifras de un ntimero es 10. La suma de la cifra de
las centenas y la cifra de las decenas excede en 4 a la cifra de las uni-
dades, y la suma de la cifra de las centenas y la cifra de las unidades
excede en 6 a la cifra de las decenas. Hallar el nimero.

La suma de los tres dngulos de un tridngulo es 180°. La suma del mayor
y el mediano es 135°, y la suma del mediano y el menor es 110°. Hallar
los dngulos.

Entre A, B y C ticnen 140 bolivares. C tiene la mitad de lo que tiene
A, y A bs. 10 mds que B. ¢(Cudnto tiene cada uno?

Si A le da $1 a €, ambos tienen lo mismo; si B tuviera $ 1 menos, tendria
lo mismo que C, y si A tuviera $5 mds, tendria tanto como el doble de
lo que tiene C. ¢Cudnto tiene cada uno?
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12.

13.

14.

15.

10.

Determinar un numero entre 300 y 400 sabiendo que la suma de sus
] = , 4 % el lTatlin

cifras es 6 y que leido al revés es é del nimero primitivo.

Si 4 le da a B 2 quetzales, ambos tienen lo mismo. Si B le da a C 1 quetzal,

: i i i g ’ . ‘
ambos tienen lo mismo. Si 4 tiene los — de lo que tiene C, ¢cudnto tiene
cada uno?

Hallar un ndmero mayor que 400 y menor que 500 sabiendo que sus
i ; 5 16 : Ak
cifras suman 9 y que leido al revés es = del nimero primitivo.

Si al doble de la edad de 4 se suma la edad de B, se obtiene la edad de
C aumentada en 32 anos. Si al tercio de la edad de B se suma el doble
de la de C, se obtiene la de 4 aumentada en 9 anos, y el tercio de la
suma de las edades de 4 y B es 1 ano menos que la edad de C. Hallar
las edades respectivas.

EJERCICIO 203

MISCELANEA DE PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES
SIMULTAMEAS

El perimetro de un cuarto rectangular es 18 m, y 4 veces el largo equi-
vale a 5 veces el ancho. Hallar las dimensiones del cuarto.

A4 tiene doble dinero que B. Si 4 le da a B 12 balboas, ambos tendrdn
lo mismo. ¢Cudnto tiene cada uno?

Si una sala tuviera 1 metro mds de largo y 1 m. mds de ancho, el drea
seria 26 m?* mds de lo que es ahora, y si tuviera 3 m menos de largo y
2 m mas de ancho, el drea seria 19 m® mayor que ahora. Hallar las
dimensiones de la sala.

Compré un carro, un caballo y sus arreos por $200. El carro y los
arreos costaron $20 mds que el caballo, y el caballo y los arreos costaron
$40 mas que el carro. (Cudnto costd el carro, cudnto el caballo y cudnto
los arreos?

Hallar tres numeros tales que la suma del 1° y el 29 excede en 18 al
tercero; la suma del 19 y el 39 excede en 78 al segundo, y la suma del
20 y el 39 excede en 102 al 1°.

La suma de las dos cifras de un numero es 6, y si al ntimero se le resta
36, las cifras se invierten. Hallar el nimero.

Un péjaro, volando a favor del viento recorre 55 Km en 1 hora, y en
contra del viento 25 Km en 1 hora. Hallar la velocidad en Km por hora
del pdjaro en aire tranquilo y del viento.

Un hombre comprd cierto nimero de libros. Si hubiera comprado 5
libros mis por el mismo dinero, cada libro le habria costado $2 menos,
y si hubiera comprado 5 libros menos por el mismo dinero, cada libro
le habria costado $4 mis. (Cudntos libros compré y cudnto pagd por
cada uno?

7 kilos de café y 6 de té cuestan $4.80; 9 kilos de té y 8 de café cuestan
$6.45. ¢Cudnto cuesta un kilo de café y cuinto un kilo de té?

Un comerciante emple6 $1910 en comprar 50 trajes de a $40 y de a $35.
:Cudntos trajes de cada precio compré?
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: . - 1
Si al numerador de una fraccién se resta 1, el valor de la fraccién es -

y si al denominador se resta 2, el valor de la fraccién -es % Hallar la

fraccion.

Dos bolsas tienen 200 soles. Si de la bolsa que tiene mis dinero se sacan
15 soles y se ponen en la otra, ambas tendrian lo mismo. ¢Cudnto tiene
cada bolsa?

Compré un caballo, un coche y un perro. El perro. me costé $20. El
caballo y el perro costaron el triplo que el coche; el perro y el coche

los % de lo que costo el caballo. Hallar el precio del caballo y del coche.

Un numero de dos cifras equivale a 6 veces la suma de sus cifras, y si
al numero se le resta 9, las cifras se invierten. Hallar el ntmero.
Cierto numero de personas alquilé un émnibus para una excursién.
Si hubieran ido 10 personas mais, cada una habria pagado 5 bolivares
menos, y si hubieran ido ¢ personas menos, cada una habria pagado
5 bolivares mds. ;Cudntas personas iban en la excursién y cudnto pago
cada unar

Entre 4 y B tienen 1080 sucres. 51 A gasta los ~:— de su dinero y B % del
suyo, ambos tendrian igual suma. ;Cudnto tiene cada unor

Ayer gané $10 mids que hoy. Si lo que gané hoy es los % de lo que
gané ayer, ¢cuanto gané cada dia?

Dos numeros estdn en la relacién de 3 a 5. Si cada ntmero se disminuye
en 10, la relacion es de 1 a 2. Hallar los ntimeros.

A le dice a B: Si me das 4 lempiras tendremos lo mismo, y B le contesta:

Si td me das 4 lempiras tendré % de lo que tu tengas. (Cudnto tiene
cada uno?
Hace 20 anos la edad de A era el doble que la de B; dentro de 30 afios

sera los ; de la edad de B. Hallar las edades actuales.

Una tripulacién emplea 3 horas en remar 16 Km rio abajo y en re-
gresar. En remar 2 Km rio arriba emplea el mismo tiempo que en remar
4 Km. rio abajo. Hallar la velocidad del bote en agua tranquila y la
velocidad del rio.

% la edad de A4 excede en 2 afios a i de la edad de B, y el doble de

la edad de B equivale a la edad que tenia A hace 15 afios. Hallar las
edades actuales.

En 5 horas 4 camina 4 Km mds que B en 4 horas, y 4 en T horas camina
9 Km mis que B en 6 horas. ¢Cudntos Km anda cada uno en cada
hora?

La diferencia entre la cifra de las unidades y la cifra de las decenas de
un numero es 4, y si el niimero se suma con el numero que resulta de
invertir sus cifras, la suma es 66. Hallar el nimero.

El perimetro de un rectingulo es 58 m. Si el largo se aumenta en 2 m
y el ancho se disminuye en 2 m, el drea se disminuye en 46 m?2 Hallar
las dimensiones del rectdngulo.

El perimetro de una sala rectangular es 56 m. Si el largo se disminuye
en 2 m y el ancho se aumenta en 2 m, la sala se hace cuadrada. Hallar
las dimensiones de la sala.
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JOSE LUIS LAGRANGE (1736-1813) Matemitico
nacido en ltalia, y de sangre francesa. A los 16 anos
fue nombrado profesor de matemiticas en la Real
Escusla de Artilleria de Turin. Fue uno de los mis
grandes analistas del siglo XVIIl. Su mayor contribu-
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cion al Algebra esti en la memoria que escribié en
Berlin hacia 1767, "‘Sobre la resolucién de las ecua-
ciones numéricas’”. Pero su obra fundamental fue la
“’Mecanica Analitica’. Respetado por la Revolucién,
fue amigo de Bonaparte que lo nombré Senador.

CAPITULO xxv I I

ESTUDIO ELEMENTAL DE LA TEORIA COORDINATORIA

@ LA TEORIA COORDINATORIA estudia la ordenacién de las cosas o
elementos.

La distinta ordenacion de las cosas o elementos origina las coordina-
ciones, permutaciones y combinaciones.

COORDINACIONES O ARREGLOS son los grupos que se pueden for-

mar con varios elementos (letras, objetos, personas), tomdndolos uno
a uno, dos a dos, tres a tres, etc., de modo que dos grupos del mismo nu-
mero de elementos se diferencien por lo menos en un elemento o, si tie-
nen los mismos elementos, por el orden en que estin colocados.

Vamos a formar coordinaciones con las letras a, b, ¢, d.

Las coordinadas monarias de estas cuatro letras son los a, b, ¢, d.
grupos de una letra que podemos formar con ellas, o sea: 7
Las coordinaciones binarias se forman 49, 4, ad,l
escribiendo a la derecha de cada letra L_]ﬂ' b;: zlhj'
todas las demads, una a una, y serdn: :{a, ¥ il £l
1, _{H), d.c._.

(Véase que los grupos ab y ac se dilerencian en un elemento porque el primero tiene b
que no tiene el segundo y el segundo tiene ¢ que no tiene el primero; los grupos ab y ed se
diferencian en dos elementos; los grupos ab y ba se diferencian en el orden de los clementos).

)

370
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Las coordinaciones ternarias se forman escribiendo a la derecha de
cada binaria, una a una, todas las letras que no entren en ella y serdn:

abc, abd, ach, acd, adb, adec,
bac, bad, bea, bed, bda, bdec,
cab, cad, ' cba, cbd, cda, cdb,
dab, dac, dba, dbec, dea, dcb.

(Véase que los grupos abc y abd se diferencian en un elemento; los grupos abe y bac se
diferencian en el orden).

Las coordinaciones cuaternarias se formarian escribiendo a la derecha
de cada ternaria la letra que no entra en ella.

El simbolo de las coordinaciones es 4, con un subindice que indica
el nimero de elementos y un exponente que indica cuantos elementos en-
tran en cada grupo (orden de las coordinaciones).

Asi, en el caso anterior, las coordinaciones monarias de a, b, ¢, d se
expresan 'Ad,; las binarias, *4,; las ternarias, *A,; las cuaternarias, *4,.

G;I- CALCULO DEL NUMERO DE COORDINACIONES
; DE m ELEMENTOS TOMADOS n A n

Con m elementos, tomados de uno en uno, se ) VAu=m:
pueden formar m coordinaciones monarias; luego, '
Para formar las binarias, a la derecha de cada uno de los m elementos
se escriben, uno a uno, los demds m —1 elementos; luego, cada elemento
origina m — 1 coordinaciones binarias y los m elementos darin m(m —1)
coordinaciones binarias; luego,
2An=m(m—1),
0 sea, An="Au(m—1),
porque m ='4
Para formar las ternarias a la derecha de cada binaria
escribimos, uno a uno, los m — 2 elementos que no entran en
ella; luego, cada binaria produce m — 2 ternarias y tendremos: -
Para formar las cuaternarias, a la derecha de cada
ternaria, escribimos, uno a uno, los m —3 elementos Ay =" An(m —3)
que no entran en ella; luego, cada ternaria produce '
m — 3 cuaternarias y tendremos: R §
14, =m

Ay =2Au(m —2)

24 =d (i ~—1)
Continuando el procedimiento, 345 =2An(m—2)
obtendriamos la serie de formulas: — ‘4, =3%4,(m—3)

"A =" (m—-n+1).
Multiplicando miembro a miembro estas igualdades y suprimiendo los
factores comunes a los dos miembros, se tiene:
"Ap=mm—1)(m—2)......(m—n+1) (1)
que es la formula de las coordinaciones de m elementos tomados de n en n.
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. (1) 3Cuéntos nimeros distintos, de 4 cifras se pueden for-
E]emplos mar con los nimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8 y 92
- Aplicamos la férmula (1).
o Aautm=Y, n=d, |
Mg =9XBX ... X(9—4+1)=9X8X7X6=3024 R
(2) ;Cuéntas sefales distintas pueden hacerse con 7 banderas izando 3 de cada
vez?
Las sefales pueden ser distintas por diferenciarse una de otra en una o mas
banderas o por el orden en que se izan las banderas.
Aplicamos la férmula (1). Aqui m=7, n=3. Tendremos:
BAr=7X ... X(7—=34+1)=7%X6X5=210 sefiales. R.

Si se establece la condicién de que cierto numero de elementos tienen

que ocupar lugares fijos en los grupos que se formen, al aplicar la
formula, m y n se disminuyen en el ntmero de elementos fijos. Por
ejemplo:

Con 10 jugadores de basket, ¢de cudntos modos s¢ puede disponer el
team de 5 jugadores si los dos forwards han de ser siempre los mismos?

Aqui hay dos jugadores que ocupan lugares fijos: m =10 y n =5, pero
tenemos que disminuir m y n en 2 porque habiendo 2 jugadores fijos en
dos posiciones, quedan 8 jugadores para ocupar las 3 posiciones que que-
dan; lucgo, los arreglos de 3 que podemos formar con los 8 jugadores son:

524102 =243 =8 X TX 6 =836 modos. R.

PERMUTACIONES son los grupos que se pueden formar con varios

elementos entrando todos en cada grupo, de modo que un grupo se
diferencie de otro cualquiera en el orden en que estin colocados los ele-
mentos.

Asi, las permutaciones que se pueden ab y ba.
A
formar con las letras a y b son /

Las permutaciones de las letras a, b y ¢ se obtienen formando las per-
mutaciones de a y b, que son ab y ba, y haciendo que la ¢ ocupe todos los
lugares (detrds, en el medio, delante) en cada una de ellas y serdn:

abe, ach, cab,

bac, bea, cha.

Las permutaciones de a, b, ¢ y d se obtienen haciendo que en cada
una de las anteriores la d ocupe todos los lugares y asi sucesivamente.

CALCULO DEL NUMERO DE PERMUTACIONES
DE m ELEMENTOS

Las permutaciones son un caso particular de las coordinaciones: el
caso en que todos los elementos entran en cada grupo. Por tanto, la for-
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mula del nimero de permutaciones de m elementos, Py, se obtiene de la
férmula que nos da el nimero de coordinaciones

"An=m(m—1)(m—2)..... (m—n+1)
haciendo m =n. Si hacemos m =n el factor m —n+1=1, y quedara:

Po=m(m—=1)(m—2),... %1,
O sea, Pa=12 X3

La expresion m! se llama una factorial e indica el produc- Py =ml

to de los nuimeros enteros consecutivos de 1 a m. Por tanto,

(1) 3De cudntos modos pueden colocarse en un estante 5

\ Ejemplos libros?

En cada arreglo que se haga han de entror los 5 libros,
luego aplicando la férmula (2) tenemos:

P

(Z) ;De cuéntos modos pueden sentarse 6 personas a un mismo lado de una mesa?
Py = 6! =720 modos. R.

Si se establece la condicion de que determinados elementos han de
ocupar lugares fijos, el niimero total de permutaciones es el que se
puede formar con los demds elementos.

. Con 9 jugadores, 3de cudntos modos se puede disponer una
E ]emplo novena si el pitcher y el catcher son siempre los mismos?

Hay dos elementos fijos, quedan 9 —2 =7 para permutar,
luego P; =7!=5040 modos. R.

PERMUTACIONES CIRCULARES

Cuando m elementos se disponen alrededor de un circulo, el nimero
de permutaciones es (m —1) si se cuenta siempre en el mismo sentido a
partir de un mismo elemento.

[ :De cuéntos modos pueden sentarse é personas en una mesa
E]emplo redonda, contando en un solo sentido, a partir de una de ellas?

che s =

2R T

COMBINACIONES son los grupos que se pueden formar con varios

elementos tomandolos uno a uno, dos a dos, tres a tres, etc., de modo
que dos grupos que tengan el mismo numero de elementos se diferencien
por lo menos en un elemento,

Vamos a formar combinaciones con las letras a, b, ¢, d.

@
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Las combinaciones binarias se forman escribiendo a la derecha de cada
letra, una a una, todas las letras siguientes y seran:

ab, ac, ad,
be, bd,
cd.

Las combinaciones ternarias se forman escribiendo
a la derecha de cada binaria, una a una, las letras que
siguen a la ultima de cada binaria; serdn: —

abe, abd, acd,

En los ejemplos anteriores se ve que no hay dos grupos que tengan
los mismos elementos; todos se diferencian por lo menos en un elemento.

@ CALCULO DEL NUMERO DE COMBINACIONES
DE m ELEMENTOS TOMADOS n A n

Si en las combinaciones binarias anteriores pérmutamos los elementos
de cada combinacion, obtendremos las coordinaciones binarias; si en las
combinaciones ternarias anteriores permutamos los elementos de cada com-
binacién, obtendremos las coordinaciones ternarias; pero al permutar los
elementos de cada combinacion, el numero de grupos (coordinaciones) que
se obtiene es igual al producto del nimero de combinaciones por el niime-
ro de permutaciones de los elementos de cada combinacion. Por tanto,
designando por "C,, las combinaciones de m cosas tomadas n a n, por P,
las permutaciones que se pueden formar con los n elementos de cada grupo
y por "4, las coordinaciones que se obtienen al permutar los n e¢lementos
de cada grupo, tendremos:

"An
P,

lo que dice que el numero de combinaciones de m elementos tomados
n a n es igual al namero de coordinaciones de los m elementos tomados

n a n dividido entre el nimero de permutaciones de los n elementos de

cada grupo.

Ca XE, AE5 el s 3)

. (1) Entre 7 personas, 3de cuantos modos puede formarse un
E]emplos comité de 4 personas?

Aplicamos la férmula (3).

Aqui m=7, n=4,
Ay TXEX ... [7T—4+1) 7X6x5x4

‘4C.‘.:—-_.

Py 41 T 28 4

=35 modos, R.

(Z) En un examen se ponen 8 temas para que el alumno escoja 5. ;Cudntas se-
lecciones puede hacer el alumno?
_BAy  BXT7X ... X(8B—=5-41) BX7X6X5X4

L e 51 TX2%x8x4X5

bed.
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EJERCICIO 204

¢Cudntos numeros distintos de 3 cifras se pueden formar con los nu-
meros 4, 5, 6, 7, 8 y 9

Con 5 jugadores, (de cudntos modos se¢ puede disponer un team de basket
de 5 hombres?

Con 7 personas, (cudntos comités distintos de 5 personas pueden formarse?
Entre la Guaira y Liverpool hay 6 barcos haciendo los viajes. ¢De cudn-
tos modos puede hacer el viaje de ida y vuelta una persona si el viaje
de vuelta debe hacerlo en un barco distinto al de ida?

¢De cudntos modos pueden sentarse 3 personas en 5 sillas?

De 12 libros, gcudntas selecciones de 5 libros pueden hacerse?

¢De cudntos modos pueden disponerse las letras de la palabra Ecuador,
entrando todas en cada grupo?

¢Cuantas selecciones de 4 letras pueden hacerse con las letras de la pala-
bra Alfredo

Se tiene un libro de Aritmética, uno de Algebra, uno de Geometria,
uno de Fisica y uno de Quimica. ¢De cudntos modos pueden disponerse
en un estante si el de Geometria siempre estd en el medio?

¢Cudntos numeros distintos de § cifras pueden formarse con los nt-
meros 1, 2, 3, 4, 5 y 6?

¢De cudntos modos pueden disponerse en una fila un sargento y 6 sol-
dados si el sargento siempre es el primero?, ¢si el sargento no ocupa lugar
fijo?

¢De cudntos modos pueden sentarse un padre, su esposa y sus cuatro
hijos en un banco?, ¢en una mesa redonda, contando siempre a partir
del padre?

¢Cudntas sefiales distintas pueden hacerse con 9 banderas, izando 3 de
cada vez?

¢Cudntos numeros, mayores que 2000 y menores que 3000, se pueden
formar con los numeros 2, 3, 5 y 6?

¢Cudntas selecciones de 3 monedas pueden hacerse con una pieza de
5 centavos, ura de 10, una de 2o. , una de 40 y una de a peso?

¢De cudntos modos puede disponerse una tripulacién de 5 hombres si
el timonel y el stroke son siempre los mismos?

Hay 7 hombres para formar una tripulacién de 5, pero el timonel y
el stroke son siempre los mismos. ¢De cudntos modos se puede disponer
la tripulacién?

¢De cuintos modos pueden disponerse 11 muchachos para formar una
rueda?

De entre 8 candidatos, ¢cudntas ternas se pueden escoger?

¢Cudntos numeros de 5 cifras que empiecen por 1 y acaben por 8 se
pueden formar con los ntmeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8°

Con 5 consonantes y tres vocales, ;cudntas palabras distintas de 8 letras
pueden formarse?, ¢cudntas, si las vocales son fijas?

:De cudntos modos se puede disponer un team de basket de 5 hombres
con 5 jugadores si el centre es fijo?



GASPARD MONGE (1746-1818) Matematico fran-
cés. Fue Ministro de Marina de la Revolucién. Dentro
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POTENCIACION

para la ejecucion de las obras de ingenieria. Fue el
primero en utilizar pares de elementos imaginarios
para simbolizar relaci espaciales reales Su teoria
de la superficie, permite !a solucion de las ecuaciones
diferenciales. Aplicé su ciencia a problemas maritimos.

aemuie XXVII

POTENCIA de una expresion algebraica es la misma expresion o el
resultado de tomarla como factor dos o mais veces.

La primera potencia de una expresion es Ja misma expresion.

Asi (2a)' = 2a.

La segunda potencia o cuadrado de una expresion es el resultado de

tomarla como factor dos veces.

Asi, (2a)* =2a X 2a = 4a*.

El cubo de una expresion es el resultado de tomarla como factor tres

Veces.

Asi, (2a)* =2a X 2a X 2a = 8a®.

En general, (2a)"=2aX2axX2a...... n veces.
8

SIGNO DE LAS POTENCIAS

Cualquier potencia de una cantidad positiva evidentemente es positi-

va, porque equivale a un producto en que todos los factores son positivos.
En cuanto a las potencias de una cantidad negativa, ya se vio (85) que:
1) Toda potencia par de una cantidad negativa es positiva.

2) Toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa.
Asi, ("‘ 2[1)2 = (_ 2{1) X (-— 2&) =442

(—2a)* = (— 2a) X (— 2a) X (— 2a) = — 843

(—2a)* = (—2a) X (— 2a) X (— 2a) X (— 2a) = 16a*, etc.

376
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POTENCIA DE UN MONOMIO

Para elevar un monomio a una potencia se eleva su coeficiente a esa
potencia y se multiplica el exponente de cada letra por el exponente que
indica la potencia.

Si el monomio es negativo, el signo de la potencia es + cuando el
exponente es par, y es — cuando el exponente es impar.

. (1) Desarrollar (3ab?)*
E]emplos l (3ab?)’ = 39,9148, b8 = 27aBpS. R.
En efecto:

(3ab?)? = 3ab? X 3ab? X 3ab? = 27a%hS.
(2) Desarrollar {— 3a%b?)*.
(—3a%h%) 2 =32 522 kP2 =0aifhs. R
En efecto:
(—3a%b3 | = — 3a?b®) X (— 3a®b® ) = 9a®h®. R.
(3) Desarrollar (— 5x®y* |7,
(— SxBy* ) = —125x%12. R,
2% N*
(4) Desa-rollar (*-—) :
3y*®
Cuando el monomio es una fraccidn, para elevarlo a una potencia cualquiera,
se eleva su numerador y su denominador a esa potencia. Asi, en este caso,
tenemos:
( 2x )-1., (2x)*  16x*
3y* (3y2) 81y

2 5
(5) Desarrollar ( 5 a""b“) .

(~Zoe) ‘=2 g &
3 243
-  EJERCICIO 205

Desarrollar:
1. (4a%)2. 9. (ambm). _2m \?® 2msn \
2. (—ba)s. 10. (—2x3y528), 17. ( ey L 21. ( 3xc )
3. (3xy)3. 11 (—3m3n)3. B2 A3 5 2
4. (—6a2b)2. 12. (a?bic)™. 18. (65— - 22. —;asbﬁ).
5. (—2aysp. 18 (—mEnxd) e L
6. (4a2b3ct)s. 14. (—3a%b)>. 19. (—_’L . = —;—mnz).
7. (—6xiy5). 16. (TxPy%z8)2. i 3
8.

ey, 10 (-2)" (25w (e’
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CUADRADO DE UN BINOMIO
Sabemos (87 y 88) que: @+ b)*=a?+2ab + b*.
(a—b)*=a* —2ab + b*

Aunque en los productos notables ya hemos trabajado con estas for-
mas, trabajaremos algunos casos mds, dada su importancia.

. (1) Desarrollar ( 3a® — 5a2b* J°.
E]emplos (3a® — 5a%b*)" = (3a® )2 — 2(3a®) ( 5a%b* ) + ( 5a2b* )2
=9a'? — 30a%* + 25a%b%. R.

(2) Desarrollar (—2-:r2+iy8 )

4
;ﬁ-{»jy = -—xz) +2(‘——xz)(%y")+(-}y”)2
=%x‘+x3y5+%y“. R.
(3) Desarrollar (1%’—%0%7 )_

(wax—gaﬁb?)z:{loaﬂ]*—zlman (—;—aﬁb?) + (ga”b") ’

= 1000® — 160" + 1 b, R.

.I
(4) Demrrollar ﬁ — 6—35—
x3 , x3
(ﬁgﬁ )_ (!o)(axﬁ) (6x"’)
s SN . Y
100 6x*  3éx'Y
¥ EJERCICIO 206
Desarrollar: : 5 2 " 3 LT
Lo (a+TbYy2. v (Zag—gb ) ; T =%
2 (3xt—bxyy? :
' 5o pgn)” 15. i
3 (a2bd—a%)e. (Ex“-i--s—xy ) : 5
T 4
& (Tx5—B8x3yh)2. 11, (la3—§a3b1)z. ™ i_.%f_
5. (9ab2+5a2b%)2. 9 7
2 1
O @xty=Taty). 12. (Em_ins) . 17. ('”: 2) ;
1. (xy—a2b2)2. 5 4 6y 10x
8.

O B N G
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CUBO DE UN BINOMIO

Sabemos (90) que:

(a+ b)* =2+ 3a%h + 3ab? + b?.
(a—b)*=a% — 3a%b + 3ab? — b®.

‘ Ejemplos I

(1) Desarrollar (4a® + 5a%b2 ).
(4a® + 50°b* )* = (40® P + 3 (4a )*( 5a2b*) + 3 ( 4c®) (5a%b? )* + ( 5a*b? )?
= 64a® + 240a%b* + 300a7b* + 125¢%b%. R.

3 5 c
(2) Desarrollar (gx—zyz) ;

(G5 (0= (366 + (29 () ()’

2x% 10
(3) Desarrollar il = ._)A
Sy 3

530 =) 2 G () (”")(“”)—(i;"‘)“

® EJERCICIO 207

. (@%+9a%x4)3, 12. (Exl‘-—éy“)s. 17. (——x4)’5)s'
. (Bxi—Tx2yt)3, ;

fin2
. (3a2b—batb?)3; . 18. { —=mf———
( 2 “ ) 13. (2}! x2 ( i

Desarrollar:
U 8. 53 % 5 \®

1. (2a+3b)2 . (—at+—=b2) . 14. —_ ;

(2a-+30) 0. (5a+30?) (=)
2. (4a—3b%)3. S . 4.AD
3. (5x2+6y%)%. 10. (162—5'—192) . 15. (4x“———
4. (4x3—3xy?)3. 5 3 8 3a  4b?

11. (—=a?b——01) . 16. +—

5. (Tai—5a2b¥)p. (570" (35
6
7
8
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CUADRADO DE UN POLINOMIO

DEDUCCION DE LA REGLA PARA ELEVAR

UN POLINOMIO AL CUADRADO

1) Vamos a elevar al cuadrado el trinomio a+ b +¢. Escribiéndolo
(a+b)+c podemos considerarlo como un binomio cuyo primer término
es (a+b), y el segundo, ¢. Tendremos:

{@+b+cp=[@a+b)+cl*=(a+b)2+2(a+b)c+c
=a*+ 2ab + b® + 2ac + 2be + ¢*
(ordenando) =a*+ b* 4 ¢*+ 2ab + 2ac + 2bc. (1)

2) Sea el trinomio (¢ —b +¢). Tendremos:
@—b+cp=[a—by+cle=(a—b)+2(a— b+
=a*—2ab + b* + 2ac —2bc + ¢
(ordenando) =a*+ b®+ ¢ —2ab + 2ac —2be.  (2)

3) Sea el polinomio a+b+c¢—d. Tendremos:

@+b+ec—dy=[@+b)+ c—d)le=(a+ b2 +2a+b)(c—d)+ (c— d)?
= 4?4 2ab + b2+ 2ac + 2bc — 2ad — 2bd + ¢ — 2¢d + d®
(ordenando) =a?+ b2+ ¢* + d? 4 2ab + 2ac — 2ad + 2bc — 2bd — 2¢d. (3)

Los resultados (1), (2) y (3) nos permiten establecer la siguiente:

REGLA

El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de los cuadrados de
cada uno de sus términos mas el duplo de las combinaciones binarias que
con ellos pueden formarse.

Esta regla se cumple, cualquiera que sea el numero de términos del
polinomio.

Las combinaciones binarias se entienden productos tomados con el sig-
no que resulte de multiplicar.

Obsérvese que los cuadrados de fodos los términos son positivos.

‘ Ejemplos I (1) Elevar al cuadrado x% — 3x + 4.

Aplicando la regla anterior, tenemos:

(x2—3x+ 4P =(x2P+ (=P +42+2(x%(—3x}+2(x*)(4)+2{—3x)(4)
=x + Ix? + 16 — 6x3 + 8x% — 24x.
=xt—6éx3 4+ 17x2 — 24x + 16. R.

Obsérvese que las combinaciones binarias se forman: 1°y 2°, 1y 3°, 2° vy 3°,

cada término con los siguientes, nunca con los anteriores y que al formar las
combinaciones cada término se escribe con su propio signo.



POTENCIACION I 38‘

(2) Desarrollar (3x® —5x2—7)2%,
(3x8 —5x2—7)2=(3x3 )2+ (—5x2)2+ (=7 )2+ 2(3x3) [ — 5x%)
+2(33)(—7)+2(—=53)(=7)
= 9x8 + 25x* + 49 — 30x® — 42x3 + 70x®
= 9x% — 30x5 + 25x* — 42x8 + 70x* + 49. R
(3) Elevar al cuadrado a® — 3a® + 4a — 1.
(0% —3a+4a—1)2=(a®2+(—302 2+ (4a )2 +(—1)* +2(0?)(— 3c?)
+2(0*)(4a)+2(a®)(—1)+2(—3c*)(4a)+2(=3c®)(—1)+2(4a)(—1)
=a® + 90t + 16a? + 1 — 6a® + Ba* — 2¢® — 24a® + éa* — Ba
=a® — 60® + 17a* — 26a® + 220 —8a + 1. R.

» EJERCICIO 208

Elevar al cuadrado:

erfion a? 3 b
1. x2—9x+41. 9. 2a24-2ab—30%, 16. Z—gﬁ"?
2. 2x3+%+1. 10. m3—=2min+2nt. 17. x8—x24x+1.
3. x2—5x+2. A _ g e 18. x3—3x2—2x+2.
| 1. g=bt7. 19. x44+3x2—dx+5.
4, x*—bHx2+6. U - 4 349
12. —“3)’4‘;- 20. x4—4x34-2x—3.
5. 4a*—3a2+5. 4 21. 3—6a+a*—a?.
13. —x2—x+4—, 1 0y 3
6. x+2y—z. 2 3 22. ?x3—x"+?x+2-
a 1 x i
7. 3—x3—xe. 4 -5t 23. ja—2a2+Sa—1.
8. Hx*—Tx243x. 15. %az—%aﬁ—%. 24, x7—xt4xd—x24x—2

CUBO DE UN POLINOMIO

DEDUCCION DE LA REGLA PARA ELEVAR
UN POLINOMIO AL CUBO

1) Sea el trinomio a+ b +c¢. Tendremos:
@+b+cy=[@+b)+cl*=(a+b)®*+3(a+b)*c+3(a+b)c?+c
= (a+ b)®+3(a? + 2ab + b*)c + 3(a + b)c? + ¢
= a3+ 3a®b + 3ab? + b® + 3a%c + 6abc + 3b% + 3ac® + 3bc2 + &
(ordenando) = a? + b3 + ¢® + 3a2b + 3a%c + 3b%a + 3b%c + 3c%a + 3¢2b + 6abe. (1)

2) Elevando a+b+c+d al cubo por el procedimiento anterior, se
obtiene:

at+b+c+d)=a*+b*+ &+ d® + 3a*b + 3ac + 3a*d + 3b%a + 3b2c + 3b%d
+ 3c%a + 3¢2b + 3¢*d + 3d*a + 3d*b + 3d*c + 6abc + 6abd
+ 6acd + 6bed. (2)
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Los resultados (1) y (2) nos permiten establecer la siguiente:

REGLA

El cubo de un polinomio es igual a la suma de los cubos de cada uno
de sus términos mas el triplo del cuadrado de cada uno por cada uno de
los demas mas el séxtuplo de las combinaciones ternarias (productos) que
pueden formarse con sus términos.

1) Elevar al cubo x2 —2x + 1.
Aplicando la regla anterior, tenemos:
(32 —2x+ 1= (3P +(—2x)F+ 15
+ 3(x%)*(— 2x) + 3(x*)*(1)
+ 3(— 2x)%(x?) + 3(— 2x)*(1)
+ 3(1)%(x?) + 3(1)*( — 2x) + 6(x*) (— 2x) (1)
(ordenando = x%—8x% 41— 6x7+ 3x* + 12x* + 12x* + 3x* — 6x — 12x*
y reduciendo) = x® — 6x° + 15x* — 20x* + 156x* —6x + 1. R.
Téngase bien presente que todas las cantidades negativas al cuadrado
dan signo mas.
En los trinomios s6lo hay una combinacién ternaria: 1o., 20. y 3o.

9) Elevar al cubo x*— x%+42x—3.
(x3 — x2 4 2x — 3)% = (x3)B + (— %)% + (2%) + (—3)®
+ 3(%3)2(— x2) + 3(x3)%(2x) + 3(x?)*(— 3)
+ 3(— x2)*(x?) + 3(— x%)?(2x) + 3(— x%)*(— 3)
+ 3(2x)*(x?) + 3(2x)%(— x2) + 3(2x)*(— 3)
+ 3(— 3)2(x®) + B(— 3)2(— x2) + 3(— 3)*(2x)
+ 6(x3) (— x2) (2x) + 6(x3) (— x?) (— 3) + 6(x3) (2x)(— 3) + 6(— x?) (2x) (— 3)
= x¥— %0 4-8xP — T~ Gxb I 657 — x5+ 3% + G20 — Yrt +12x
—12x* — 36x2 4 27x3 — 27x2 + 54x — 12x° + 18x% — 36x* + 36x°
= x?% — 3x5 + 9x7 — 22x6 + 36x° — 5T« + T1x® — 63x? + H4x — 27. R.

» EJERCICIO 209

Elevar al cubo:

2
1. x24x+1. 4 2—3xtxl. 7. a“—i—%—% 10. x3—2x%4x—3.
2. 2x2—x—1. B, x3—2x2—4. 8. pat—3x+2. 11. x8—4x242x—3.
3. 1—3x+2x2 6. xt—x2—2. 9. ad—a+a—1. 12. 1—x24-2x%—x8.

BINOMIO DE NEWTON

ELEVAR UN BINOMIO A UNA POTENCIA
ENTERA Y POSITIVA

Sea el binomio a+ b. La multiplicacion da que
(a+b)*=a*+ 2ab + b* (a+b)*=a*+ 3a*b + 3ab® + b?
(a+ D) = at+ 4ash + Ga*b? + 4ab® + b*.
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En estos desarrollos se cumplen las siguientes leyes:

1) Cada desarrollo tiene un término mis que el exponente del bi-
nomio.

2) El exponente de «¢ en el primer término del desarrollo es igual al
exponente del binomio, y en cada término posterior al primero, dismi-
nuye 1,

4) El exponente de b en el segundo término del desarrollo es 1, y en
cada término posterior a éste, aumenta 1.

4) El coeficiente del primer término del desarrollo es 1 y el coeficien-
te del segundo término es igual al exponente de a en el primer término
del desarrollo.

5) El coeficiente de cualquier término se obtiene multiplicando el
coeficiente del término anterior por el exponente de ¢ en dicho término
anterior y dividiendo este producto por el exponente de b en ese mismo
término aumentado en 1.

6) El dltimo término del desarrollo es b elevada al exponente del
binomio.

Los resultados anteriores constituyen la Ley del Binomio, que se cum-
ple para cualquier exponente entero y positivo como probaremos en segui-
da. Esta Ley general se representa por medio de la siguiente férmula:

e » i nin—1) " +n{n—1){n—2i -
t =l n-1 —— I n-
(a+ i=a’+ o g 1.2.3 2 &
nin—1)(n—2)(n—23)
At A o s =h2 (1)

1.2.8.4

Esta féormula descubierta por Newton nos permite elevar un binomio
a una potencia cualquiera, directamente, sin tener que hallar las potencias
anteriores.

PRUEBA POR INDUCCION MATEMATICA

DE LA LEY DEL BINOMIO

Vamos a probar que la Ley del Binomio se cumple para cualquier ex-
ponente entero y positivo.

Admitamos que la Ley se cumple para (a+ b)" y obtendremos el re-
sultado (1).

Multiplicando ambos miembros de la férmula (1) por a+ b (se mul-
tiplica primero por a, después por b y se suman los productos) y combi-
nando los términos semejantes, se tendra:

nin+t1)
—an—lb?,

(@ +bri=ari+ (n+1)amb + :
nln+1)n—1) nn+t1n—-1n—2)
i —an-2hs F—————————————qu-spi+ Hpnit, (Q)
.23 y [
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Este desarrollo (2) es similar al desarrollo (1), teniendo n+ 1 donde el
anterior tiene n.

Vemos, pues, que la Ley del Binomio se cumple para (a+ b)**! igual
que se cumple para (a+ b)":

Por tanto, si la Ley se cumple para un exponente entero y positivo
cualquiera n también se cumple para n+ 1. Ahora bien, en el nimero 349
probamos, por medio de la multiplicacién, que la Ley se cumple para
(a+ b)*, luego, se cumple para (a+ b)?; si se cumple para (a+ b)?, se cum-
ple para (a+ b)% si se cumple para (a+ b)®% se cumple para (a+b)" y asi
sucesivamente; luego, la Ley se cumple para cualquier exponente entero
y positivo.

@ DESARROLLO DE (a—b)®

Cuando el segundo término del binomio RSt AR
es negativo, los signos del desarrollo son alter- T'IE?(;&F)]‘
nativamente + y — En efecto: i
y al desarrollar [a+ (— b)]" los términos 2o., 40., 60., etc., de acuerdo con
la férmula (1) contendrdn el segundo término (—b) clcvado a un exponente
impar y como toda potencia impar de una cantidad negativa es negativa,
dichos términos serdn negativos y los términos 3o., 50., 70., etc.. contendrdn
a (—b) elevada a un exponente par y como toda potencia par de una can-
tidad negativa es positiva, dichos términos serdn positivos. Por tanto, po-
demos escribir:

nin—1)
@a—bp=a"—na-'b+ 3 2—'-0“'2133

nin— 1;m -2)
== _an3b34 . --l+{-b)n
1.2.3

El altimo término serd positivo si n es par, y negativo si n es impar.

En el desarrollo de una potencia cualquiera de un binomio los deno-
minadores de los coeficientes pueden escribirse, si se desea, como factoria-
les. Asi, 1.2 puede escribirse 2!; 1.2.3=3!, etc.

. (1) Desarrollar (x + y)*
E]emplos Aplicando la ley del binomio, tenemos:
(x+y)*=x*+ 48y + 6x?y% + dxy* +y*. R

El coeficiente del primer término es 1; el del segundo término es 4, igual que
el exponente de x en el primer término del desarrollo.

El coeficiente del tercer término 6 se halla multiplicando el coeficiente del tér-
mino anterior 4 por el exponente que tiene x en ese término 3, o sea 4 X 3 =12
y dividiendo este producto por el exponente de y en dicho 2° términoc cumen-
tado en 1, o sea por 2 y se tiene 12+ 2=46.

El coeficiente del 4° término se halla multiplicando el coeficiente del término
anterior é por el exponente de x en ese término: 6 X 2 =12 y dividiendo este
producto por el exponente de y en ese término aumentado en 1, o sea por 3
y se tiene 12+ 3 =4, y asi sucesivamente.
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(Z) Desarrollar (a—2x) ?
Como el 2° término es negativo los signos alternan:
((a—29 7 =05~ 5a*(2x) + 10a® (2x)2 — 1002 (2x)® + 5a [ 2xJ* — (2x )°
(efectuando ) = o® — 10a*x + 40a®x® — 80a®x® -+ 80ax* — 32x°. R.

Los coeficientes se obtienen del mismo modo que se explicé en el ejemplo
anterior.

OBSERVACION

En la practica, basta hallar la mitad o la mitad mas 1 de los coeficientes, se-
gin que el exponente del binomio sea impar o par, pues los coeficientes se
repiten; en cuanto se repite uno se repiten los demdas.

(3) Desarrollar( 2x2+ 3y¥ .

(2x2 +3y% "= (2x2)° + 5(2¢%)* (3y") T 10(2x2)°(3y*)* F10(26%2(3y* ) + 5(2x%) (3y*)* F (3y*)°
= 3210 + 240x8y* -+ 720x%y® + 1080x4y12 + 810x%y16 + 243y20. R.

bn L
(4) Desarrollar ( a®——) .
2

(an_%i) I:=(aalu—6{°5]n(%x)+]5lo.—,]. (%“)3__20[0513(%{)3

fster(2) s (5) +(5)

- EJERCICIO 210

Desarrollar:
L (x=2)h 10. (x4=5y)" 16, (x2+2y7)".
2. (a+3)*. 11. (2"_2 9 17. (x3—1)8.
3- (2—3:)“. 2 - 18 g )g ]
4. (2x+5y)% P e ' (" 3
. (a=3)" - ( 8 19. (2mé—n)7.
6. (2({—‘!})“. 13 (27,18_..3”4)“
. - 1,.2.,\°
i 2 o 20. —x24—y2)
b AR 14. (x2-3)". (2" +3y )
8. (x%41)8. s § Bt
9. (2a—30)%. 15. AT, (8 8 (==
st (-5 &

ALGEBBA BALOGA - 13
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@TRIANGULO DE PASCAL

Los coeficientes de los términos del desarrollo de cualquier potencia
de un binomio los da en seguida el siguiente tridngulo llamado Triangulo
de Pascal:

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 9 36 84 126 ~ 126 84 36 9 1

El modo de formar este triangulo es el siguiente:

En la primera fila horizontal se pone 1.

En la segunda fila se pone 1 y 1.

Desde la tercera en adelante se empieza por 1 y cada nimero poste-
rior al 1 se obtiene sumando en la fila anterior el ler. niimero con el 20.,
el 20. con el 3o., el 30. con el 40., el 40. con el 5o, etc., y se termina por 1.

Los coeficientes del desarrollo de cualquier potencia de un binomio
son los niimeros que se hallan en la fila horizontal en que después del 1
estd el exponente del binomio.

Asi, los coeficientes del desarrollo de (x +y)* son los nimeros que es-
tin en la fila horizontal en que después del 1 estd el 4, o sea, 1, 4, 6, 4, 1.

Los coeficientes del desarrollo de (m + n)® son los nimeros de la fila
horizontal en que después del 1 estd el 5, o sea, 1, 5, 10, 10, 5, 1.

Los coeficientes del desarrollo de (2x — 3y)" son los nimeros de la fila
horizontal en que después del 1 estd el 7, o sea, 1, 7, 21, 35, 35, 21, 7, 1.

En la practica, basta formar el tridngulo hasta la fila horizontal en
que después del 1 viene el exponente del binomio. Los numeros de esta
ultima fila son los coeficientes que se necesitan.

Este tridngulo es atribuido por algunos al matemidtico Tartaglia.

: Desarrollar (x* — 3y® )% por el triangulo de Pascal.
E]emplo Se forma el triangulo hasta la fila horizontal en que después

del 1 viene el 6 o sea:
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Entonces, tomando los coeficientes de esta Gltima fila, tenemos:
(% = 3y%)0= (x2)0 =6 (x2)%(3y%) +15 (x2)4(3y% |2 =20 (x J(3y"
15 (PP (3yB)4—6 (x2)(3y5 )5+ (3y5)8
=il ) 8x1°y5 4135 xay10_540 xﬂyls +1215 x4y20 — 1458 x:syzr; +729y3n_ R.

B EJERCICIO 211
Desarrollar, hallando los coeficientes por el tridngulo de Pascal:
1. (at+2b)s. 7. (E.ﬁ?& ¢ 11 (x84+mn)s.
2. (2m*—3n?)s. 3 b/ 12. (3—fiﬁ y
3. (x24y3)8, B (1t 3 iy
4. (3—y7). i 7i % )7. 13. (1—%) .
b. (2x3—3yhe, 3x 2y 14. (2m2—5n3),
5 : 5

6. (%x2+y3). 10. %—m?z K 15 (4% ;

TERMINO GENERAL

La formula del término general que vamos a establecer nos permite
hallar directamente un término cualquiera del desarrollo de un bhinomio,
sin hallar los términos anteriores.

Considerando los términos del desarrollo

(a + b)n. =" +nau—1b +..n.._..___.._.(n _._1) :a'a:.-:zba + ?’i(ﬂ 3 1) (ﬂ —2) *n*sbS +
Udse :rc;:;ia--;'g;"c . o g..: 1.2.3 = - EhEd

observamos que se cumplen las leyes siguientes:

1) El numerador del coeficiente de un término cualquiera es un pro-
ducto que empieza por el exponente del binomio; cada factor posterior a
éste es 1 menos que el anterior y hay tantos factores como términos pre-
ceden al término de que se trate.

2) El denominador del coeficiente de un término cualquicra es una
factorial de igual numero de factores que el numerador,

3) El exponente de a en un término cualquicra ¢ ¢l exponente del
binomio disminuido en el numero de términos que preceden a dicho
término.

4) El exponente de b en un término cualquiera es igual al nimero
de términos que lo preceden.

De acuerdo con las leyes anteriores, vamos a hallar el término que
ocupa el lugar r en el desarrollo de (a+ b)".

Al término 7 lo preceden r — 1 términos. Tendremos:

1 El numerador del coeficiente del término r es n(n—1)(n—2) ...
hasta que haya r—1 factores.
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2) El denominador es una factorial 1.2.3... que tiene r—1 factores.

3) El exponente de a es el exponente del binomio n menos 7—1, o
sea, n—(r—1).
4) El exponente de b es r—1.
Por tanto, tendremos:
nin—1)(n—2)... hasta r—1 factores

- ar-(r-1 hr-1
1X2x3X... Xr—1)

t,

que es la féormula del término general.

- . (1) Hallar el 5° término del desarrollo de (3a+b)%.
E]emplos I Aquir=25. Al 5° término lo preceden 4 términos; r — 1

=4, Tendremos:

_ 7T X6X5X4
TI1x2X%X3%X4
=35(27a% )b* = 945a°b*. R.

7X5
(3a )-4b* =—]~[3-cr}3b‘

fs

(2) Hallar el 6° término del desarrollo de (x* — 2y )*°.

Al &' término le preceden 5 términos. Tendremos:
__ 10 X9 X8 X7 X6
T 1 %2 X3 %4 X5
Cuando el segundo término del binomio es negativo, como en este caso — 2y,
el signo del término que se busca serd + si en el planteo este segundo término

tiene exponente par y serd — si tiene exponente impar, como sucede en el
caso anterior.

o (42105 (— 29 f

- EJERCICIO 212

Hallar el
1. 3er. término de (x—y)®, 7. 79 término de (x*—2y)10,
2. 49 término de (a—4b)". 8. 82 término de (x—y*)iL.-
3. 59 término de (1+x)1. 9. 109 término de (a*+b)'%.
4. 49 término de (3x—2y)S%. 10. 99 término de (1—=x*)12.
b. 5 término de (a*—26)°. 11. El pentltimo término de (2a—b%)°%,
8. 69 término de, (23_"?){1_ 12. El término del medio de (3x2—y?)®.



PIERRE-SIMON LAPLACE (1749-1827) Matemitico
y astrénomo francés. Pertenecia a la nobleza francesa
con el titulo de marqués. Fue profesor de la Escuela
Militar de Paris, Organizé la Escuela Politécnica y la
Escuela Mormal Superior. Es célebre como astrénomo

RADICACION

por su famosa teoria sobre el origen del sistema solar,
expuesta magistralmente en su obra “Exposicién del
Sistema del Mundo’, que es una condensacién de su
““Mecanica Celeste’, En el orden matemitico, dio una
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CAPITULO XXIX

654 RAIZ de una expresién algebraica es toda expresion algebraica que
elevada a una potencia reproduce la expresién dada.

Asi 2a es raiz cuadrada de 44 porque (2¢)? =44 y —2a también es raiz

cuadrada de 44* porque (— 2a)*=4a>.

3x es raiz cibica de 27x® porque (3x)% =27x3.
El signo de raiz es  , llamado signo radical. Debajo de este signo
se coloca la cantidad a la cual se extrae la raiz llamada por eso cantidad

subradical.

El signo V" lleva un indice que indica la potencia a que hay que ele-
var la raiz para que reproduzca la cantidad subradical. Por convencion el
indice 2 se suprime y cuando el signo V' no lleva indice se entiende que

el indice es 2.

Asi, Va* significa una cantidad que elevada al cuadrado reproduce la
cantidad subradical a*; esta raiz es a* y —a* porque (a¢*)*=a* y (—a*)*=a'.

¥/ 8x? significa una cantidad que elevada al cubo reproduce la canti-
dad subradical 8x?; esta raiz es 2x porque (2x)*=8x?.

V/ —82a° significa una cantidad que elevada a la quinta potencia re-
produce la cantidad subradical —32a°; esta raiz es —2a porque (—2a)®

=—324°,

389
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EXPRESION RADICAL O RADICAL es toda raiz indicada de un nu-

mero o de una expresién algebraica. Asi, V4, ¥9a% ¥16a® son ex-
presiones radicales.

Si la raiz indicada es exacta, la expresién es racional; si no es exacta,
es irracional.

Las expresiones irracionales como V2, ¥34? son las que cominmente
se llaman radicales.

El grado de un radical lo indica su indice. Asi, V'2a es un radical de
segundo grado; ¥/5a% es un radical de tercer grado; ¥/3x es un radical de
cuarto grado.

SIGNOS DE LAS RAICES

1) Las raices impares de una cantidad tienen el mismo signo que la
cantidad subradical.

Asf, V27a® = Ba porque (3a)'=27a%
¥ —27a*= —3a porque (—3a)=—27a%
Vx1© = x? porque (x*)°=x10
V—x10 =-—x2 porque (—x*7>=—x
2) Las raices pares de una cantidad positiva tienen doble signo:
by -

Asi, V256x2=05x o —b5x porque (5x)*=2bx2 y (—5x)*=25x>

Esto se indica de este modo: V 25x* = =5x.

Del propio modo, ¥ 16a*=2a y —2a porque (2a)'=16a* y (—2a)'=16a".

Esto se indica: V164t = = 2a.

CANTIDAD IMAGINARIA

Las raices pares de una cantidad negativa no se pueden extraer, por-
que toda cantidad, ya sea positiva o negativa, elevada a una potencia par,
da un resultado positivo. Estas raices se llaman cantidades imaginarias.

Asf, V=4 no se puede extraer. La raiz cuadrada de —4 no es 2 por-
que 22=4 y no —4, y tampoco es —2 porque (—2*=4yno —4. V—4es
una cantidad imaginaria.

Del propio modo, V=9, V—a%, ¥ —16x® son cantidades imaginarias

CANTIDAD REAL es una expresién que no contiene ninguna canti-
dad imaginaria. Asi, 3a, 8, V5 son cantidades reales.

VALOR ALGEBRAICO Y ARITMETICO DE UN RADICAL

En general, una canudad tiene tantas raices de un grado dado como
unidades tiene el grado de la raiz. Asi, toda cantidad tiene dos raices cua
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dradas, tres raices cibicas, cuatro raices cuartas, etc., pero generalmente
una o mas raices de éstas son imaginarias. Mads adelante hallaremos las
tres raices ctbicas de la unidad, dos de las cuales son imaginarias.

El valor real y positivo de un radical, si existe, o el valor real negativo
si no existe el positivo, es lo que se llama valor aritmético del radical. Asi,

V" 9=+ 3; el valor aritmético de V9 es + 3.
W/ T6==+ 2; el valor aritmético de V16 es + 2.

Al tratar de radicales, siempre nos referimos a su valor aritmético.

RAIZ DE UNA POTENCIA

Para extraer una raiz a una potencia se divide el exponente de la po-
tencia por el indice de la raiz.

Decimos que Va" =a".
En efecto: ( ?)' 2o : ;
a =a  =gq", cantidad subradical.

Aplicando esta regla, tenemos:
+

VvVat=a =ad. Vox9 =" =8,

Si el exponente de la potencia no es divisible por el indice de la raiz,
se deja indicada la divisién, origindndose de este modo el exponente frac-
cionario.

Asi, va=a. Vxt=x'

En el capitulo siguiente se trata ampliamente del exponente frac-
cionario.

'RAIZ DE UN PRODUCTO DE VARIOS FACTORES

Para extraer una raiz a un producto de varios factores se extrae dicha
raiz a cada uno de los factores.

Asf, Vabe=Va. V'b. V¢, porque
(Va. Vb, Vel =(Wa), (B, (We ) =abe, cantidad subradical.

I. RAIZ DE UN MONOMIO

De acuerdo con lo anterior, para extraer una raiz a un monomio se
sigue la siguiente:

REGLA

Se extrae la raiz del coeficiente y se divide el exponente de cada letra
por el indice de la raiz.
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Si el indice del radical es impar, la raiz tiene el mismo signo que la
cantidad subradical, y si el indice es par y la cantidad subradical positiva,
la raiz tiene el doble signo *.

(1) Hallar la raiz cuadrada de 9a%b*.
V' 9a%b* = = 3ab®. R

(2) Hallar la raiz cibica de — 8a®x%?®.

‘ Ejemplos

(2) Hallar la raiz cuarta de 16a*m®xi™,
ba*m i DamPme R

(4) Hallar la raiz quinta de — 243m*%n*ox,
V/ — 243m1n10% = — 3min2=, R,
2
(5) Hallar la raiz cvadrada de —.
9bt
Cuando el monomio es una fraccién, como en este caso, se extrae la raiz
al numerador y denominador.

e
1}.-4&* g vV da® 2
9bt  V9b  3b%

) 8x¢
(6) Hallar la raiz clbica de — ———.
27a3m12
(o8 __2¢ |
7a*m2  3am*’
- EJERCICIO 213
Hallar las siguientes raices:
1. V4a%bs, 13. ¥V 6daiZhisesm, 20 7/ 128
2. V' 25xBy8. 14. V'49a%bin, ' Xt
3. V2Ta%h0, 16, ¥/ —xPuylox, —
4. ¥ —BaD12. 16 9a? 21, d
0. \/-64.7(‘*)![5. = 251 ’ 121yt
: O ET LI 3 25x9
6. 1(13 b " A 5743 99. 3 - 125x .
T \“/xmw. 17. T 216m12
8. ¥V —64a3xy1s, 64x T
9. ¥V—243mPnT", ) S (e a:‘bw- 23. =
10. V/BIx%P2. 32¢1° b

11. ¥ 1000x°y1®. 19. ad o BT
12. ¥/ 8lat2b*. ' 81b1c12’ 1024y30
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Il. RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS

RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS ENTEROS

Para extraer la raiz cuadrada de un polinomio se aplica la siguicnte
regla practica:

1) Se ordena el polinomio dado.

%) Se halla la raiz cuadrada de su primer término, que sera el primer
término de la raiz cuadrada del polinomio; se eleva al cuadrado esta raiz
y se resta del polinomio dado.

3) Se bajan los dos términos siguientes del polinomio dado y se divi-
de el primero de éstos por el duplo del primer término de la raiz. El co-
ciente es el segundo término de la raiz. Este 20. término de la raiz con su
propio signo se escribe al lado del duplo del primer término de la raiz y
se forma un binomio; este binomio se multiplica por dicho 2o0. término y
el producto se resta de los dos términos que habiamos bajado.

4) Se bajan los términos necesarios para tener 3 términos. Se duplica
la parte de raiz ya hallada y se divide el primer término del residuo entre
el primero de este duplo. El cociente es el 3er. término de la raiz.

Este 3er. término, con su propio signo, se escribe al lado del duplo
de la parte de raiz hallada y se forma un trinomio; este trinomio se multi-
plica por dicho 3er. término de la raiz y el producto se resta del residuo.

5) Se contintia el procedimiento anterior, dividiendo siempre el pri-
mer término del residuo.entre el primer término del duplo de la parte de
raiz hallada, hasta obtener residuo cero.

Ejem'plos | (1) Hallar la raiz cuadrada de a* 4+ 2902 — 100® — 20a + 4.

Ordenando el polinomio se obtiene:

V at— 10a%+ 2902 — 20a + 4| o~ 5a+2

L, £ ef O ( 2a* — 50) (—5a) = —100® +25¢°
— 10a% + 2902 )
10a%— 25a* (20* —10a +2) 2=4a* —~20a +4
4a%— 20a -+ 4
— 4g%4 200— 4

0

EXPLICACION

Hallamos la raiz cuadrada de a* que es o este es el primer término de la
raiz del polinomio. ¢ se eleva al cuadrado y-da of; este cuadrado se res-
ta del primer término del polinomio y bajamos los dos términos siguientes
— 10a® + 29a?.  Hallamos el duplo de a® que es 2a”.
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Dividimos — 10a® + 20® = — 50, este es el segundo término de la raiz. Es-
cribimos — 5a al lado de 20 y formamos el binomio 2a® — 5q; este binomio
lo multiplicamos por — 5a y nos da — 10a® + 250, Este producto lo restamos
(cambiandole los signos) de — 10a® + 290 la diferencia es 4a®. Bajamos
los dos términos siguientes y tenemos 4a® — 20a + 4. Se duplica la parte de
raiz hallada 2 (a® —5a) = 20?2 — 10a. Dividimos 4a2 = 20 =2, este es el
tercer término de la rafz.

Este 2 se escribe al lado de 20— 10a y formamos el trinomio 2a* — 10a + 2,
que se multiplica por 2 y nos da 4a? — 20a + 4. Este producto se resta [ cam-
biandole los signos) del residuo 4a® —20a+ 4 y nos da 0.

PRUEBA

Se eleva al cuadrado la raiz cuadrada a? —5a+ 2 y si la operocién estd co-
rrecta debe dar la cantidad subradical.

(2)

Hallar la raiz cuvadrada de
9x8 + 25x* + 4 — 6x5 — 20x3 + 20x* — 16x.
Ordenando el polinemio-y aplicande ld regla dada, se tiene:

V 9x® —6xF +25x% — 20x® +20x3 —16x +4 | I —x*Adx—2

— Oxb
el (éx3 —x®) | —x2 )= —6xB + xt
—6x% +25x1 ) '-
6x5 — xt (6x8 —2x2 + 4x ) 4x
24xt —20¢8 1 20x =24t w6
24 T 8 e (6x8 —2x2 +8x —2)(—2]
198 4 T id = =128 +4x® —16x 1+ 4
12x3 — 4x% +16x — 4
0

®- EJERCICIO 214

Hallar la raiz cuadrada de

16x2—24xy2-+-9y*. 11. 4a*+8a3b—8a2b2—12ab3+-9b4.
25a*—T0a*x+49a%x2, 12, x6—2x54-3x44-14+2x—x2.
x34-6x2—4x3—4x+1. 13. 5x%—6x5+x6416x8—8x2—Rx+4.
4a3+Ha?+4a*+1+2a. 14, x546x0—8xf+19x1—24x3+-46x2—40x+25.
29n2—20n+4—10n2+n4, 15, 16x8—8xT+x8—22x%+4x54+-24x84+4x2—12x+49.

- x8—10x54+25x44+12x3—60x2436. 16. 9—36a+42a*+13a*—2a5—18a3+ab.

. 16a®%4+49a*—30a*—24a%+25. 17. 9x0—24x5+4-28x1—22x34+12x2—4x+1.
x"‘+4y2+22+4xy—2xz-4yz. ) 18. 16x%—40x54+-T73x4—84x5+66x2—36x+9.
O—6x3+2x9—5Hx64x12, 19, mS—4mdn+dm*n2+4msni—8m2n5-44ns,
25x85—T0x0449x4+30x"4-9x?—42x . 20 9x0—6x5y+13x1y2—16x%y348x 2yt —Bxy5+4y6.

21. 16a%+25a*b2—24a5b—20ab3+10a2bt—4abi+-b*,

22. 36x5—36xCy2+48x5y8—15x4y1—24x8y5+28x2y0—16xyT-+4y",
23. 26a*x*—40a%x+25a%—28a3x3+1Ta%x*—dax+4xS,

24. 4a8%—12a"—164°+14a*+17a%—10a3+5a2—2a+1.

25, x10—2x94-3x8—4xT+5x0—8x 4+ Txt—6x3+Hx2—dx+4.
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RAIZ CUADRADA DE POLINOMIOS CON
TERMINOS FRACCIONARIOS

} Ejemplos

(1) Hallor lo rai drada d . o+ Ll e R
a adroda de —
allar g raiz cu a 16 ]0 2 5 25

Ordenando en orden descendente con relacién a la g, y aplicando la misma
regla del caso anterior, tenemos:

at b 9a®b* 2ab% bt| 2 b2
e + =] iy

& @ W 5 5| s 3
4 3
”"Fg (%—ab)[—ab}=—a—;b+azb2
°3b+9a2b2
e a*b? 2ab® bt
A (L-2b-3) (-3)=-Tp+ 5+
T__ a?b'.!
a®b?  2ab? . bt
B T T T
a’b®  20b® bt
0 5 2

Debe tenerse cuidado de simplificar cada vez que se pueda. Asi, el duplo de
¢ 2 o
— s — =—

4 g
o a’b a? a'b 2
La division de — — entre i se verifica — rs X — = —ab, simplificando.
a2b? %
— a?b? se verifica convirtiendo — a*b* en fraccion equi-

90°b*  10a°b* _ a“b*

La operacién

valente de dencminador 10 y se tiene:

10 10 0
a?b? o? a*b* 2 B &
La divisién de — —— entre — se verifica — —— X — = — —, ;simplificando.
10 2 10 o 5

31 2 120 x*

(2) Hallar la raiz cuadrada de F-l-‘;-—-;_-—-? Py

Vamos a ordenar en orden descendente con relacién a la a. Como hay dos tér-
minos que tienen a en el numerador, un término independiente y dos términos
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que tienen a en el denominador, la manera de ordenar este polinomio en
orden descendente con relacién a la a es la siguiente:

. : o 31 31 2x
porque, como se vera en el capitulo siguiente, — equivale a —g® —— equi-

x2 a-2x? 3 3 a
9 ,luego se guarda el orden descendente de

vale a 2a'x y W equivale a

las potencias de a. Tendremos:

et 120 3 xR % x
x2 x 3 a 9a? X " 3a
4a® 4o - 12
— o 8] (8=
X X X
—E-e-% (40 P x\x 4 2.1(_f x2
* x 3’3 3 a 9%
12a
-9
X
4 2x x2
e
3 a 92
&4_2x_ x2
3 & 95

NOTA

La raiz cuadrada de un polinomio fraccionario puede extraerse pasando las
letras que estdn en ios denominadores a los numeradores cambiandole el
signo a sus exponentes. En el capitulo siguiente, después de estudiar los expo-
nentes negativos, se exiraen raices cuadradas por este procedimiento.

- EJERCICIO 215

Hallar la raiz cuadrada de:

x4 . bx2 4x 4 X2 9x 25 50y ~
1, ——gd g — " 6. —+——2xy +———= 4 2592
4 3 39 A R R
g 2 2 ¥ g H_gYy 63y ety
X2 3a % 38x a 8 3 15 5 25
2 20,2 2
3. f‘i_ab+bz+§£_iﬁ+f, 8. a_4_3i+_9__ a{; _2_‘?_ bt
4 4 2 16 16 10 25 18 15 81
4 33 2
Ol ..y 4 b enaetge Spd
16 4 20 5 25 x  x2
4+ 3 2h2 4 2
5 a_+ﬂ_ab3+3ab +b_ 10. x_+'_72_@__1_05 i

18 g 4 4 9 3 x 3 x2
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a* 30 g9 x4 3x%y2  xdy xyd gy
.~ _5a = 5 o = e,
B g B % 20 175 o
12 a* 2a® & a2 2ax 9.4 x? 17 4a*b®  2ab 21  Txy  49x%y?
T E . 3 a®’ © 49x%?  Txy 20 Hab  25a%b?
13 9a2 x 65 B3a 4x2 18 9a°x? 4mn  6ax 23 4m?*n?
T %2 3a 16 2x  9a® " 25m®n?  4bax 25mn 5  8lax?
60 25 1 b 2 32 8
14. 9x*+ 30x% + 55 +;;+;—4-. 19. Zx“ +§x4+§x3-x“ ——Qwac2 +§x + 4.
2 2
o 2 gy D% 20 B0 S L P LTS
25x2 12 8a bx 9a? 4 4 48 2 3 36 4

1. RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS

RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS ENTEROS

Para extraer la raiz cibica de un polinomio se aplica la siguiente re-
gla préctica:

1) Se ordena el polinomio.

2) Se extrae la raiz ctibica de su primer término, que serad el primer
término de la raiz; este término se eleva al cubo y se resta del polinomio.

3) Se bajan los tres términos siguientes del polinomio y se divide el
primero de ellos por el triplo del cuadrado del término ya hallado de la
raiz; el cociente de esta divisién es el segundo término de la raiz.

4) Se forman tres productos: 1lo. Triplo del cuadrado del primer
término de la raiz por el segundo término. 2o. Triplo del primer término
por el cuadrado del segundo. 80. Cubo del segundo término de la raiz.
Estos productos se restan (cambidndoles los signos) de los tres términos del
polinomio que se habian bajado.

5) Se bajan los términos que faltan del polinomio y se divide el pri-
mer término del residuo por el triplo del cuadrado de la parte ya hallada
de la raiz. - El cociente es el tercer término de la raiz.

Se forman tres productos: lo. Triplo del cuadrado del binomio que
forman el lo. y 20. término de la raiz por el 3er. término. 20. Triplo de
dicho binomio por el cuadrado del tercer término. 3o. Cubo del tercer
término de la raiz. Estos productos se restan (reduciendo antes términos
semejantes si los hay) del residuo del polinomio. Si la diferencia es cero,
la operacién ha terminado. Si atin quedan términos en el residuo, se con-
tinia el procedimiento anterior.
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‘ Ejemplos

(1) Hallar la raiz cObica de x® —9x% + 33x* — 63x® 4 66x* — 36x + 8.

El polinomio estd ordenado. Aplicando la regla anterior, tenemos:

V' xB — 9x5 4 33x% — 63x® + 66x2 — 36x + 8| x* —3x +2
% 3| x2)? = 3x¢
= Oxfie A0t — B35 . ;
93 — 27x4 +27x8 At It =3xl = — 98
- T 3ad) =3 2= 27xt
6x* — 3bx3 + 66x° — 36x + 8 [ — 3 )8 = —07x8
— byt 36xT — 66x% + 36x — 8
4 3lx®—3x)2 =3 (x* —6x8 |-9x2}
— 33(4 . ]8}!8 N 27X2
3(x2—3x)2.2 = éx* — 36x8 + 54x2
3(x2—3x) .22 =122 —36x
%= 8
EXPLICACION

Se halla la raiz cibica de x¥ que es x* este es el primer término de la raiz.
x* se eleva al cubo y se resta de x°. Baojamos los tres términos siguientes del
polinomio; se halla el triplo del cuadrado de x* que es 3x* y se divide
— 9x7 + 3x* = — 3x. Este es el segundo término de la raiz.

Se forman tres productos: 1) Triplo del cuadrado de x* por —3x que da
—9x% 2) Triplo de x? por (—3x)? que da 27x*. 3] Cubo de —3x que
da —27x8.

Estos productos se restan (cambiéndoles los signos) de — 9x% + 33x* — 63x3,;
nos queda 6x* — 36x% y bajamos los términos que faltan del polinomio.

Se halla el triplo del cuadrado de la parte ya hallada de la raiz que es el bi-
nomio x* — 3x y segin se detalla arriba el triplo del cuadrado de este bino-
mio nos da el trinomio 3x* — 18x% + 27x2.

Dividimos el primer término del residuo éx* entre el primer término de este
trinomio y tenemos éx* + 3x* =2. Este es el tercer término de la raiz.

Se forman tres productos: 1) Triplo del cuadrado del binomio x* — 3x por 2
que nos da 6x* — 36x® + 54x2. 2) Triplo del binomio x* — 3x por 2? que nos
da 12x*> — 36x. 3) Cubo de 2 que nos da 8. Estos productos se restan, cam-
biéandoles los signos, del residuo del polinomio y nos da cero.

Obsérvese que en los productos teniamos 54x2 semejante con 12x2, se redu-

cen y da 66x% cambidndole el signo para restar da — 66x% que aparece de-
bajo de + 66x2.



RAIZ CUADRADA e 399

(2) Hallar la raiz cobica de
8a® + 12a% + 45a°b* — 35a%h® — 30a*h* + 27ab® — 27b°,

Ordenandolo en orden descendente con relacién a la @ y aplicando la regla
anterior, tenemos:

/Ba® + 12a% — 30a*h* — 35a3b° + 45a2b* + 27ab® — 27b8 | 207 + ab — 3b*
., a4 [ . RN Besse
% 3(2a2)* = 12a1

12a%b — 30a*b? — 350%b?

~12a% — 6ath? — atb® 3(20%)*.ab = 120%
a2 g s 4pa
~360%? —36ath? + dbabi + 27ab0 —27b0 | 0 20 (%Pl = Selhy

36ab? -+ 36a%b® — 45a%b* — 27ab® + 27b°

3(2a% + ab}*
=3[ 4ot + dodb+ o%? )
=12a*+ 120% * 30%b®

3(2a%+ ab)— 3b%)
= 36a'b*  36a’b®  9a’bt

3(2a* + ab) |~ 3b=‘)”
= 54a°b*+ 27ab®
{ - 3% =—27b".

El segundo término de la raiz ab se obtiene dividiendo 12a% + 120" = ab.
El tercer término de la raiz — 3b” se obtiene dividiendo — 36a'b® + 120" = — 3b*,
Los productos se forman como se explicé en el ejemplo anterior.

Obsérvese que en los Gltimos productos tenemos — 9a*b* semejante con 54a°b?,
se reducen y dan 45a°b*; cambidndole el signo resulta — 450%b* que aparece
debajo de + 45a°%b*.

B EJERCICIO 216

Hallar la raiz cabica de:
1. 8—36y+o4y*—27y3.
2. 64a®+300a*b*4+1250%4210a*b2.
3. x0+3x046xt+TxB+6x24-3x+1.
4. Bx%—12x54-11x3—6x*—3x+3x2—1.
8. 1+33x%—9x+66x1—(3x3—36x5+8x0.
6. 8—36x466x2—63x3+33x4—9x5+4x8,
7. x%—6x5412x7—20x%4-48x5—48x4+48x3—96x2—64.
8. x12—3x5—3x1046x4+11x6—12x2—8.
9. 06x%*—63x3—36x5+33x2+8x8—9x+1.
10. 27a%—135a%+117a*+235a3—156a*—240a—64.
11. a®*—6a5b+15a*b2—20a*b3+15a*b*—6ab®+be.
12.  x®442x4y2—117x3y3—9x%+210x2y*—225xy5+125y°.
13. a12—-3a19+415a%+60a*—48a*—25a%+64.
14. a®—9a%x-+27a7x2—21a%3—36a5x4+54a'x"+12a%x5--36a*x T+ 8x"Y.
16. a*—3a%+6a"—10a%+12a%—12a*+10a%—6a*+3a—1.
16. xP—12x84-54xT—121x%4+ 180x%—228x4+4+179x3—144x%454x—27.
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RAIZ CUBICA DE POLINOMIOS CON TERMINOS FRACCIONARIOS
Se aplica la misma regla empleada anteriormente.

Ejemplo l

Hallar la raiz cibica de

. 153x 15¢% 153a 15x*  ®
PR R PR
Ordenando en orden descendente a Io.g; tendremos:
3 o® 1503}1531: ]4011533( x3 Ol &
PR— — | — - — — — — - ‘_) —
x3 x* 2x 4a 4a? 8a? x T
08 | a -
i 3(:):
b 1502
5% (1580 3(=) =51 ===
140 2
x2 2x ;50
15a2 3 2= —
e e G w5
* : : 5%- 125
3a 153x xB
el | R ey a . 10a
2x 4a . 353 3(: 5) 3 . 25)
3 2
L 15 e i =£._&r?5
2x 4a 8o* x2 X
— — 15
3( ) (20 2x )
B 15x
R

xa

(20 =§
50 3a*

75x

, . 1
El segundo término de la raiz se obtiene dividiendo — - entre — opera-
X x3

150

=-5,

3

x - i 3a 13
El tercer término de la raiz o se obtiene dividiendo ™ entre —— operacion
a X

2
o R LS
3a® 2a

que se verifica — X

Hay que tener cuidado de simplificar cada vez que se haga una multiplicacién.

®» EJERCICIO 217
Hallar la raiz ctbica de:
x%  x% bHxt  H5x8  20x?2

@ —— - -
2 8 4 12 27

3 9 2 £
el R T _45+@_§§+ﬁ_
8 X

=]

ad +15a 5 8a% 15b 3b*
8b® ' 8b 2 4b® 8a da?

8a®  2a* a 13 = x4

oS SO L
276 " b 367 ' 8a ' Gda?

© 27x8%  3x% | 18x 24 36a 6a®
27b 2?b3+

bhe

xs
27a%
27b2
1642
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CAPITULO xxx

TEORIA DE LOS EXPONENTES

EXPONENTE CERO. ORIGEN

El exponente cero proviene de dividir potencias iguales de la misma
base. Asi,
gi=gt=gt-3=g" X0 - x0 = x5 =0,
INTERPRETACION DEL EXPONENTE CERO
Toda cantidad elevada a cero equivale a 1.

Decimos que
a’=1.

En efecto: Segtin las leyes de la division, a® +a® =a"" =4 y por otra
parte, como toda cantidad dividida por si misma equivale a 1, se tiene

a"+at=1.
Ahora bien, dos cosas (a° y 1) iguales a una a®=1
tercera (a"+a") son iguales entre si; luego, v

EXPONENTE FRACCIONARIO. ORIGEN

El exponente fraccionario proviene de extraer una raiz a una poten-
cia cuando el exponente de la cantidad subradical no es divisible por el in-
dice de la raiz.

401



402 @ ALGEBRA

Sabemos (360) que para extraer una raiz a una potencia se divide el
exponente de la potencia por el indice de la raiz. Si el exponente no es
divisible por el indice, hay que dejar indicada la division y se origina el
exponente fraccionario. Asi: :

2

va=a VaZ=d"

INTERPRETACION DEL EXPONENTE FRACCIONARIO

Toda cantidad elevada a un exponente fraccionario equivale a una
raiz cuyo indice es el denominador del exponente y la cantidad subradical
la misma cantidad elevada a la potencia que indica el numerador del ex-
ponente.

B2 =

m

¥ e

Decimos que a" =Va
En efecto: Se ha probado (360) que

m
Va"=a"; luego, reciprocamente, a

m )

Ejemplos

8 1 21
(1) Expresar con signo radical x?, 2a®, x%y*.

i

(2) Expresar con exponente fraccionario ¥'a, 2V a?,
1

- B 1 g

- EJERCICIO 218

Expresar con signo radical:

! 1 &4 5
1. x%, 4. xy2, 7. 92adbh2, 10. 8mmnd.
2 43 242 e
2. m® 5. a%b?. 8. 3x"y0, 11.  4a2b3cS.
A 311 T BT 2 54
3. 4at. 6. xZyizb, 9. a'hics 12.  5mdndxb.
Expresar con exponente fraccionario:
13. Vo 16. ¥m. 19. 3VxT ¥95. 22 3V/m? V/nd.
14. ¥« 17. 2/ 20. 2Wabicb. 23. 3Va® Yoo

15. V% 18. Vad Vb 21. 5aV/xHEN. 24 VeV
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EXPONENTE NEGATIVO. ORIGEN
El exponente negativo proviene de dividir dos potencias de la misma
base cuando el exponente del dividendo es menor que el exponente del
divisor. Asi,
a?+at=a*t=al x4+ xt =xd T =,

INTERPRETACION DEL EXPONENTE NEGATIVO

Toda cantidad elevada a un exponente negativo equivale a una frac-
ciéon cuyo numerador es 1, y su denominador, la misma cantidad con el
exponente positivo,

Decimos que Pt .

1
a® a’

En efecto:

= gm-{m+n) — gm-m-n — a-t
aln+ﬂ
; a" a™ 1
y también - = =—
ar.ni-l'l aﬂl Xan an

a™

1 . .
y como dos cosas(a 5y — ) iguales a una tercera ( ) son iguales
: a" -

a o+n

g
entre si, tenemos que at :—..—1‘— v
et
De acuerdo con lo anterior, se tiene que:
1 2 1 i o 1
S s NS Y

PASAR LOS FACTORES DEL NUMERADOR DE UNA

EXPRESION AL DENOMINADOR O VICEVERSA

Cualquier factor del numerador de una expresion se puede pasar al
denominador y viceversa con tal de cambiarle el signo a su exponente.

o -~
Sea la expresion De acuerdo con el significado del exponen-
=
te negativo, tendremos:
1 " i 1
a—2b—3 a? bs azba 1 x4y5 xviy.’;

x 1 1 1 @bt 1 e
x‘l y_ﬁ x-ly-":
Asi, que nos queda que
a—2b-—3 xi ] xlyﬁ a—Eb—S

——= = -~ @
Xy gibh (1) y reciprocamente prT e 2

En la igualdad (1) vemos que los factores a2 y b=* que estdn en el nu-
merador del primer miembro con exponentes negativos, pasan al denomi-
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nador del segundo miembro con exponentes positivos y los factores x* e y-°
que estdn en el denominador del primer miembro con exponentes negati-
vos, pasan al numerador del segundo con exponentes positivos.

En la igualdad (2) vemos que los factores x* e y° que estdn en el nu-
merador del primer miembro con exponentes positivos, pasan al denomi-
nador del segundo miembro con exponentes negativos y los factores a® y b®
que estdn con exponentes positivos en el denominador del primer-miem-
bro, pasan al numerador del segundo miembro con exponentes negativos.

@ TRANSFORMAR UNA EXPRESION CON EXPONENTES
NEGATIVOS EN UNA EXPRESION EQUIVALENTE
CON EXPONENTES POSITIVOS

| Ejemplos

(1) Expresar con exponentes positivos x'y? y 3ab'c®

Segin el nimero anterior, tenemos:

1 3a
syt =—0 R Sablet=—. R,
xy* be?
e 2 x
(Z) Expresar con exponentes positivos —— oy —
- + .
2x 2y
1 3
2 X xx?yt  xPyd
=208, R, — =Er AT
a*b? =2 2 2
2x 2yt

Obsérvese que al pasar un factor del numerador al denominador o viceversa
el coeficiente numérico no se pasa.

(3) E , i 2a%b~ 8¢
xpresar con exponentes positivos — — — .
B - ? 5a-3b4c®

2a%b 8¢ 7 2a%a®b*c® _ 20°

= === R
S5a73bic¢ 5b8¢7 5bc
L
P
(4) Expresar con exponentes positivos =% 3
4x-zyzz“"-
o 32 I
. R i . S

28T nE 817
48 ‘)‘22 B 4}‘2)’228 4)'.228
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TEORIA DE LOS EXPONENTES

Expresar con exponentes positivos y simplificar:

1. a%b-3. 8.
2. 3x-5,
1 9.
3. ab 2,
-3 10.
4. 3Zx-2y 8 o
1
5. m 2n-5, 1L,
6. a2b-1lc.
=8 12.
7. 4x2y &,
- EJERCICIO 220
Pasar
gy 4.
b2
g9 37 5.
yz
3. 4mn2‘ 6.
xs
Pasar
13. 2 15.
a
10w 16.

b2

.
ba 3b 41, 18.
1
2x-2
14.
3
x-1y-0 '
2a-2b-3 15.
a“tcl’
x-ly—zz—a
=

los factores literales del numerador

Ia—lb—s : 7.
3
2

| 3'; : 8.
X

2xs

5_}'2- 9»

s
it 17.
y_g
4 18.
T
x_ ?y2

. Expresar sin denominador:

3a%b3%

21. 3
alx

2,8
99. 3xy2z

x—ly—gz“ﬂ

1

by 2
Bwim ® | g
8m-3n-1

1
4a? 18.
=¥

Ta-4b%c 2
2m-n-T 19.
atmsn-+

1

a"' ?x-z 20.

3a3x2y -1

al denominador:

m-a
'_5'_‘ 10.
3a-2b% 11.
ci
1
x"?yz_ 12.

los factores literales del denominador al numerador:

5
il 19.
=&
Tx5y 4
9 20.
1
aih ®
e
“Zp-ly 2
gy T AT
m-4n-Sx-2

@® 405
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@EJERCICIOS SOBRE EXPRESIONES CON EXPONENTES
CERO, NEGATIVOS O FRACCIONARIOS

3
. at
E]emplos (1) Expresar —1- con signo radical y exponentes positivos.
x 2
1
a' St
—1-204_{2:1’ a® \/: R
. 2
A
(2) Expresar 5 con exponentes fraccionarios positivos
=
— 5 '.!_ _F}I
-2 3 2
a a X
=—="73 R
3Vx® 3&* 3

2
(3) Hallar el valor de 1259,
125° =¥ 1252 =V/ (532 = 52 =25, R

De ¥ (5%)° pasamos a 5% porque el exponente 3 y la raiz cibica se destruyen.
(#4) Hallar el valor de (;)_}
D
(_S’h)h (! (3) ( ) ( ) 243

Véase que los exponentes 2 y la raiz cuadrada se destruyen..

= j' 1 1 ] s 243

B EJERCICIO 221

Expresar con signo radical y exponentes positivos:

e g -& -2y
L ox =2 b. 2m Snd, g 3a* 12. (a '-’) :
2 L x_l“— 2N 2
' 12 6 1 13. (xs)

= T e M, 1

4 3% T a? 8
, 5 4t 9. 'y ( ) e

i T

Rl s 28 4 o
4. 33:'1. 7. xa. 10. « 3),52 T v

2 -2 L2 L LyE

x 2 y 8 11. x2m-3n 5, 15. (x 2)
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Expresar con exponentes positivos:

16. Va3, 19, 2y mf 22, — 1
5 ns a-Th6
17. 2V x 3y 2
2 YT g3, 3% °
2 20. a 5/ b3, ; a
- T
i = ' Y
x5 21. x2\/ x1. 24. Vmi¥Y n?
Hallar el valor de:
3 5 o 2 2
25. 162 2 3 57
M 32. (—:—) 36. (—g 40 (2%) -
26. B3 1 1 1
3 3 i K
27. 81F. 33. (,_,T) = 41. (515)
28. 9 = 5
2 1 42. 83X49
29. (—27)%. 34. ( ) - ( ) ; ]
4 5 1
QT 2 43. 92x 27 3,
i _332) l 35. ( ) 39. (h__ F. 1 ]
31. 49 2 243 248 44. 243 © x 1287,

@VALOR NUMERICO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS CON
EXPONENTES CERO, NEGATIVOS O FRACCIONARIOS

( Ejemplos

13
(1) Valor numérico de a2b+a2b* + x® para a =4, b=16, x = 3.

Sustituyendo las letras por sus valores, tendremos:

Ahora, el exponente negativo lo hacemos positivo, los exponentes fraccio-
narios los convertimos en raices y teniendo presente que toda cantidad ele-
vada a cero equivale a 1, tendremos:

1
4—2.16+\/T.\V165+1:l +2. V(2P +1=142.22+1=1+16+1=18. R

1
3 a-ipd 1

+ x By0 — + ———— para
12 X T T T ey P
a b8
a=4, b=8, x=32, y=7,

(2) Valor numérico de
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Sustituyendo, tendremos:
1

O X 1
+323.79— +—
o & 2 8°. /321
42.8
Ahora hacemos positivos los exponentes negativos:
1 1
348 0" g 1
BERRE W T
g+ 3¢

Los exponentes fraccionarios los convertimos en raices y recordando que toda
cantidad elevada a cero equivale a 1, tendremos:

3.x/?+ 1 _W_}_ 1

Ve V3B 2.64 1.V32°
-7 2 1
TVRE VR 2.4 VR

@» EJERCICIO 222

Hallar el wvalor numérico de:
1
1. @?+a'b?+x° para a=3, b=4.
1

1
2. 3x T+x%3+x%F para x=4, y=1.

« 18

3. 2a*3b+§:+a2b 4 para a=4, b=16.

3

Bl x
4 —+x %y 3—x%4— para x=16, y=8.

y 7

x T

— 0 = = =
5. x"l+y° + 2x" 4 x4y-? para x=81, y=3.

11 1 1

6. ax®+a x S+

—-+3x% para a=16, x =8.

a x1
a2 | agapres__8°
b1 =

bt

1
+ b 40 para a=3, b=16, c=2.
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0 2 1 o
8. ~3—y—0+x3—y5+;;+y° para x =38, y=32.
| AR |
9. a S——+a%-Va b®—— para a=27, b=243.

b s at
@ MULTIPLICACION DE MONOMIOS CON EXPONENTES
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

La Ley de los exponentes en la multiplicacién, que nos dice que para
multiplicar potencias de la misma base se suman los exponentes es general,
y se aplica igualmente cuando las cantidades que se multiplican tienen
exponentes negativos o fraccionarios.

R (1) 0uXa =aq.uy =a3
E]emplos (2) a8 Xas=ds-5 =das =a2
(3) giXase=qgi12 =qg3
(4) a3 Xas=az3 =ao=1
1 8 i g 5
(5) a% xa1 =gi'T =g
a 1 41 _}__
(6) dixazr =di's =at
@ EJERCICIO 223
Multiplicar:
2 3 2 _8 1 _1
1. x® por x5, 7. 3m® por m 5. 13. x73y% por x-2%y 2
2. a2 -3, 2 il .l =k
il aake 8. 2a* por a 2 14. 3a*b? por 2a2bh 2
3. x3 por x-3, 1 . a8h-1 -2]-2
9. x~2 por x °. 15:: Q10" UpOr BT
= 5 =y L1
4. g2 ; S 2pd 24,
it 10. 3n® por n 3. 18- 4 21pora L
1 1 21 12
5. x2 por x% 11, 44 por a—;— 17. m sn: por m *nd,
3 1 fa
6. a* por a*. 12. a'b-2 por ab. 18. 2a-1b* por ab-2.

MULTIPLICACION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

Ejemplos

1 1

1 1

(1) Multiplicar 2x! +3x 2y 2+ ylporx? —x 2y 24y,

Los polinomios estdn ordenados en orden ascendente

con relacién a x porque el exponente de x en el segun-
1 . G s 2

do término —; es mayor que el exponente de x en el primer término —1

1
y el tercer término y~! equivale a x%~* y 0 es mayor que —_.
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|
Tendremos: 2x™'+3x %y 24 y!

-
xl— x 2y iy g1

3 1
2x243x 2y 24 xlyd

108
2ty 4 3x Ey_ 74 e
_3 ~_ } __‘ 3
24 x By - 2x y*i-y R.
2 1 1
(Z) Multiplicar ab™? —-o“b +a® por a®b¥— b2 —a bl

Ordenando en orden descendente con relacién a la o, tendremos:

z 4
ab i+ of— g%
1 1
b8 — B2 —g 3h1

4 2
a’bt+ab?— ob?
2 1
—ab? — o®b 24 a’b!
2 1
— ab?—afbt+1

ab — 3a%b2 +1. R

El 1 Gltimo se obtiene porque el producto
1

{—a%}_f
® EJERCICIO 224

Multiplicar, ordenando previamente:

3 1 1 1 1
1. a*42+43e? por a*—a2+1. 4. 2a*—a*+2a* por at—a +1.
: 5 S = - R ;
3 a=1tx®iper s+t 5. a’—2+2a % por 3+a *—4a 3
o R 4 < NS LS. R | 2 -2
3. xtx342x? por x34x -2, 6. x'42x*—x * por x*—2+x 2

7. a*b'4a+b por ab-*+at—a?bt
8. xfy-S4x-ly-lix-dy-d por x-Ty-b—x-dy-dfx-dy-2,

3 1 1 1 1
9. a'bi4atb2—a b por aZb1—2+48a 2b.
11 g 5
10. a'+2a b 242b1 por a'l—a Zb bl
8 1.8 1 1

11, 4x2—x%yT—x%24xy por xT+yZ

3t )=a%0=1X1=1.
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12. x—2a3x%+a%x3—3a por x342a3x-+3a3x8.
13. 5a°+4—3a—2a! por 3a—5a1+2.
14. 2x—3+x"1+4x-2 por x-1—2x-24x-8,
L = X Lo 2
15. m—m*n®+n—m 2n® por m*+n3*+m 3n.
LI . .
16. a®—a 5+2a% por a%—2—a 5.
2 . 3 .
17. m+3m3+42m® por 2—2m 342m 8.
B i SR N g . B |
18. x 4y2+3x 4);_x4y2 por x 4y2_3x L - 2
19. x2y-14-5xy-84-2x4y-5 por x-3yd—x-Zy--3x-1y-1,
o S, 1 L. 2 ik
20. a 30*42a *b—a*b* por 3a®b 2+1+4a b2

DIVISION DE MONOMIOS CON EXPONENTES
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

® 411

La Ley de los exponentes en la divisién, que nos dice que para divi-
dir potencias de la misma base se resta el exponente del divisor del expo-
nente del dividendo, se aplica igualmente cuando los exponentes de las
cantidades que se dividen son negativos o fraccionarios.

l Ejemplos |

- EJERCICIO 225
Dividir:
1. a? entre a2
2. x% entre x%
l 1
3. m? entre m *.
4. a% entre ad.

H. x-% entre x-7.
1
6. a® entre a.
2 1

(1) al+ag’=a'?=qg3
(2) g2+ gl=g M g2 = g8,
(3) a?= d'_' — a“ t—bJ: a—8+5— o2,
A s 1.8 1
(4) a2~ a-lzc:(.lzf’r
1 1
P> 1 = l_ i
(8) 6+ = g
B L L 4 3
(6) o T+a’=a' =gt
2 =k 11
8. a® entre a 5. 14. a%b® entre ab.
" 1 15. a2b-3 entre a'b.
9. m * entre m=. 12 1
Y 3 16. x 2y ® entre x %,
10. a® entre a. 3 8 13
" . 17. min 4 entre m 2nt
11. 4x5 entre 2x °. 2 -3
' s 18. 8x%y5 entre 4xy °.
s 1 1
12. a8 entre a *. - ==
19. a3b entre a %b-3.
3 13. x-2y-1 entre x3y-2,  20. x~*y5 entre xZyl.

7. x % entre x 8.
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@DIVISION DE POLINOMIOS CON EXPONENTES
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

| Ejemplos

(1) Dividir a1b3 — 2ab=® + a?b 7 entre a®b? — 2a%b? + aih14,

(2)

Dividendo y divisor estdn ordenados en orden ascendente con relacién a la a.
Tendremos:

o tb3 —Dgb™? +a* T | o*b?— 20°67% + b
— 13 -4 -5

a'b?+2b ab o3 + 20-2b2 + o 1b3, R

 2b*—3gb®
— 2b-4 + dab-5 — 2a%h°

ab™5 — 20%b-8 + o3b~7

Al dividir 2b™* entre o®b~* como en el dividendo no hay a y en el divisor hay
a® debe tenerse presente que 2b™* equivale a 2a°b~* y dividiendo esta can
tidad entre a®b~? tenemos:

20% % + a*b? = 20%-?b42 = 2a07%b~?
que es el segundo término del cociente. :

1 1 1
Dividir 4x + 11 —x 2+ 7x* + 3x! entre 4x* — 1 + x

Ordenando en orden descendente con relacién a la x, tenemos:

1 1 1 1
GFEDEHFN — x T4+ | 42— +x?®

1 1 1

B3| =

=g = ] E+2+3 2 R
: —
8x2+10— x 2
1 5
—8x2+ 2—2x 2

1
12 —3x 24 3x71

1
—12+43x 2 —3x1!

1
Al efectuar la divisién de 12 entre 4x* podemos considerar que 12 tiene x°
b4 1 1

- 0 — 0= =
y tendremos: 12 +4x® =12x +4x*=3x 2=3x %
O sea que si en el divisor hay una letra que no la hay en el dividendo, esa
letra aparece en el cociente con su exponente con el signo cambiado.

- EJERCICIO 226

Dividir, ordenando previamente:

1. x84x242x 642 entre x*—x-2+41.
4 2 12
2. a—2a341 entre a-+a®+2ad.
3. mi*+m2—2+3m-2—m-t entre m*—1+4+m-=2.



o

Al

10.

11.

12:

13.

14.

16.

17.

18.
19.

20.

TEORIA DE LOS EXPONENTES

i s 1 LI

2x—x24-x14+3x1—2 entre xt—x *41.

2 _5 _2 Sk
3m3—5+10m 3—8m-2 entre 3+m 3—4m 8.
L F 0 AN el 1 -1
a*—4a*+4a *—a * entre a®-2+a 2.
dx9—x-8—Tx-449x2—Tx142 entre 4x2+x1—342x.
a- 121 4-q-8h-T4-q-4b-3 entre a-"h-S—aSb-t4a-3h-2.
m-in+min-14n-3 entre m-i+4m-Eint—m-n-L
15a3—19a+a*+17—24a'+10a2 entre 3a+2—bal.

a 3 1 a 1 1
a*b-t—a*b-3+5a 1b1—3a * entre a2b-1—2+43a 2b.
3 1 1 1
x24x 2y E4x-ly-142y-2 entre x-'—x %y 24yl
3. oL 3
m—G6mi+m 5 entre mS+2mo—m °.
1 2 o 1
2x+4x 34+24-4x5 entre x+3x5+2x3.
H 1 1 1 1
4x2+3x2y2—x?y? entre x%+yZ.
I 4 4 82 4 1 23
X —Taxi—3a*x—0a%"? entre x5+2a%x+3adxd.
® v W ¥ i, 3 | 4
a*+aZb—b2—a-1b? entre a’+b*+a %b.
8 2 1 ) I o

m-2n*—11m-n+1 entre m *n>+3m ‘n—min?.
x-ly244+13x2y-44+-6x%y-8 entre x-dyd—x-2y+3x-ly-1.
3 1 2 1

2 1 B 2
3+7a 3b%+a2b*—a Bb2 entre 3a*b 2+1+a b

POTENCIAS DE MONOMIOS CON EXPONENTES
NEGATIVOS O FRACCIONARIOS
La regla establecida anteriormente (344) para elevar un monomio a
una potencia se aplica igualmente en el caso que las letras del monomio
estén afectadas de exponentes negativos o fraccionarios.

Ejemplos | (1) G2E=qg28=gs

(2) (c-%’) ::=o'-l'.:= aéza.

S, 5. .5 B
(3Vlgt)=a " =a*=a?

@ 413
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B EJERCICIO 227
Hallar el valor de:

1. (a2 4. (:’c%)3 ; 3 ( 4y4 : 10. (x“)’ *
2. (a2b-1)3, 5. (m_{:_)a. p 2‘2%%)2. ™ (3&"’}3-3) :
3. (“; )2' 6. (a‘% B- 9. (a3b1)L 12 (2m_%n"%)s.

POTENCIAS DE POLINOMIOS CON EXPONENTES
NEGATIVOS Y FRACCIONARIOS

Aplicaremos las reglas estudiadas para elevar un binomio a una po-
tencia cualquiera y un polinomio al cuadrado o al cubo,a casos en que
haya exponentes negativos y fraccionarios.

‘ Ejemplos l

1
(1) Desarrollar (3a®+b 2)*

(303+b2) (So ) (c"-")(b_%) | (6%).: I S : L g
(2) Desarrollar (x%—‘ty“z) 8.

(x§—4y“"') = (x%) 3 (_:)( _2) 3(){;’) (4y_2 ) (4y_2 )::

= x¥ — 12x¥%y~2 4 48x%y 1 — bdy5, R,

.2 g,
(3) Desarrollar (a 3—\/_5-) ;

Convirtiendo la raiz en exponente fraccionario y aplicando la férmula del
Binomio de Newton, tendremos:

(ot ) = gt @)
=(5§);' 5(52)4(1@%) 10 (;)(b%)
- 10( b2 -5 ( ) (b2 (b%):

10 § 1 i
=a % —5a %"+ 100" b-—l[}u b +5a h'-'—..r: R.
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a3 1 1
(4) Elevar al cuadrado x* — x* + x %,

Aplicando la regla del nimero (347), tenemos:

(Aol A
+A0(ﬂ44() (+4) +2(=23) (D)

2-f-x +x 2 —2x+2x‘—'2

3 1 WL
=x2 =%+ 3I*—24+x2 R

1 1
(5) Elevar al cubo o® —2+q 3,

Aplicando la regla del nomero (348), tendremos:

(F-2+57) = (@) + (<2)'+ (5)'15()"(22) 1 5(5)*(53)
+3(—-2)2(a"]_*)-+3 2) ( )1 3(?:'1* .o%
+3(a“‘}): (—2)- 6 J) )( ;)

=o—a+a-1—éa'~°7+3a3+12a?+1253‘+3£?-655—12
2 1 S
=g —éa®+ 150° — 20+ 150 *— 6a * +a?. R

EJERCICIO 228

Desarrollar:
&: 1y 2
. (a‘?-f-b?) . 10. (Vx%—gy-1)s. 19. (x94¥5)5.
3 1\2 2 3N 3 -2 -1 2
2, 2 . 20. (a*+3a714+2)%
. (x*—y*)- 11. (m3+4i1 ) s % )1 g
-5 )2 _1)\8 21. (x'j—x7+2x_‘)-
m 24-2m g 192. 2a—1_3b 2) . ( B 1 1)2
-258_g3h- ; Zy9442) .
4. (a-2b3—a®b-2)2. 13. (VE—YF). 22. \a +'3;|-ﬂ .
3y 2 . 3 =
: (“'1_3")_;)' 14 (f@ﬁ)i. 23. (m+2m‘—3m')'
2 ’ Lo L ok INE
5. (a 24V D)2 174 24. (azb 3_94qa 2;,3).

: 15. ( - 8) .

. (\4/ xa——y- %)g- . x‘l )ji 5 25‘ (x?le+x'i‘_1 .

i i 2 16. (x”-l—y “)- 2 2\ 3
). (Aogeas),

ST g [, 5 e
m=2ni—m3n 17, (V=R 26. \a*—2+4a

<+ 2)\° 11 133
. (a’”—bs) . 18. (a*—2V m)". 27. m“+2m“+m“) s
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RAICES DE POLINOMIOS CON EXPONENTES
"NEGATIVOS O FRACCIONARIOS

‘ Ejemplo

T3
Hallar la raiz cuadrada de a-—ﬂa‘ 4t+4a 24 4ﬂ‘+o‘”

Ordenando el polinomio y aplicando la misma regla establecida en el nimero

(363), tendremos:

1/ Z 3 % TR Ol b e |
a—2* +a® +40* —4-+40? | a* —a'+2a 8

=4 ¢ 1 1 3 1
&8 1 (2(:?— “) ( -a‘)=—2u4+ch.
==3at o
3 2 1 1 1 1 1 1
T Lot Jly & b el
b (2:12—20*4-2::* 204=4a* 4+ 4a 2
1
4a4—4 +t4a®
_404 4 4 — 40'2

- EJERCICIO 229

Hallar la raiz cuadrada de:

T a 1+
1. x4413x-246x-3+4412x1, 4. a*+4a'—20%—12a*+Ya.
— 1 2 11 14 2
2. m4+114+6m 24+6m2+m-1. B. mn S—4m®n 34+6—4m Znd4m-nd.
i 2 1 4 8 2 1
3. 9634-25a%—6a+16—8as. 6. @—8a"+10a°42465+9.

Hallar la raiz cubica de:

7. a’%—6a 3+2]a‘-—44a " 63a-1—54a” 2+27

4 2 el i
8 x%2—6x3+15x3—20+15x 3—6x 3+x2
5 8 1

9. @ +3a4——oa‘+3a*—1

@ RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO CON TERMINOS
FRACCIONARIOS USANDO LA FORMA DE
EXPONENTES NEGATIVOS

El uso de los exponentes negatives nos evita tener que trabajar con

fracciones algebraicas al extraer una raiz a polinomios con términos frac-
cionarios.
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Ejemplo

Hallar la raiz cuadrada d

Pasando los factores literales de los denominadores a los numeradores cambién-
doles el signo a sus exponentes (370), tendremos:

- 4’ —Box! +16—12a7x -
Ahora extraemos la raiz cuadrada de este polinomio:

vV 4a?x2 —Baxt +16 —12a'x + 90 xq Z2ax 1 — 2 + 3aMx

—dadx?
4a®x (4ax? —2)(~2)= —8ax* +4
—8axt +16
8ax! — 4 (4ox~! —4 +3a'x ) 3a71x
12 —12a71x +9a2x? =12 —12a71x + 9a~2x2.

—12 +1207'x —9a2x2

B EJERCICIO 230

Extraer la raiz cuadrada de los polinomios siguientes pasando los factores
literales de los denominadores a los numeradores:

a’  2x 1 2a x* 50 26
L P 7. 9t + 30m2® + 55 + — + —.
x2 3a+ 9 3x+a2 i 0m+05+m2+m‘
2 4 4 1 4%  2ab 21 Txy 49x%y
I T O T T Al W) B = e g i
R i 29x%%  Txy T 20 Bab ' 25ab?
25 20 4 L 1A
, ab— o L [ I 2 4b%  b?
3. a 104'1‘4“!‘32 i ‘9.—0,_,—ﬁ:-+ﬁ—~1+?
‘ 30 9 by b a®
4 — — 52+ 28 — —— o —
oM a =t o, @ 6et 602 1
5 4% 7 5y 2x 25y U a  atbv
2592 ' 12 3x 5y Ox? 1 1
‘}v : 2 ..3:, 5y ‘)x2 = . gy - 8 2+ i
g L% 00 Bx . % c—3 3t ~i

ALGERAA DALBON - 18



AGUSTIN-LOUIS CAUCHY (1789-1857) Matemi-
ico francés. Su vida estuvo sometida a los azares
de las revoluciones y contrarrevoluciones que prima-

on en su tiempo. Legitimista convencido, no acepta
2l cargo en la Academia para no tener que jurar ante

RADICALES

la Revolucién. Fue profesor de matematicas en Turin,
Fue uno de los precursores de la corriente rigorista en
esta disciplina. Comenzdé la creacién sistematica de la
teoria de los grupos, tan imprescindible en la mate-
maitica moderna. Dio una definicion de las funciones.

caeimue Y YX|

RADICAL, en general, es toda raiz indicada de una cantidad.

Si una raiz indicada es exacta, tenemos una cantidad racional, y si no

lo es, irracional.

Asi, VvV 4a® es una cantidad racional y v 3a es una cantidad irracional.
Las raices indicadas inexactas o cantidades irracionales son los radica-

les propiamente dichos.

El grado de un radical es el indice de la raiz. Asf, V'x es un radical
de segundo grado, ¥'3a es un radical de tercer grado.

@ RADICALES SEMEJANTES son radicales del mismo grado y que tie-
nen la misma cantidad subradical.

Asi, 2V3, 5V3 y $ V3 son radicales semejantes; 2V'3 y 5V2 no son

semejantes.
|

REDUCCICN DE RADICALES

@ REDUCIR UN RADICAL es cambiar su forma sin cambiar su valor.

418



I. SIMP

LIFICACION DE RADICALES RADICALES @ 419

SIMPLIFICAR UN RADICAL es reducirlo a su mds simple expresion.
Un radical estd reducido a su mas simple expresién cuando la canti-
dad subradical es entera y del menor grado posibile.

Para simplificar radicales debe tenerse muy pre-
sente (361) que para extraer una rafz a un producto

s¢ extrae
En
guientes:

Yabec=¥a. ¥b. ¥Ye.

dicha raiz a cada uno de sus factores, o sea, /'
la 51mp11flc_ac16n de radicales consideraremos los dos casos si-

CASO |
Cuando la cantidad subradical contiene factores cuyo exponente es

divisible

por el indice.

Ejemplos

(1) Simplificar 9a®.
Vgt =V 32,0%.q =V 3’.\/_02 Va=3Va. R

(2)

(3

—

(4)

(5)

(6)

(7)

Simplificar 2V 75x%y®. o
2V 75x4y8 =2V 3 52 xh gty =2V 82V a V i V3,
:2.5.x2.y2.\f3y =|Ox"y:\/3y. R.

En la préactica no se indican las raices, sino que una vez arreglados los factores
de la cantidad subradical, aquellos cuyo exponente sea divisibe por el indice,
se sacan del radical dividiendo su exponente por el indice.

Simplificar ;V 4953y,
—\ 49x3y 7=-\ 722 x. y® y—-—x 7xy®V xy =sy® Viy. R.

Slmp!:flcor 4/ 2500%b8.
T 5
4V 2500%b8 = 4 2.5%, 0% b9.b? = 4.5ab2¥ 2b% =20ab* ¥ 2b%. R.

Simplificar 3 ¥/ 32mn.
2 32mns =3V 7 2mnb = x 202 2m =30 2m. R,

Simplificar V 4a* — 8a®b.

V 4a* —8a3b =V 408 (a —2b) =V 22.0%.a(a—2b)=2a) Vo’ — 2ab. R.
Simplificar v 3x® —12x+12.
Vad—12x+12=V3(x2—4x+4)=V3(x—22=x—2 |V3, R

@ EJERCICIO 231

Simplificar:
1. V18 3. ¥716. 5. 2¥243. 7. 3V B1xdyi. 9. %\/1257;1'12"_'5.
2av/ 13a®b7 0.

2. 3V48. 4. _;e/lzg. 6. 50a%b. 8. %\/—_F]_OSaﬁ 7. 10.
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i1,

12.
13.
14.
16.

16.

2V 16x%y7. 17, 2xy¥/ 128x%%. 22. /3a%b2—3a%0e,
2/ 2Tmns, 18. LV/27am?. 23. /BxByF16xy.
50%@. 19. ‘S—W 24. m
V' 80a*b512, o 26. /{a—b)(a®—b%).
3V 5xBy14z18, s -:-\‘/TB_IFE 26.  /2am®+4amn+2an®.
I/ 32x%, 21. V/9a+18b. 27. \/9a%—36a%+36a.

(8) Simplificar \/g-

Cuando la cantidad subradical es una fraccién y el denominador es irracio-
nal hay que multiplicar ambos términos de la fraccién por la cantidad neceso-
ria para que el denominador tenga raiz exacta. Asi,

1 =
\/E_-z ﬁ= \ﬁz— \fé E.
3 3.3 32 3
9a*
(9) Simplifi 2\/-:.
implificar 80
9a* 2a? /B2.a2.2.x 2.3 = 30 ;
e = = ——— = r"’?
8x° A 220 2 24 . x° 4x3 \/2:: 2x* V& R.

EJERCICIO 232

Simplificar:

1
4. 3 \/‘: b &
6

9 oF

10. \’/:. 13. 2;;2\3/5'
3 44"

i 2 \-,/ Tx7
3 16a2bt

o
0S| =
%
oo
53] 0o | ce
D o] b2
S| 3| =2
ah}
(-]
o
=
(1]
(=3
| =

>
3
[ |
i~

¥ =]
=
(%]
prd
=
»
ﬁ[m
[ -]
—
on
=
b —4
Q
T
k"‘i?-:-I
<R

CASO 1i
Cuando los factores de la cantidad subradical y el indice tienen un

divisor comun.

‘ Ejemplos I :

(1) Simplificar ¥ 4aZ.

2 : 11
Vag? = V2 g2 = P.at =22, = Via R

Lo que se hace, practicamente, es dividir el indice y los exponentes de los fac-
tores por su divisor comin 2.
2 11

(2) Simplificar ¥ 9a®x®.
2 2
V922 = /32 032 =38 . x0 = 3% o . = V30X R

Lo que hemos hecho, practicamente, es dividir el indice 6 y los exponentes de
los factores entre 2.
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(3) simplificar V/27x3y5.
Ve =VFEEY =Yy~ R

Hemos dividido el indice 15 y los exponentes de los factores por 3.

- EJERCICIO 233

Simplificar:
1. ¥9. 4. V16. 7. 5V 4947 10. N/ Bdmoni®,
2. V4. 5. 3V64. 8. ¥/ 8lx%ys. 11. 3432912,

3. V. 6. ¥ 95a%b2. 9. V/32x10y1s, 12. X/ miontix20,

1l. INTRODUCCION DE CANTIDADES
BAJO EL SIGNO RADICAL

Esta operacion es inversa a !a simplificacién de radicales.

Para introducir _1 coeficiente de un radical bajo el signo radical se
eleva dicho coeficiente a la poteucia que indique el indice del radical.

(1) Introducir el coeficiente de 2V a bajo el signo radical.

?\/_E:V?:. _—.\/—J"F., R.

Cuando el coeficiente de un radical es 1 el radical es enfero. Asi, V' 4a es
un radical entero.

Ejemplos

(Z) Hacer entero el radical 3¢% ¥ o%b.

%0* Yo% =37 T ot = VTTH. R
1+a
1—a

T—oP
[] =) ]ﬂz-\ /t—w—j’-—glz\/“—a]“‘!"ﬂ}= Vi —ge R
1 —a 1—a

- EJERCICIO 234

Hacer enteros los radicales:

(3) Hacer entero (1 —a)

Lo2va ¢ 1vs, 7. ab2¥/a. 10, (@+b)y/ .
i

2 3V 5. 3aV/2a2 8. 4m¥ 2m?2. 11 (x+1) i-:i
X

3 bav'b. 6. 5x2V/3. 9. 24/ Babs. 12 (x—1) x—2
k—1
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il. REDUCCION DE RADICALES AL MINIMO COMUN iINDICE

@ Esta operacién tiene por objeto convertir radicales de distinto indice

en radicales equivalentes que tengan el mismo indice. Para ello, se
aplica la siguiente:

REGLA

Se halla el m. c. m. de los indices, que sera el indice comun, y se eleva
cada cantidad subradical a la potencia que resulta de dividir el indice
comun entre el indice de su radical.

"~ (1) Reducir al minimo comdn indice V'3, ¥5, ¥ 2.

El m. c. m. de los indices 2, 3 y 4 es 12. Este es el indi-
ce comun. Tendremos:

Ejemplos

Vi= \‘/':-]-6 = Y "7?‘?
VE=vEi="V 625

Vi=vB=V"8 R

Dividimos el indice comin 12 entre el indice de V3 que es 2, nos da de
cociente 6 y elevamos la cantidad subradical 3 a la sexta potencia; dividimos
12+3=4 y elevamos la cantidad subradical 5 a la cuarta potencia; divi-
dimos 12 -4 =23 y elevamos la cantidad subradical 2 al cube.

Los radicales obtenidos son equivalentes a los radicales dados. En efecto:
Expresando los radicales con exponentes fraccionarios y reduciendo estos ex-
ponentes fraccionarios al minimo comin denominador, tenemos:

1 6 1 iy
V5=5

1 T
Visgt=00=yvR=V8
(Z) Reducir al minimo comin indice V2a, ¥/ 3a?h y ¥ 15a°x".
El m. c. m. de los indices 2, 3 y 6 es 6. Dividiendo 6 entre cada indice, ten-
dremos: . o g
Via =V(} ="
V3% =V(3%hP =V "D
V15032 =V 15a%* R.

4

=51 = /5 =V 625

| =

- EJERCICIO 235

REE

Reducir al minimo comun indice:

V3. 5. Vbx, Vix%, ¥7Ta%. 9. 3a, V265, VxS,
\&3 6. ¥9ab, V3a%x, Voaar 10 2Va, 3V2D, 4¥5xE
Vi VB 7. ¥/8a%x®, ¥/ 3abma. 11. g¥as, 3/ b3, 4/ x5,
V3, V5 VT 8. ¥x% VS, ¥bm. 12 V2m, 3¥ a3, 23/ xTy.
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Lo anterior nos permite conocer las magnitudes relativas de varios ra-
dicales de distinto indice.

Ejemplo

Ordenar ¥7, V3 y ¥'5 en orden decreciente de magnitudes.

Los reducimos al minimo comin indice y una vez hecho esto. las magnitudes rela-
tivas de las cantidades subradicales nos dan las magnitudes relativas de los ra-

dicales: " x
Y7T=V7B= V343
V3=V®= V75
¥E=VH=Ves
Luego el orden decreciente de magnitudes es V'3, ¥5 y ¥/7.
- EJERCICIO 236

Escribir en orden decreciente de magnitudes:

1. V5, V2 3. V11, V43 5. ¥3, V& V5.
2. V15 V7. 4. V3, V5 V32 6. ¥2 ¥3 V0.

REDUCCION DE RADICALES SEMEJANTES

Los radicales semejantes, o sea los radicales del mismo grado que tie-
nen igual cantidad subradical, se reducen como términos semejantes que
son, hallando la suma algebraica de los coeficientes y poniendo esta suma
como coeficiente de la parte radical comun.

Ejemplos

(1) 3V 24 5V 2=(3+5)vV2=8 V2. R

@) 9V a3 nVa=(9-1)v3i=-2(V3. R

@) & 2—-7Va+Va=(4=74+1)V2=—2 V2. R
3

) /7= I=G- T =0T &

G) 7\,\_2___ ;\Y_Q_]_ E\V 2:1?\");..2.. R.
6) 30 5~ b/ 5+ (2b—3a)V 5=(3a—b+2b—3a)VE=b (5] R
- EJERCICIO 237

Reducir:
1. 7V2-15Ve. 4. VZ-9VI+30V32—40VZ.
2. 4V3-20V3+19V3. 5. 3V2—3V2.

3. V5-22v5—-8V5. 6. $V3—Vi.
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7. 2VH—3VH+1Vh. 11. (x—=1)V3+(x—3)V3+4V3.

8. IW3+5V3—1V3. 12. 1 ¥2—3¥ 2420,

9. avVb—3aVb+7ab. 18. 3V2—1¥2+3V2.

10. 3xVy+(a—x)Vy—2xVy. 14. xVa?—(a—2x)Va2+(2a—3x) Va2

OPERACIONES CON RADICALES
I. SUMA Y RESTA DE RADICALES

REGLA
Se simplifican los radicales dados; se reducen los radicales semejantes
y a continuacién se escriben los radicales no semejantes con su propio signo.

) (1) Simplificar 2/ 450+ 9V 12 —7 V48 — 3 V'98.
E]emplos | Simplificando, tendremos:
2V 450 =223 52 =302
9VI12 =9V 223=18V3 )
7Va =7V223=28V3
3V =3V272=21V2

Entonces:

2V4504+9 V12— 7 V48 -3VI8=30V2+18V3I—28V3—-21V2
=(30—21)V2+(18—28)V3=9 V7210 V3. R

(2) Simplificar V80 — V63 — V180,

}\/a— =VP5 =.x4V5= V¥

=1VET =lxavi=iv7

O:

91\/1&1(::51 ZF5=:X6VE=1
Entonces:

V- VG- VI =v5-1vi-2VE
=1 -5 VE-v7=1Vi-1Vv7. &
(3) Simplificar \/g-\/—:+\/1l—”

Hay que racionalizar los denominadores:

v
ST/ Eta
12 22.3 223 &

V'S

G pa




(=]

Entonces:

rapicaLes @ 425

ysopm i | 2 . O SRR
Vs T Me . -1-7;—3—\/3—;\/_5"+5\/_—2\’3 §Ys R:

(%) Simplificar 2V'2ab? + V18a® — (a +2b) V 2a.
2V 2ab®=2bV 2a
V18a®*=3aV 2a

Entonces:

2 V2ab? + V18a® — (a+2b) V2a=2bV2a + 3a V2 — (a+ 2b) V2
=(2b+3a—a—2b)V2a= 2a(V2a) R,

NOTA

Radicales no semejantes no se pueden reducir. Para sumar radicales no seme-
con ellos una expresion algebraica que los

jantes, simplemente se forma

contenga a todos sin alterarles los signos. Asi, la sumade V' 2 —2V3y3V5

es V2—2V3+3

- EJERCICIO 238
Simplificar:

V5 — V27— V20.

V175 + V243 - V63 — 2 VT5.

13

3

-k

T

V5.

V80 — 2 V252 + 3 V405 — 3 v/500.
7450 — 4320 + 3 V80 — 5 V800.

IVIZ—-1VIB+3 VAB+ 1 VT2,
V176 — 2 V45 +1 V320 + ; V2T5.
VI4T — 2VT00+ 5 V28 + 5 V2I8T.

IR RV
WOV BW. I
1. 5VIB—-2/I-5vVB+\/~

12. 2VT0—151/=+4+/%—56/x.

13. V' 25ax? + v/ 49b — V/ 9ax?.

14. 2v/m®*n—

9m3n + V' 16mn? — Vdmn®,

15. aV/320x —7V5a’x — (a — 4b) V/bx.

16. Vix—9+Vidx—4—-5vVx—1.

17. 2Va*x+3a%y —o®V9x + 2Ty +V/25a%x + THay.

18. 3a/ZX —Via+d+@+1)\/=

19. (a—b)\/ 5 —(a+ b)\/~— + (2a — 2b)

(5) Simpiificar 3108 + /625 + > /1715 — 4¥/32.

Simplificando:

3

108

= 3V2.B=9V4
— 1 1
=EV3 5 55-—-; 5
= §V5.75= V5
= 4V B 2=8V4

a-b
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Entonces:

3108 + 4 V625 + V1715 —4V R =9VA+;V5+V5—8V4

=V 4+2V5 R

(6) Simplificar ¥ f — 6/52— - \".‘/g

Hay que racionalizar los denominadores:

Entonces:

B EJERCICIO 239

Simplificar'
VB -V24—V/T16. 8. \=/14+s%_e/§_
V4041029 — ¥ 625. . : .
2/ 950 — 424 — 6/ 16+ /2187. 9. 6V +9 = 2"'/6—:
5/48 — 3/3645 — 2/ 384+ 4/ TT15. ; ; .
10. T AT X o/
\/—ss — 3N/375 + 656+ 2/ 678, Tt ¥ et Y29 g
54— 2 9/50+ 2 V375 1/ 128. 1. 29T+ AV LY 20V

_;‘fs 625 —2V192+VIT15—>¥1536. 12 3¥/—24—4V—B1—V—375.

13. 4¥/—820—10¥/—40—2¥ =54+ 3Y—1024.
14. 3245 —b¥/128+ (4b—3a) V2.
15.  a¥/250b—/3ab® —5/2a% + 3 b/ 3a.

il. MULTIPLICACION DE RADICALES

MULTIPLICACION DE RADICALES DEL MISMO INDICE

REGLA

Se multiplican los coeficientes entre si y las cantidades subradicales
entre si, colocando este ultimo producto bajo el signo radical comun y se
simplifica el resultado.
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Vamos a probar que aV'm x b¥x =ab ¥ mx.

1 1 11 1
En efecto: aVm x b¥x=am" X bx"=abm"x" =ab(mx)" = ab ¥ mx.

(1) Multiplicar 215 por 3V 10.

2V15x3VI0=2X3VIEX10=6V150

| Ejemplos
=6V 2352=30V6. R

(2) Multiplicar EW por %W
2 yax VE=2x vE=2YTI=V3 &
@ EJERCICIO 240

VBXVE. 6. xV2 X~ VFa. 11. 3V X+ VI5 X 4 V.
5V2Ix2V3. 7. 5VIZx3VT5. ik 5_\/fxs_\/g_
VIIx 2V 8. 2v/9a% x 8/ 3ab. : ’ :’ '
V12 x V9. 9. 3VEXVIEx2V3. 18 BV X/

5 4 5 1 2 8 1 x
TYBBXI12VE0. 10, ;VEIXAVEXIVE 14 1\/Zx6\/T

MULTIPLICACION DE RADICALES COMPUESTOS

El producto de un radical compuesto por uno simple se halla como
el producto de un polinomio por un monomio, y el producto de dos radi-
cales compuestos se halla como el producto de dos polinomios.

Ejemplos | (1) Multiplicar 3V'x —2 por V'x. |
(3Vx—=2)Vx=3V¥—2Vx=3%—2Vx R
(2) Multiplicar 3V2—5vV3 por 4V2+V3.

3vV2 — 5V3
V2 + V3

12V22-20V6
4+ 3VE-5VE

24—17VE—15=9—17 V6 g
(3) Multiplicar Vx+1+2Vx por 3Vx+1—Vx.

Vx¥+1 +2vVx
3IVXFET — Vx
3VIx+FTE+6VZE+x

- V+x—2VZE

- R et
I3+ 5VEFx—2x=X+3+5Vx+x R
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B EJERCICIO 241

Multiplicar:

V2—V3 por V2. 10.
TV5+5V3 por 2V3. 11.
2V3+V5—5V2 por 4VT5. 12.
V2—V3 por VZ2+2V3. 13.
V5+5V3 por 2V5+3V3. 14.
3VT—2V3 por 5V3+4VT. 15.
Va—2Vx por 3vVa+Vx. 16.
TV5—-11VT por 5V5—8VT. 17.
VZ24+V3+V5 por V2—V3. 18.

V2-3V3+V5 por V24 2V3—V5.
2V3—V6+V5 por V3+VE+3VE.
2va—3va—Db por 3Va+va—Db.
VI—xT+x por 2x+VI1—x2
Va+i+va—1 por Va+1+2va—1.
2Vx+2—2 por VxF+2-3.
3vVa—2va+x por 2Va+3vVatx.
Vatx—Va—x por Vatx—2Va—x.

MULTIPLICACION DE RADICALES DE DISTINTO INDICE

REGLA

Se reducen los radicales al minimo comun indice y se multiplican
como radicales del mismo indice.

Ejemplo

- EJERCICIO 242
Multiplicar:
VE X ¥2x2, 5.
3\/3ab X 49/B. 5
¥ 9xy X ¥/ B1xE.
¥ a2b®x 2¥/3a%b. 7.

Multiplicar 5V 2a por ¥/ 4a®b.
Reduciendo los radicales al minimo comin indice (387), tendremos:

5V 2a=5V{2a) =5V¥8a"

¥ da?h = ( 4ah }g — Y éa'B
Entonces 5V 2a XV 4a?b = 5¥8a® X ¥ 16a'b% = 5/ 128a"b".
=5v¥20.2.a%.a.b2 = 100V 20b* R,

VoxTy x V125x7. 8. VIxxVAxxny,

1

T

2 3 ey P 2h R e
2 S amEx 2/ Temd ) S o 8l
SVam?x -V 16m'n. 9. - \[X N

\ﬁ > 4 \'“’/:J
ay

I1l. DIVISION DE RADICALES

10. 0\/Fxin/xvas.

B

.DIVISION DE RADICALES DEL MISMO INDICE

REGLA

Se dividen los coeficientes entre si y las cantidades subradicales entre
si, colocando este ultimo cociente bajo el signo radical comiu y se sim-

plifica el resultado.
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n 5 a "/ m
Vamos a probar que aVm +bVx= - St

X

En efecto: El cociente multiplicado por el divisor reproduce el di-

videndo:
n b n
T XeVE= 4/ =a¥m
b x b x

Ejemplo

Dividir 2/ 81x7 entre 3/ 3x2.

ks . /81x7 g
2V BIXT =3V =14 X Y Te =TI RE=NV T, R
3x2 8 3
- EJERCICIO 243
Dividir:
1. 4V6+2V3. 4. VT5x%y3+-5v/3xy. 7. 4xVa*xT+2Va%xs,
2. 2V3a+10Va. 5. 3V/16a%+4V/2a”. 8. YT+ V.

3

1 3 5\/?10\/? 1\*/1‘_1{/1’
3. AvIm+ive o B (I g L0 L8/L
8. FMIRpFTNA & 3 2 8 V3 sVz V3

DIVISION DE RADICALES DE DISTINTO INDICE

REGLA

Se reducen los radicales al minimo comin indice y se dividen como
radicales del mismo indice.

Dividir ¥/ 4a® entre ¥ 2a.
VacE = V4% i = W/ 256
V26 =V{2aP = V&
Eritonces: & a2+ /90 =\/256a% + \7@:\“/ %= 'VE: R.

» EJERCICIO 244
Dividir:
1. V2+V2
2. VOx +V3x2
3. V/8a3h + Vda?.
4 VO +VI6x"

o

Ejemplo ‘

V5miIn + Vmn’.
V18x3y%z8 + ¥/ 3x2y223,
V/3m* + Y 2Tm?.
2V/4ab + I’E\/W

® = e o
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IV. POTENCIACION DE RADICALES

396) REGLA

Para elevar un radical a una potencia se eleva a dicha potencia el coe-
ficiente y la cantidad subradical, y se simplifica el resultado.

Vamos a probar que (aV/b)==a=¥b".

1 m

En efecto: (ﬂ \'f/ f'_, '}m S {ﬁbﬁ)m -— am[_,?: am \“/.bm

(1) Elevar 5v2 y 4V3 al cuadrado.
(5 2)*=52.V/22=252="50. R
(4V3) =42.V3F=16.3=48. R

Obsérvese que lo raiz cuadrada y el exponente 2 se destruven.

(2) Elevar ¥/ 4x® al cubo.
a2 P =V [P =V 6dx® =2.20 x.x5 = 2x VxR
(3) Elevar al cuadrado V5—3V2.
Se desarrolla como el cuadrado de un binomio:
VE—-32F=(VEP—2VEX3V2+(3V2p
=5—6VT0+18=23—6/10, R,

‘ Ejemplos

- EJERCICIO 245

Desarrollar:

1L (4VvEy 4. (2V)> 7. (¥8lab®s. 10. (2 Vx+1)2

2. (2V3)2 b. (3¥2a%b)t. 8. (V1B). 11. (3 v x—a)

3. 5V 6. (¢8R 9. (daVIRE 12 (4YI5BY,
Elevar al cuadrado:
3. V23 16. 5v/7T—6. 18. vVa+1—-ve—1.
14 4243 1. Vx+vx—=1. 20. 2vOox—1+V32x+1.
15. VE—vT. 18. VXFI-4VE

V. RADICACION DE RADICALES

REGLA

Para extraer una raiz a un radical se multiplica el indice del radical
por el indice de la raiz y se simplifica el resultado.

m/n mn
Vamos a probar que v/va =+a,
mJ/n m '—’/;T 1 Iil!'l_

En efecto: vV VG =+ a"=a™ =3
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‘ E jemplos I (1) Hallar la raiz cvadrada de ¥/ 4a?.
VViat=Vat =Y B =" 2_ R

(2) Hallar la raiz cibica de 55,

Como el coeficiente 5 no tiene raiz cibica exacta lo introducimos bajo el signo
de la raiz cuadrada y tendremos:.

VsV s=¥Y V2 5=¥5B=V5 R

B EJERCICIO 246

Simplificar:

i M Vak 4. VV3a. 7. V¥25a%. 10. V a'be,
2. V8. 5. VV4ad. 8. VY274 11. ¥/ x0,
3. VBl 6. V2v3a. 9 3¥3. 12. V¥ (a+b)

Yi. RACIONALIZACION

RACIONALIZAR EL DENOMINADOR DE UNA FRACCION es con-

vertir una fraccién cuyo denominador sea irracional en una fracciéon
equivalente cuyo denominador sea racional.

Cuando se racionaliza el denominador irracional de una fraccién, des-
aparece todo signo radical del denominador.

Consideraremos dos casos:

CASO |

Racionalizar el denominador de una fraccién cuando el denominador
es monomio.
REGLA

Se multiplican los dos términos de la fraccién por el radical, del mis-
mo indice que el denominador, que multiplicado por éste dé como produc-
to una cantidad racional.

(1) Racionalizar -el denominador de

Eientol |
jemplos =

Multiplicamos ambos términos de la fraccién por V' 2x y tenemos:

/2% V2x V2x 3
- ?\Zx““=3i_=3 x_ 3% &
V2xr V. V2x V2R .x? 2x 2x

(2) Racionalizar el denominador de

2
=
El denominador ¥/ 9a =¥/ 3%.a. Para que en el denominador quede una raiz
exacta hay que multiplicar ¥/'3%.a por ¥ 3a? y para que la fraccién no varie
se multiplica también el numerador por ¥/ 3a%. Tendremos:
2 _ 2V3 a3 VR 2 v g
V9% ¥V FaVIP VIFE. 3a 3a P
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(3) Racionalizar el denominador de — -
3V 2

Se multiplican ambos términos por ¥ 2% x* porque esta cantidad multiplicada
por ¥ 2x*, da una raiz exacta y tenemos:

5 _ _S5VPZ  5VBE _S5VBE S o
3V2E 3VE VB 3V 3.2.x b
®  EJERCICIO 247

Racionalizar el denominador de:

L 2P, &5, &.2%. 9. _* 11 M
V'3 5 V 4a? V0a ¥ 27x? 3N mn

¥ oo B g k. s L B®_
V2 v Zax ¥ Ox v 3x ¥ Rat 5a¥/ 25x%

EXPRESIONES CONJUGADAS

Dos expresiones que contienen radicales de 20. grado como Va +V b
y Va Vb oa*tVbhya Vb, que difieren solamente en el signo que
une sus términos, se dice que son conjugadas.

Asi, la conjugada de 3V2 ~V5 es 3V2 TV5; la conjugada de 4 —3V5
es 4 T3V

El producto de dos expresiones conjugadas es racional. Asf,

(3V2 =VH)(BV2+VE)=@ V2) —(V5)=18 5= 14
CASO 11

Racionalizar el denominador de una fraccion cuando el denominador
es un binomio que contiene radicales de segundo grado.

REGLA

Se multiplican ambos términos de la fracciéon por la conjugada del
denominador y se simplifica el resultado.

4—V7
2+5VZ
Multiplicando ambos términos de la fraccién por 2 —5v2 tenemos:
4-V2  (4-V731(2-5V2) g-nVat+i0 18-2V2
24+5V2 R4+5V2)2-5VIZ) 22_I(5Va)  4—50
18—22V2 9—11 V2 11V2-9

- — & = | simplif.) = —_23 2

Como el denominador — 23 era negativo le cambiamos el signo al numera-
dor y al denominador de la fraccién. También podia haberse cambiado el
9—11v2

23

Ejemplos I

(1) Racionalizar el denominador de

signo del denominador y de la fraccién y hubiera quedado —
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VE+2V7
(Z) Racionalizar el denominador de ——————
? aVE—3VT

Multiplicando ambos térmirns por la conjugada del denominador, tenemos:
V5+2V7  (VE+2V7)(4VE+3VT) [0+11V35+42
aVE—3V7 (4 5-3VT7I4VE+IVT) T (4VEE—(3VTF

_624-11\/“375 _62+11 V35
- 80— V7

@ EJERCICIO 248

Racionalizar el denominador de:

g, 3=v2 7. _ 3V2% 13, Yat+vx
1+vV2 TVZ—-6V3 ova+Vvx
g 5+2\/§. 3. 4\/“—3\/7_ 14, \/’—\/ETT.
4—V3 2VIE3+3VT Vx+vx—1
3. x/"‘Z—xfE_ 9. 5\/?—6\/?- 15. \/‘-\/m‘
VZ2+VE 4vV2-3V3 Va+va+i
. \/T+2\/§‘ 10, v*?'+3\/1“1_ 16. x/“i+_2+\/'§’
VT-V5 5VT+4V11 VXF+2—

g VE-3VE 1. Ystve gy, HEFE=N3
2vV2+VE T+2V10 Vatd+Va
.. 19 - 9VZI—3V2 18, \/a_ﬂﬁ-\/a——b‘

5V2—4V3 6—vVE6 Vatb+Va=0b

Para racionalizar el denominador de una expresién que contiene tres
radicales de segundo grado hay que verificar dos operaciones como se

indica en el siguiente

Ejemplo L : VZ-V5

Racionalizar el denominador de —— .
VI+VE—VE

Consideremos el denominador como un binomio (V' 2+ V5)—V 6. Se mulii-
plican los dos términos de la fraccién por la conjugada de esta expresién que es

(V2+V5)+ V6 y tendremos:

\/__v’— (Va— V5 )(V2+ V54 V6 )
Vot Vs—Ve (Vo Vs—VellVat Vot Ve )
. 2\/3— 30-3 2V3-V30-3
T (Vo4 VsE—(VeRT  14+2Vi0

( multiplicando ambos términos nuevamente por la conjugada del denominador )
(2V3-V30-3)1-2Vi0)_ 22V3-5V30-3+6Vi0
T (1+2Vi0lli=2Vio) 1—40
22\/_ 5V30—3+6V10_ 3—6V10+5V30—22 V3
-3 39
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B EJERCICIO 249

Racionalizar el denominador de:

L V3 _ . 2—Vv3 : . v"Ti+\/T!_-+_i§
VZ2+V3-V5 C24Vv3+VH S VE+VE-VE

g V32 _ . V3+V5 . V3-V3
VZ2+V3+V6 " VIEH+VI+VE L VIZ+VE-VID

DIVISION DE RADICALES CUANDO EL DIVISOR

ES COMPUESTO

Cuando el divisor es compuesto, la division de radicales se efectiia ex-
presando el cociente en forma de fraccion y racionalizando el denominador
de esta fraccion.

Dividir V3 + V5 entre 2V 3 — V5,

Ejemplo I

e - e VB4VE
{ V34 NVEI=(2VI—=V 5J=—2v§_—\-’,l—s
(V34 v5)VaA+VE) N +3V15
T (2vVa-Vvs5l2Va+ Vs) 7
@ EJERCICIO 250
Dividir:
1. V2 enuwre V2+ V3. 5. 2vV3—VT entre V3+VT.
2. V3 entre V3—-2V5. 6. VG+2VvE entre 2V —V5.
3. 24V5 entre 1—V5. 7. 53VZ24+3V3 entre 3V Z —4V3.
4. VZ4 V5 entre V22—V, 8. V7—2VT1lenue 2VT+ VI

RESOLUCION DE ECUACIONES CON RADICALES
QUE SE REDUCEN A PRIMER GRADO

Vamos a estudiar la resolucion de ecuaciones en las cuales la incog-
nita aparece bajo el signo radical.

Ejemplos (1) Resolver la ecuacidén V4x2 — 15 —2x = — 1.
Aislando el radical: V 4x* —15=2x—1.

Elevando al cuadrado ambos miembros para eliminar el radical:
V{AE=T5PF=(2x—1)? o sea 4x* —15=4x2 — 4x + 1.
Suprimiendo 4x* en ambos miembros:
—15=—4x+1
4x =16
x=4. R
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(2) Resolver la ecuacién \/-m-lr\f?—_i: 5.
Aislando un radical: VxF+4=5—Vx—1
Elevando al cuadrado: (VxF 42 =(5—Vx—1)*
osea x+4=5—2X5Vx—1+V{x—1)2

Efectuando: x+4=25—10Vx—1+x—1
Aislando el radical: x+4—25—x+1=—10Vx—1
Reduciendo: —20=—10Vx—1
20=10Vx—1
Dividiendo por 10 2=vVx—1
Elevando al cuadrado: F=x—=1
¥ =9, R,

(3) Resolver la ecuacién 8‘/3(_-1:7?-[3\/&— 1T—2Vx+2=0.
Aislando un radical:  Vx+74+Vx—=T1=2Vx+2
Elevando al cuadrado: V(x+7 2 +2(Vx+7)(Vx—1)+VI(x—1)* =4(x+2)

Efectuando: x+7+2Vx2P+bx—7+x—1=4x+8
Aislando el radical: IV EFbx—T7 =4x+8—x—7—x+1
Reduciendo: 2V P+ bx—7=2x+2

Dividiendo por 2: VxE4bx—7=x+1
Elevando al cuadrado: x% +éx—7 =(x+1)?
osea xT+éx—7=x*+2x+1

bx—2x=7+1

4x =8

r=2 K
EJERCICIO 251
Resolver las ecuaciones:
Vx—8=2. 11, Vix—19—Vix=—1,
5—V3x+1=0. 12. Vx—2+5=Vx+53.
T+ ¥bx—2=09. 13. VOx—14=3Vvx+10—4.
VIxZ—5—3x=—1 14, Vx—16—Vx+8=—4.
VxI—2x+1=9—x. 15. VBx —1+3=V5x + 26.
15—¥YTx—1=12. 16. 13— VI3 +dx=2Vx.
Vx+Vax+T=1. 17. Vx—4+Vx+i=2Vx—-1.

V3x—5+V3x—14=9. 18, VOx+T7T—Vx—V16x—T7=0.
VxF+FI10—Vx+19=—1. 19. VIx+10—2vVx+3=VvVx—2.
Viax —11=7V2x —20. 90. VIBx—8—vVv2x—4—-2V2x+1=0.
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21, VBx+9—VI8x+34+V2x+T7=0. 24, Vx—a+VvVx+a=vix—2a.

22. Vx—92—Vx—=5=+V4dx —23. 925. Vx —dab=—2b+Vx.
22 VxFb—=VvVIx+T0=—2Vx+09. 26. Vx+da—Vx+2a—1=1.

ECUACIONES CON RADICALES EN LOS DENOMINADORES

| Ejemplo

Resolver la ecuacién V?»SETI- A e — o

Suprimiendo denominadores: V (x+4)[x—1)—V([(x—1)=2
Efectuando: V2+3x—4—(x—1) =2
VRt Ix—4—= x+1 =2
Vx2+3x—4 =x+1
Elevando al cuadrado: 2+3x—4 =x2+2x+1
Ik—2x=4+1
x=5 R

- EJERCICIO 252

Resolver las ecuaciones:

10 8
1. Vx+vVxFh=——mu 6. Vx—3+ =vVx+0.
vVx Vx+9
55 Vx+4 Vx+l11
2. Vix—11+2Va=—oo. Y = 1
Vidx—11 Vx—2 Vx—1
4 9
3. Vx—Vx—T=——, 8. 2Vx+6—V4x—3= ’
Vx Vidx—3
o YE-2_VE+l o YE-2_2VE-b
VE+E VE+13 L VE+2 2vVa—1

6 i 6
=Vx+8—Vx. 10. RV I;—— —T= .
VX8 g 0 ks = Vx—T7
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NICOLAS LOBATCHEWSKI (1793-1856) Matemi-
tico ruso, Estudié en la Universidad de Kazin, de la
que fue posteriormente profesor y Decano de su Fa-
cultad de Matemiticas y Rector. Lobatchewski com-
bate la idea que del espacio tiene Kant, y establece

CANTIDADES IMAGINARIAS

Novgoro

la relatividad de esta nocién. Igualmente combate la
Geometria de Euclides, inconmovible cuerpo de ver-
dades que se mantiene intacta por mas de 22 siglos
Puede considerirsele el precursor de la teoria de
la relatividad y de las geometrias no euclidianas.

o XXX

@ CANTIDADES IMAGINARIAS son las raices indicadas pares de canti-
dades negativas.
Asi, V=1, V=3, ¥/ =8 son cantidades imaginarias.
Cantidades reales son todas las cantidades, racionales o irracionales,
que no son imaginarias.

UNIDAD IMAGINARIA

La cantidad imaginaria v—
NOTACION

1 es llamada unidad imaginaria.

La unidad imaginaria se representa ' i=v—1
por la letra i. Por tanto, - g
En Electricidad, v/ —1 se representa por j.
408) POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA
Vamos a hallar las potencias de Vv —1.
v’_‘)’ =v =1 i =v—1
(\/_:[)“ =-1. $f =]
(V=1p=(vV=1fx V=1 =(=-1xXV-1==v-1 #=—y—1
(V=1 =(V=1Ix (V=1 =(—-1)X (—-1)=1. it =1
(V=1 =(vV=1fxv=-1 =1xv-=-1 =v-1 " ==T
(V=1 =(V=1yx (V=1f=1x(=1) =-1, etc. *=—1 etc

437
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Véase que las cuatro primeras potencias de vV —1 son V-1, —1,
—V —1, 1y este orden se contintia en las potencias sucesivas.

IMAGINARIAS PURAS 2l
Toda expresién de la forma ¥ —a donde n es par y —a es una canti-

dad real negativa, es una imaginaria pura. Asi, Vv —2, V —5 son imagina-
rias puras.

SIMPLIFICACION DE LAS IMAGINARIAS PURAS

Toda raiz imaginaria puede reducirse a la forma de una cantidad real
multiplicada por la unidad imaginaria v —1.

En efecto:
\--"—-b2=\/F7(Tf)=\/F><\/——1=b\/——l = bi.
\:_4 =14 XZ_”:\/Z X —=J=2vv—=1 —5/

V=38 =VI X(=D=v3 xV=1=v3.V=I=iVi
VB X(=1)=VEB XxV—=1=vFT.2xV—1=2v3.v=1=2 V2j
® EJERCICIO 253

Reducir a la forma de una cantidad real multiplicada por V=1 o

|1
ol o

Il

A4

1. v —a 4. v/ —B81 7. vV —12. 10. V' —4mi,
2. V=2 5. vV —6. 8. VvV—T. 11. _1_’-6._
3. 2v—09. 6. 3v— Dbt 9. V=121 12. V=a® =12

OPERACIONES CON IMAGINARIAS PURAS

SUMA Y RESTA

Se reducen a la forma de una cantidad real multiplicada por V=1 y
se reducen como radicales semejantes.

| (1) Simplificar vV —4+V —09.

Ejemplos Voi=VERT=T}=2v/=7.
V=9=VIX[=T]=3V=T.
Entonces:
V=4t V=9=2vV =143V =1=(243)V—=T1=5V—1=5 R

(2) Simplificar 2V —36—V —25+V—12.
2V —=36=2.6VvV—1 =12V =1
vV=25=5Vv—1.
vV=_12=Vvi2V=1=2V3i.Vv—-1.
Entonces
2V =36V —=25+V-12=12V=1—-5V=1+2V3V—1
=(12—=5+2V3)V=1=(7+2V3)V=1={7+2V3]) R
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B EJERCICIO 254
Simplificar:
1. vV—3F+V—=16. 5. 2vV—=at+V—a+V—ad
2. V=2%+V—-Bl—-V—40. 6. V—184+V—-8+2V—=50.
3. 2vV—=9+483v—100. 7. 83vV=20—-2v—45+3VvV—125.
4 3vV—64-5vV—-49+43v—-121. 8. V—a'+ 4V —=9a* -3V —4a".

MULTIPLICACION

Se reducen las imaginarias a la forma tipica V' —1 y se procede como
se indica a continuacién, teniendo muy presente las potencias de la unidad
imaginaria (408).

Ejemplos I

(1) Multiplicar V' —4 por V —79.
VEX Vo9=2V=TX3V=1=23(V=T=6x(—1)="6 R
(2) Multiplicar V' —5 por \/:i_
VES X VE2=VE . V=TX V2.V =]
=VI0(V=1PR=VIi0x(—1)=— "0, R
(3) Multiplicar v —16, V=25 y vV —8l.
VETEX V=25X NEgl=4y—=TX5V—=TX9V =1
=180(V—=T1P=180(—V—=1)=—180V—=1="1802 R
(4) Multiplicar V—9+5V =2 por V—4—2V —2.

Se reduce a la forma ¢ V' — 1 cada imaginaria y se multiplican come redica-
les compuestos teniendo muy presente que (V —1)2=—1:

3 V=1 + 5v2.vV—=1
1 V=1 — 2VEV=T
G(V=1P+10V2(V=T)

— 6V2(V=1p—20(V=1)

6(=1)+4VI(—1)—20—1)=—6—4VI+20=14—4 V2 g
B EJERCICIO 255
Multiplicar:
1. V=16xV—=125. 8. V—49xV—4xV-0.
2. V=BIxVv-49. 9. v—2x8Vv—=5xVvV—-10.
3. 5vV—=36x4V—6L 10. v=12xV=2IxV—=8xV-50
4 V=3xV-=2 1. —5vV=xx3V—y.
B. 2vV—=5x3V—T. 12. (V=I+V=9)(V=25-V—16)
6. V=3xV-="Tb. 13. (V=2+4+3V=5)(2V—-2-6V—=D0).
7. 2vV=Tx3V =28 4. V=245V =3)(V—2—4V 1)



440 @ ALGEBRA

DIVISION

Se reducen las imaginarias a la forma aV —1 y se expresa el cociente
como una fraccién, que se simplifica.

E; I (1) Dividir V —84 entre V' —7.

emplo = n s = Vi - e

Jemp o LS —1=V—af‘—\/84=v'1?-—.2v‘3 R.
7

=7 VZ.NV=1 V7

Vv — 1 se cancela en el numerador y denominador igual que una cantidad real.

- EJERCICIO 256

Dividir:
1. V=16+Vv—14. 4. V=00+V—5. 7. 2V =18V —6.
2. vV-10+-v-2 5 V—150+vV —3. 8. V—=316+VvV—T7
3. V—=81+v-3. 6. 10vV—=386+5vV—4. g V=97+9—3

10. ¥ —300-~ v/ —12.
CANTIDADES COMPLEJAS ()

CANTIDADES COMPLEJAS son expresiones que constan de una par-
te real y una parte imaginaria. .

Las cantidades complejas son de la forma a+ 04V —1, 0 sea a+ bi.
donde a y b son cantidades reales cualesquiera.
Asi, 2+3V—-162+3i y5—6V—1 6 5—6i son cantidades complejas.

@ CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS son dos cantidades com-
plejas que difieren solamente en el signo de la parte imaginaria.
Asi,a +bV =1y a—bV—1 son cantidades complejas conjugadas. Del

propio modo, la conjugada de 5 ~2V'—1 es 542V —1.

OPERACIONES CON CANTIDADES COMPLEJAS

@ SUMA

Para sumar cantidades complejas se suman las partes reales entre si y
las partes imaginarias entre si.

(1) En las notas sobre el Concepto de Niimero que aparece en el Capitulo preliminar,
vimos cémo el campo de los nimeros se ampliaba a medida que lo exigian las necesidades
del cdleulo matemdatico. Ahora, llegado a este nivel de conocimientos, introducimos un nuevo
ente numérico, el nimero complejo, que estd formado por un par de nimeros dados en
un orden, en el cual uno es real y el otro puede ser imaginario.

Aun cuando haya antecedentes histéricos muy remotos del origen de los numeros
complejos, se tiene como verdadero precursor de la teoria de estos numeros a Bombelli
(siglo. XVI, italiano). Mds tarde, Descartes llamé niimero imaginario al nimero no real com-
ponente de un complejo. Sin embargo, a pesar de haberse desarrollado toda una teorfa sobre
los numeros complejos, éstos no adquirieron vigencia en las matemiticas hasta que Euler no
sancion6é su uso. Pero quien mds contribuyé a que los nimeros complejos se incorporaran
definitivamente a la ciencia matemdtica fue C. Wessel (1745-1818, danés), que brindé una
interpretacién geométrica de los nameros complejos. Es decir, tales entes nos sirven para
representar un punto en el plano. Con los ntmeros complejos podemos definir todas las
operaciones aritméticas y algebraicas; asi podemos explicar la extraccién de raices de indice

par de los nimeros negativos; la logaritmacién de niimeros negativos; las soluciones de una
ecuacion de n grados, etc.
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‘ (1) Sumar 24+5vV =Ty 3—2V—1.

E]emplos (24+85V =1} +(3—2V 1) =2434+5v=T-2vV=1
=(24+3)+(5—-2)V=1=5+3V—=1=5+43i. R
(2) Sumar 5—6V =1, —3+V =1, 4—8v—1.

5— 6V=T
-3+ V=1
4— 8V =1

6—13V—=1=6—-13. R

- EJERCICIO 257
Sumar:
1. 243Vv—=1, 5—-2v—1. 5. 83—2i 5—8i, —10+ 13i.
2. —4—5vV—1, —24+8vV—1. 6. 1—1, 443t V2+5i.
3. 12—-11v -1, 847V —1. 7. 24+V—2, 4—V—3.
4. b+V—=1,7+2vV—1, 9+7vV—1. 8. T1+VvV—5, VZ2—v—=9, —4+VvV—16.

. SUMA DE CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS
La suma de dos cantidades complejas conjugadas es una cantidad real.

En efecto: (a+bV—=1)+(a—bV—=1)=(a+a)+(b—b)V—1=2a

Ejemplo Sumar 54+3V =1y 5—3vV—1.
[543V —=1)+(5=3V—=1}=2%x5=10. R

B EJERCICIO 258

Sumar:
1. 7—-2v-1, 7T+2Vv—1L 4 =75~ =1, —T4av—1,
2. —-5—-3v—-1 —5+3Vv—-1 b. 8—3v =2, 8+3V -2
3. 9+iV3 9—iV3. 6. V2+4+iVv3 VZ2-iV3
RESTA

Para restar cantidades complejas se restan las partes reales entre si y
las partes imaginarias entre si.

: (1) De 5+7V—1 restar 4+2V —1.
E]BHIPIOS (547V =1) —(4+2V =1)=5+7V—1—4-2V—=1
=(5—4)+(7—2)V—=1=1+5V—1=1+5. R
(2) Restar —3—7V —1de 8—11V—1.
Escribimos el sustraendo con los signos cambiados debajo del minvendo y

tenemos:
—1v=1
3+ 7V =1

T 4\/—#11—4; R..
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- EJERCICIO 259

De 3—2v—1 restar 5+3V—1. . Restar 3—50v—1 de 11+80v—1.
De 844 —1 restar 3—10v—1. De 5—+/—25 restar 3+ 6i.

De —1—v/—1 restar —7—8vV—1. 8. De 4+vV—=h restar 24+ —3.
Restar 5—3v—1 de 4—7v—1. 9. Restar V346V —1 de VZ—5v—1.
Restar 8—7Tv—1 de 15—4V—1. 10. Restar —7+vV—=3 de 8—V—T.

-3

- w B

=)

DIFERENCIA DE DOS CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS_
La diferencia de dos cantidades complejas conjugadas es una imagi-
naria pura.

En efecto: (a+bVv—=1)—(a—bvV—=1)=a+bVvV—=T1—a+bVv—1
=(a—a)+(b+b)V=1=2bV=1=2bi.

. [543V —1]—(5=3v—=1)=(5-5)+(3+3)V—=1
l Ejemplo T tg &
@ EJERCICIO 260
{. De 2—v—1 restar 2+v—1. 4. Restar —5—v—=2 de —5+4+v =2,
9. De 74+3V—1 restar 7—3vV—1. 5. Restar V2—+v—3 de V2+VvV—3.
3. De —3—T7v—1 restar —34+7vV—1. 6. Restar —V5+4vV—2 de —VH—4\vV—2.

MULTIPLICACION

Las cantidades complejas se multiplican como expresiones compuestas,
pero teniendo presente que (Vv — 1)*=—1.

! Ejemplo

(1) Multiplicar 3+5vV =T por 4—3v —1.
3+ 5V =1
4— 3V =1
12420V =1
- 9V=T=15(V=1)
R+NV=T=15[=1)=124+11V=1415=27+11/=1, R

- EJERCICIO 261
Multiplicar:

3—4Vv—=1 por 5—3v—1.
4+7vV—=1 por —3—2v—1.
T—vV=4 por 5+V—=0.
8—V=0 por 114+vV—25.

3+VvV—=2 por 5—v—=2.
44V —3 por 5—V-=-2
V2+V=5 por V3+V=2.
VE+V=3 por V5+2V=3.

B0 1
® ;e



CANTIDADES COMPLEJAS @ 443

PRODUCTO DE CANTIDADES COMPLEJAS CONJUGADAS

El producto de dos cantidades complejas conjugadas es una canti-
dad real.

En efecto, como el producto de la suma por la diferencia de dos can-
tidades es igual a la diferencia de sus cuadrados, se tiene:

(a+bVv=1)(a—bV-=T1)=a*—(bV—=10=a*—[b3(V—=1)
= 0= (B 1)] =4 (= b) =at 4 b2

Ejemplos

(8=3V—=T)(8+3V—1)=8—(3V—=T)2=64+9=73,
(VI+5V=1)(VI—5V=T)=(VIP—(5V—1)=3+25=28,

B EJERCICIO 262
Multiplicar:
1. 1—i por 1+
2. 342V—-1 por 3—2Vv—1.
3. V2-5¢ por VZ+5i.

2V3+4i por 2v3—4du.
5—V—=2 por 54+V=2.
—9—V—=5 por —9+V—5h.

o o .

422\DIVISION

Para dividir expresiones complejas, se expresa el cociente en forma
de fraccion y se racionaliza el denominador de esta fraccién, multiplicando
ambos términos de la fraccién por la conjugada del denominador.

Ejemplo

Dividir 54+2v —1 entre 4 —3VvV —1.
54+2+v—1 = (54+2vV—=T)(4+3 V=T )_20+23 V= '1_—_6

4=3vV=T1 (4=3V=1)[4+3V=T) #£-3v=1)
14423 vV—=1 14+23V—1 H+23i "
6+9 25 25

B EJERCICIO 263
Dividir:
1L (Q+vV=D)+a-v=0). 4. (8—5i)+(T+6i).
2. (3+V=1)+(3—V=1). (4+V=3) = (5—4V=3).
3. (5—3vV=1)=(3+4VvV—1). 6. (V24+2V—=5)+(4V2—V=5).

=
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REPRESENTACION GRAFICA

REPRESENTACION GRAFICA DE LAS IMAGINARIAS PURAS
Para representar graficamente las cantidades imaginarias se traza un
sistema de ejes coordenados rectangulares XOX' e YOY' (figura 67) y to-
mando como unidad una medida escogida arbi-
Y trariamente se procede asi:
Las cantidades reales positivas se represen-
tan sobre el semieje positivo OX, llevando sobre
‘ :\/‘ este semieje, de O hacia X, la unidad escogida
I e tantas veces como unidades tenga la cantidad real
o . positiva que se representa. En la figura aparecen
X' * POl £ ¢ X representadas sobre OX las cantidades reales y
. positivas 1, 2, 3, 4. '

& Vay

_:\;‘: Las cantidades reales negativas se represen-
SN tan sobre el semieje negativo OX', llevando sobre

: este semieje, de O hacia X', la unidad escogida

Y tantas veces como unidades tenga la cantidad real
negativa que se representa. En la figura aparecen

FIGURA 67 representadas sobre OX' las cantidades reales ne-

. gativas —1, —2, —3, —4.

Las imaginarias puras positivas se representan sobre el semieje positi-
vo OY, llevando sobre este semieje, de O hacia Y, la unidad elegida tantas
veces como unidades tenga el coeficiente real de la imaginaria pura que se
representa. En la figura aparecen representadas sobre OV las imaginarias
puras positivas V=1, 2V =1, 3V =1, 4V —1.

Las imaginarias puras negativas se representan sobre el semieje nega-
tivo OY’, llevando la unidad elegida sobre este semieje, de O hacia Y’, tan-
tas veces como unidades tenga el coeficiente real de la imaginaria pura que
se representa.

En la figura aparecen representadas sobre OY' las imaginarias puras
negativas — vV —1, —2v—1, =3V —1, —4V~—1

El origen O representa el cero.

REPRESENTACION GRAFICA DE LAS CANTIDADES COMPLEJAS

Vamos a representar grificamente la cantidad compleja 543V —1.
Como consta de una parte real 5 y de una parte imaginaria 3V —1, el pro-
cedimiento consiste en representar ambas y luego hallar su suma geomé-
trica. (Figura 68).

La parte real 5 estd representada en la figura por O4 y la parte ima-
ginaria 8V —1 estd representada por OB. En A se levanta una linea AC
igual y paralela a OB. Uniendo el origen con el punto C obtenemos el
vector OC, que es la suma geométrica de 04 =5y AC=3V —1.

El vector OC representa la cantidad compleja 5+3 VvV —1.



REPRESENTACION GRAFICA @ 445

El punto C es el afijo de la expresién 5+3V —1.

El vector OC representa en magnitud el médulo o valor de la expre-
sién compleja.

El dngulo COA4 que forma el vector OC con el semieje OX se llama
argumento o amplitud.

FIGURA 68 I FIGURA 69

En la figura 69 aparece representada en el primer cuadrante la expre-
sion 6 +5V'—1, su afijo es el punto 4; en el segundo cuadrante esta repre-
sentada —4+3V —1, su afijo es el punto B; en el tercer cuadrante esta
representada —6—5Vv —1, el afijo es el punto C; en el cuarto cuadrante
estd representada 4 —3V —1 con su afijo en D.

PLANO GAUSSIANO. UNIDADES GAUSSIANAS

Podemos resumir lo visto anteriormente de este modo:

1) Las cantidades reales se representan sobre el eje de las x; sobre OX
si son positivas, sobre OX’ si son negativas.

2) Las imaginarias puras se representan sobre el eje de las y; sobre OY
st son positivas, sobre OY’ si son negativas.

J) En el resto del plano que determinan los ejes se representan las
cantidades complejas; cada expresién compleja tiene su afijo y cada punto
del plano determina una expresion compleja.

Este plano ha recibido el nombre de Plano Gaussiano en honor del
célebre matemadtico alemdn Carlos Federico Gauss, que impulsé en Europa
este método de representacién grafica de las cantidades imaginarias y com-

plejas. Por andloga razén, las unidades tomadas sobre los ejes de este plano
son llamadas unidades gaussianas.

@ EJERCICIO 264

Representar graficamente:
1. 242V=1. 4 7-3V—-1. 7. 3—6i. 10.  —53+4+6v—1.
—24+3V—1. 5. 1+i. 8. —5+4i. 1. —13-2v—=1.
3. —4—5vV—=1. - 6. —1-5i. 9. 43—7v—1. 12 —10+10.

-
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NIELS

|

HEMRIK ABEL (1802-1829) Matemaitico no-
ruego. Yivio durante toda su vida en extrema pobre-
xa. Traté de abrirse paso entre los matemaiticos del
continente, pero no lo logré. Obtuvo con Jacobi el
Gran Premio de Matemaiticas del Instituto de Francia,

caermue XXX

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UINA INCOGNITA

ECUACION DE SEGUNDO GRADO es toda ecuacién en la cual, una
@vez simplificada, el mayor exponente de la incégnita es 2.

. 4x2+Tx+6=0
es una ecuacién de segundo grado.

Ecuaciones completas de 20. grado son ecuaciones de la forma
ax*+ bx +c¢=0, que tienen un término en x? un término en x y un tér-
mino independiente de x.

Asi, 2x*+Tx —156=0 y x*—8x=—15 0 x*—8x+ 15=0 son ecuaciones
completas de 20. grado.

Ecuaciones incompletas de 2o0. grado son ecuaciones de la forma
ax?+ ¢ =0 que carecen del término en x o de la forma ax*+ bx =0 que ca-
recen del término independiente.

Asi, x*—16 =0 y 3x* + bx = 0 son ecuaciones incompletas de 20. grado.

427) RAICES DE UNA ECUACION DE 2° GRADO son los valores de la in-
i cognita que satisfacen la ecuacion.

Toda ecuacién de 20. grado tiene dos raices. Asi, las raices de la ecua-

cion x*—2x—3=0 son x,=3 y xp=—1; ambos valores satisfacen esta ecuacion.

Resolver una ecuaciéon de 2o0. grado es hallar las raices de la ecuacion.

446

por su trabajo sobre las funciones elipticas. Fue uno
de los mas grandes algebristas del siglo XIX. Demos-
tro el teorema general del binomio. Llevé a cabo la
demostracion de la imposibilidad de la resolucién de
las ecuaciones de quinto grado. Murié desconocido.




ECUACIONES DI SEGUNDO GrRADO @ 447

ECUACIONES COMPLETAS

428 ) METODO DE COMPLETAR EL CUADRADO PARA RESOLVER LA

ECUACION DE 2° GRADO ax®+bx+ec=0
Para comprender mejor este método,

consideremos primero la ecuacion del tipo — —— Xt X o=
Podemos escribir esta ecuacion del siguiente modo: — Xt bX==C

Si observamos el primer miembro veremos que al binomio x2+ bx

le falta un término para ser un trinomio cuadrado perfecto. Tal término

es el cuadrado de la mitad del coeficiente del segundo término (%)2,0
lo que es lo mismo zz

In efecto, formamos asi un trinomio cuyo primer término es el
cuadrado de x; su segundo término es el doble producto de x por -g—; y

su tercer término es el cuadrado de la mitad del coeficiente del segundo

. b .5
término (T))E o0 sea = Para que no se altere la ecuacién le agregamos
al segundo miembro la misma cantidad que ‘le agregamos al primer
miembro.

, \ r b2 bz
Asl tendremos: — — 5 x24 bx +(——- e )—-c
4 ]

En el primer miembro de esta ecuacién tememos un trinomio cua-

drado perfecto.

7 .0 b z_b.z
Factoramos: _— (x+?)-4—-—r

Extraemos la raiz cuadrada : \/7{) 'b'-=
a ambos miembros: == g (x * 7)2 = i ¢

o i b
xl——-mz { V 1 =g Xg = '-2 = Jr =

Cuando el coeficiente de x* es mayor que 1, el procedimiento es esen-
cialmente el mismo, sélo que como primer paso dividimos los tres términos
de la ecuacién entre a, coeficiente de x*. Pondremos un ejemplo numérico.
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Ejemplo

Sea lo ecuacién 4x* + 3x —22 =0,
Transponiendo el término independiente: x2 4+ 3x =122

Dividiendo por el coeficiente del primer .. 3 22
término: - - y Xt Tk = T
Agregando el cuadrado
delnmi:odde%: A —— *"+—‘ ( ) N ( )
( 3) . 22 9
Factorando el primer miembro: ————— —_ x + B +6_4
Extrayendo la raiz
cuadrada a los dos
miembros: ——— x + =2
Resolviendo: ——— x +_: 4 ﬁ
8 64
3 361
e S e
8 64
3 19
IRt e e
8 8
__ 3.,
xl——“é'-i-a——-s—— =2 ;
3w _n_ 3 R-'l,,___:_zz
778 8 8 4
DEDUCCION DE LA FORMULA PARA RESOLVER
LA ECUACION GENERAL DE 2° GRADC ax?+bx+¢c=0
La ecuacién es — — ax*+ bx+c=0
Multiplicando por 4a: —— —s  4a*’x?+4abx +4ac=10
Sumando b2 a los dos miembros: ———————  4a*x? 4+ 4abx + 4cc + b2 = b?
Pasando 4ac al 20. miembro: ———————  4a*x?+4abx + b? = b*— dac
Descomponiendo el primer miembro,
que es un trinomio cuadrado perfecto: - i . (2ax 4+ b)* = b?--dac
Extrayendo la rafz cuadrada a los dos miembros: —»  2ax+b==V*—4dac
Transponiendo b: ——— y 2ax=-— b +~/' b2 —4dac
Despejando x: —9M8M8M 2 b= Vb —4ac
2a
férmula que me da las dos raices de la ecuaciéon ax®+ bx + ¢ =0 (porque

de esta formula salen dos valores de x segin se tome V b?—dac con
signo + o —) en funcién de a, coeficiente del término en x* en la ecua-
cion, b coeficiente del término en x y ¢ el término independiente.

Obsérvese que en la férmula aparece el coeficiente del 20. término

de la ecuacién b con signo distinto al que tiene en la ecuacion.
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RESOLUCION DE ECUACIONES COMPLETAS DE 2° GRADO SIN
DENOMINADORES APLICANDO LA FORMULA GENERAL

(1) Resolver la ecuacién - 3x* —7x+2=0.

‘ Ejemplos | T

Apli la férmula x =
plicomos la formula x %

Aqui a =3, b= —7,c =2, luego sustituyendo y teniendo presente que al sus-
tituir b se pone con signo cambiado, tendremos:

_7=V7P—4(3)(2) 7=V -2 7xVB_7%£5

2(3) 43 6 S ey 1
Entonces: :
xl:7—+5=E:2 [ :.=2
6 é R.é 1
7—5 2 1 { X ='3'
Ny =——=— =—
(] 6 3

2 y 4 son las raices de la ecuacién dada y ambas anulan la ecuacién.
Sustituyendo x por 2 en la ecuacién dada 3x* — 7x + 2 =0, se tiene:

3(22)—7(2)+2=12—14+2=0.
Sustituyendo x por 3: 3(3P—7(3)+2=3—3+2=0.

(Z) Resolver la ecuacién éx — x* —9 =0,
Ordenando y cambiando signos: x* — éx 4+ 9 =0,

Vamos a aplicar la formulu temendo presente que a, coeficiente dc x%, es 1:

61\/_'-7'33 6::w/"_r U

Entonces x tiene un solo valor 3; las dos raices son igual‘as: "
X = Xo = 3. R.
@ EJERCICIO 265
Resolver las siguientes ecuaciones por la férmula general:
1. 3x*—5x+2=0. 7. 6x2=x+222. 13. 176x=121+64x%.
2. 4x24-3x—22=0. 8. x+11=10x2 14. 8x+5=36x>
3. x*411x=—24. 9. 49x2—T70x+25=0. 15. 27x2+12x—T7=0.
4. x?=16x—63. 10. 12x—Tx24-64=0. 16. 15x=26x242.
9. 12x—4—9x2=(. 11. x*=—15x—56: 17. 8x2—2x—3=0.
6. 5x2—Tx—90=0. 12. 32x2+18x-17=0. 18. 105=x+2x2.

(3) Resolver la ecvacién (x+4)2=2x(5x—1)—7(x—2).
Para aplicor la férmula hay que llevarla a la forma ax®* + bx + ¢ =0.

Efectuondo: 2+ 8x+16=10x2—2x —7x + 14
Transponienda: x* 4+ 8x +16—10x*+ 2x +7x — 14 =0
Reduciendo: —9x24+17x+2=0

Cambiando signos: ME=17x—2=0
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Aplicando la férmula:

7y VP =4(2)(=2)_ 17EV289+72_ 17xV36]_ 17%19

X =

2(9) 18 18 18
Entonces:
L1 [x=2
8 8 R. ] i
7= =2 1 X; == g
ST 9 L

- EJERCICIO 266

Resolver las ecuaciones siguientes llevindolas a la forma ax?+bx+c=0
y aplicando la férmula general:

1. x(x+8)=5x+3. 7. T(x—8)—5(x2—1)=x2—5(x+2).

2. 3(3x—2)=(x-+4)(4—x). 8. (x—b)*—(x—6)=(2x—3)?—118.

3. 9x+1=3(x*—b)—(x—3)(x+2). 9. (bx—2)%2—(3x+1)*—x2—60=0.

4. (2x—3)>—=(x+5)*=—23. 10. (x+4)3—(x—3)3=343.

5. 25(x+2)2=(x—T)*—81. 11, (x42)3—(x—1)=x(3x+4)+8. .
6. 3x(x—2)—(x—6)=23(x—3). 12. (5x—4)2—(3x+45)(2x—1)=20x(x—2)+21.

DEDUCCION DE LA FORMULA PARTICULAR PARA RESOLVER
ECUACIONES DE LA FORMA x*4+mx+n=0

Las ecuaciones de esta forma como x* + 5x + 6 =0 se caracterizan por-
que el coeficiente del término en x* es 1. Estas ecuaciones pueden resol-
verse por la férmula general con sélo suponer en ésta que a =1, pero existe
para ellas una férmula particular, que vamos a deducir.

La ecuacion es x2+mx+n=0.
Transponiendo n: xttmx=—mn.
m? . m? m?
Sumando T los dos miembros: x* +mx + T g ™
2 ; 7 i \*  m?
Descomponiendo el primer miembro, _ (x-.I-? =
que es un trinomio cuadrado perfecto:”
) g
Extrayendo la rafz cuadrada _ STV ,V LI
a los dos miembros: — 2 4
. m m / m?
i ey Xm——a A —D
Transponiendo 5" 2 1/ n

Obsérvese que m y n aparecen en la férmula con signos distintos a
los- que tienen en la ecuacidn.
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Ejemplo Resolver 3x* — 2x (x — 4 ) = x — 12 por la férmula particular.
Simplificando la ecuacién:  3x* —2x* +8x = x — 12

_ x*4+7x +12=0.
Aqui m=7, n=12, lvego aplicando la férmula particular:

7 /49 iZ \/T Tl
e 0 4 R e

Entonces: 1 6
=t —_—=——==3 = —
- 2 2 [ = B
R.
1 8 X;_-=—4,
Xz———‘——-—:——-:—d'
2 2

- EJERCICIO 267

Resolver las siguientes ecuaciones aplicando la férmula particular:

1, x2—3x+2=0. 6. x*—(Tx+6)=x+59.

9. x2—2x—15=0. 7. (x—1)+11x+199=3x2—(x—2)2.

3. x?=19x—88. 8: (x—2)(x+2)—T(x—1)=21.

4. x?4-4x=285. 9. 2x2—(x—2)(x+5)=T7(x+3).

5. ox(x—1)—2(2x2—Tx)=—8. 10. (x—=1)(x+2)—(2x—3)(x+4)—x+14=0.

RESOLUCION DE ECUACIONES DE 2° GRADO
CON DENOMINADORES

Ejemplo 0P T
Resolver la ecuacién — = — — —,
, _ 3x  5x% 60
Hay que quitar denominadores. El m. c. m. de 3x, 5x2 y é0 es 60x*. Tendremos:
20x =84 —11x2

Transponiendo: 11x% + 20x — 84 = 0.

. . ]
Aplicando la férmula se obtiene x; = 2, x5 = — 3 R.

1
- EJERCICIO 268

Resolver las siguientes ecuaciones:

x* x 3 53 1 x=13 10(5x+3)
1. = 5. —— = 10. = At
2 2 10 x  x+2 X x*
g A 13 3 8 15 11x+5 " L x—2 b
TR T x 7 T g e 42
x*: = Bax dx—1 4x* 1—-3x  20x
4. ———=23(x—25). 7. 4 =3. 12. — _-,
6 Sa 3xt5 | xtl x~1 4 3
1 2 1 1 1 3x—1 2x ¥
4, —(x—4+—(x— 3 — =— 13. — —— =),
R ati e R e % %=1 6
-3 x— —8  Tx—4
== (x2— 53) g -8 _#-a jg 2B
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x+3 - x—1 17 x4 i x+2 1 19 x—1 x+1 2x+9
ox—1 4x+7 x+5 x+3 24" C x4l x—1  x+4+3°
1 1 1 ;
—_——_— , 18. 5 — 6 ';3?— 20. 3 — 1 = 1 5
4—x 6 x+1 x2—1 x+1 8 x+2 x—-2 x+1

@RESOLUCION DE ECUACIONES DE 2° GRADO POR
DESCOMPOSICION EN FACTORES
Descomponiendo en factores el primer miembro de una ecuacién de

la forma

x*+mx+n=0 o ax*+ bx+¢=0 se obtiene un método muy r4-

pido para resolver la ecuacidn.

(A)

(B)
(C)

Resolver x% + 5x — 24 = 0 por descomposicién en factores.

E]emplo Factorando el trinomio (145), se tiene:

(x+8)(x—3)=0.
Para que el producto (x+8)(x —3) sea cero es necesario que por lo me-
nos uno de estos factores sea cero, es decir, la ecuacién se satisface para
x+8=0y x—3=0.
Podemos, pues, suponer que cualquiera de los factores es cero.
Si x+8=0, se tiene que x=—28
y si x —3=0, se tiene que x =3.
Lo anterior nos dice que x puede tener los valores —8 ¢ 3. Por tanto, — 8 y
3 son las raices de la ecuacién dada.
— 8.

RN 3.

[ %
Por tanto, para resolver una ecuacién de 2° grade por descomposicién en fac-
tores:
Se simplifica la ecuacién y se pone en la forma x*+mx+n=0 o
ax?+ bx+¢=0.
Se factora el trinomio del primer miembro de la ecuacién.
Se igualan o cero cada uno de los factores y se resuelven las ecuaciones sim-
ples que se obtienen de este modo.

= EJERCICIO 269

Resolver por descomposiciéon en factores:

x2—x—6=0. 9. 60=8x?+157x. B s 2O
x—2 4
x24+7x=18. 10 x(x—1)—5b(x—2)=2. 8 6 __4 8
Bx—65=—x2 1. (x—2)i—(2x-+3)=—80 " x—4 x 12
. (x—2)?—(2x =—80. . .
x2=108—3x. 17, (x=2)*—(x—3)*=3T.
12. _(i_?_:_é x—1 2_x+3
2x24-Tx—4=0. R w 3’ 18. e —-92= 5
6x2=10—11x. 4 y
13, x+2 i 14 - dx—1 _ 2x+1
20x2—2Tx=14. x x 2x+3  6x+5
Tx=15—30x2. 14, (x+2)— D 5 go, A2 9xt14

3 4 12x
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ECUACIONES LITERALES DE 2° GRADO

@ Las ecuaciones literales de 2° grado pueden resolverse, como las nu-

méricas, por la férmula general o por descomposicién en factores. En
muchas ecuaciones literales la resolucién por factores es muy répida, mien-
tras que por la férmula resulta mucho mas laboriosa.

‘ a8 2x
(1) Resolver la ecuacibn — ——=1,
X a

Ejemplos

Quitando denominadores: -
3a? — 2x%2 = ax

2x% 4+ ax — 3a? = 0.

Aplicando la férmula. Aqui @ =2, b=a, ¢ = —3d? luego:
_-'ai\/d2'—4[2}.{—309]__ ~~-"'+:.|:!.:\‘4‘01571-_244«1'5\_ —azxV 256 —axba
U 4 x 4 5 4 ARLF
—a-+5a 4a =3
X1 = 4 = 4—:0 X\
R.
_—a—5a _ 6a g3 %, =—;a.
S i

(2) Resolver la ecuacién 2x* — 4ax + bx = 2ab.

La solucién de las ecuaciones de este tipo por la férmula es bastante laboriosa,
sin embargo, por descomposicién en factores es muy réapida.
Para resolver por factores se pasan todas las cantidades al primer miembro
de modo que quede cero en el segundo. Asi, en este caso, transponiendo
2ab, tenemos: '

2x% — dax + bx — 2ab =0

Descomponiendo el primer miembro (factor comin por agrupacién), se tiene:
2 (x—2al+b(x—2a)=0

o sea (x—2a)(2x+b)=0
Igualando a cero cada factor, se tiene:
Si x—2a=0, x = 2a. [ x, = 2a.
R. { ;
2% +b =0, x==2 | xe=—73
@ EJERCICIO 270
Resolver las ecuaciones:
1. x2+2ax—35a2=0. 5. x24ax=20a2 0. x*—2ax=6ab—3bx.
2. 10x*=36a*—13 ax. 6. 2x*=abx+3a%b2. 10. 3(2x2—mx)+4nx—2mn=0.
5. a*x?4abx—2b2=0, 7. bx*42abx=3a2. 11, x*—a?—bx—ab=0.

4. B9bx=42x2422b% 8. x*tax—bx=ab. 12. abx?—x(b—2a)=2.
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13, x2—2ax+a?—b?=0. 18, x2—2x=m*+2m. 23. gt {55 a2 = —4,
a—x a+x

14. 4x(x—b)+b*=4m>. 19. x*4m2x(m—2)=2m?. " # e

15. x2—bi+4a—dax=0. 20. 6x*—15ax=2bx—bab. : x—1 2(a—2)
3x+ a x*? =0 9 4 5

16. x*—(a+2)x=—2a. 8Ttz a=Y 25. x+—=—+20.
2x—b 2bx—b2 2x—b x 2x

17. x*42x(4—3a)=48a. i 4 _ .

) ", =3 3x BT TR

ECUACIONES INCOMPLETAS

Las ecuaciones incompletas de 29 grado son de la forma ax*+c¢ =0,
que carecen del término en x, o de la forma ax® + bx = 0, que carecen
del término independiente.

ECUACIONES INCOMPLETAS DE LA FORMA ax*+c¢c=0
Si en la ecuacion ax®+ ¢ =0 pasamos ¢ al 20. miembro, se tiene:

axi=—c¢ .. x2=—-£ el =t -—E.
a a
Si a y ¢ tienen el mismo signo, las raices son imaginarias por ser la
raiz cuadrada de una cantidad negativa; si tienen signo distinto, las raices
son reales.
. A igual resultado se llega aplicando la férmula general a esta ecuacién
ax*+ ¢ =0 teniendo presente que b =0, ya que el término bx es nulo. Se

tiene:

Ry Ve L = dac i o
) 2a B 4a* a
- 7 2
\ E.’ emp lOS (1) Resolver lo ecuacién x2+1=——+3,
Suprimiendo denominadores: IE+9=7x>+27
Transponiendo: Ix2—7x2=27—9
2%x*=18
x*=9
Extrayendo la raiz cuadrada: x==V9
x=%x3 R

Las dos raices +3 y — 3 son reales y racionales.

(2) Resolver la ecuacién x*+5=7.
Transponiendo y reduciendo: x?=2
x==V2 R
Las dos raices V'2Z y =V 2 son reales e irracionales.



ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO ® 455

(3) Resolver la ecuacién 5x2 + 12 = 3x2 —20.

Transponiendo: S5x2—3x2=—-20-12
% =—32
xr==16

Extrayendo la raiz cuadrada: x=*V=16

x= =4V — 1= +4ig.
Las dos raices son imaginarias.

B EJERCICIO 271
Resolver las ecuaciones:

1. 3x3=48. 9. (2x—1)(x+2)—(x+4) (x—1)+5=0.

. ‘oxt 6x? 12

Rt 2x—3  x—2

4. 912—0.2:0. 11. x_3 & x—1 .

—5)=—1. x2—5 4x2—1 14x2-]1
Beiiprign=Ry=mt 13 ——+—————=0.
6. (2x—3)(2x+3)—135=0. ; - =
x
7. 3(x+2)(x—2)=(x—4)*+8x. 13. 2x—3— e b
1 1 1 3
8. L - e =9
(#+5)(—5) =3 W3- mry s
ECUACIONES INCOMPLETAS DE LA FORMA ax®*+bx=0
Vamos a resolver la ecuacion ax?+ bx =0 x(ax + b)=0.

por descomposicién. Descomponiendo se tiene:
Igualando a cero ambos factores:
x=0.

ax+b=0 .. :--—*--2.
a

Se ve que en estas ecuaciones siempre una raiz es cero y la otra es el
coeficiente del término en x con signo cambiado partido por el coeficiente
del término en x2.

Igual resultado se obtiene aplicando la férmula general a esta ecua-

. . . — b ==/b —bh=*b
ciéon teniendo presente que c=0. Se tiene: x - =

2a 2a
—-b+b " 0
d i ===
y de aqu _ Xy % e 0
-b—-b —2b b
X2 = — =——

2a 2a a
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’ Ejemplos

Transponiendo:

Descomponiendo:

Igualando a cero:

; 3
Las raices son 0 y — R.

(2) Resolver la ecuacién 3x—1=

Quitando denominadores:

Transponiendo y reduciendo:

Descomponiendo:

Las raices son 0 y 4. R.

& EJERCICIO 272

Resolver las ecuaciones:

1. x2=5x.
2. 4x2=—32x,

3. x2—3x=8x2—4x.

4. 5x2+4=2(x+2).

(1) Resolver la ecuacién 5x% = — 3x.

5x*+3x =0

x[5x+3)=0

x= 0

S gsEla it e

{(3x—1)x—2)=5x+2
I —=Tx+2=5x+2
32=12x=0
x(x—4)=0
W=0 .. x=3=0
x—A4=0 J. x=4

. (x—3)2—(2x+5)2=—16.

x x—9 3

3 6 2

- (4 —1)(2x+3)=(x+3)(x—1).

x+1  x+4
=1,

x—1 x—=2

ECUACIONES CON RADICALES QUE SE REDUCEN
A 2° GRADO. SOLUCIONES EXTRANAS

Las ecuaciones con radicales se resuelven, como sabemos, destruyendo
los radicales mediante la elevacién de los dos miembros a la potencia que

indique el indice del radical.

Cuando la ecuacién que resulta es de 20. grado, al resolverla obten-
dremos las dos raices de la ecuacion, pero es necesario hacer la verificacién
con ambas raices en la ecuacion dada, comprobar si ambas raices satisfacen
la ecuacién dada, porque cuando, los dos miembros de una ecuacién se
elevan a una misma potencia generalmente se introducen nuevas soluciones
que no satisfacen la ecuacion dada. Estas soluciones se llaman soluciones

extranas o inadmisibles.
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Por tanto, es necesario en cada caso hacer la verificacion para aceptar
las soluciones que satisfacen la ecuacion dada y rechazar las soluciones ex-
trafias.

Al hacer la verificacion se tiene en cuenta solamente el valor positivo
del radical.

Ejemplo

Resolver la ecuacién V4x —3—V x—2=V3x—5.
' Elevando al cuadrado:

Viax—3P—2Va&x—3Vx—2+V(x—2P=V[&—5F

o sea 4x—3—2VaxZ—1Ix+6+x—2=3x—5

Aislando el radical: —2VAF—TIx+6=3x—5—4x+3—x+2.
Reduciendo: — VAT —=TIx+6=—2

Dividiendo por — 2: VaZ=TIx+é=x

Elevando al cuadrado: 452 — x4+ 6=x*

Transponiendo y reduciendo: E—=11x+6=0

Descomponiendo: (x—3)}{3x—2)=0.

Igualando a cero: x—3=0 .. x=3.

3} —2=0 . x=i,

Haciendo la verificacién se ve que el valor x =3 satisface la ecuacién dada, pero
el valor x =% no satisface la ecuacién. Entonces, x =% es una solucién extrafa,
que se rechaza.

La solucién correcta de la ecuacién es x=3. R.

@ EJERCICIO 273
Resolver las ecuaciones siguientes haciendo la verificacién con ambas raices:

1. x+Vix+1=5. 9. Vox+Vix—3=3.

2. s _—__-:: —-T. 6

¥ A= 10 VEFI+—e=b.
VBx—1+Vx+3=4. #ihd

. 2Vx—Vx+5=1. i1 \/§+-j—_=5.

5. V2x—1+VvVx+3=3. i 8

6. VEI+VERFI-gvE=0 12 2VE=VaETHo—

7. Vix—1-V3—x=V2x. 13. Vx+Vx+B=2Vx.
8. V3x+1+Vbx=v16x+1. 14. Vo—x+Vx+T1—VI12x+1=0.

REPRESENTACION Y SOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES
DE SEGUNDO GRADQ

Toda ecuacién de segundo grado con una sola incognita en x repre-
senta una parabola cuyo eje es paralelo al eje de las ordenadas.
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Ejemplos |

(1) Representar y resolver graficamente la ecuacion x* — 5x +4 = 0.

El primer miembro de esta ecuacién es una funcién de segundo grado de- x.
Haciendo la funcién igual a y, tenemos:

y=x2—5x+4.

A cada valor de x corresponde un va-
lor de la funcién. Demos valores a x.
(Fig. 70).

Para
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Representando estos valores de y corres-
pondientes a los que hemos dado a x, ob-
] tenemos la serie de puntos que aparecen
sefialados en el gréfico. Uniendo estos
\4 puntos por una curva suave se obfiene la
pardbola ABC, que es la representacion
gréfica del primer miembro de la ecue-
cién dada.
El punto inferior de la curva, en este caso
corresponde al valor x=24.
El punto inferior de la curva (o el superior segin se verd después) se obtiene

| FIGURA 70 ‘

; ; b .
siempre ¢vando a x se le da un valor igual a — ' En esta ecuacion que

hemos representado b=—5 y a=1, y por tanto —T: =;: 2—:*.

Las abscisas de los puntos en que la curva corta al eje de las x son los raices
de la ecuacién. En este caso la curva corta al eje de las x en dos puntos
cuyas abscisas son 1y 4 y éstas son las raices de la ecuacién x* —5x + 4 =0.
Véase que en la tabla de valores anterior para x =1y x =4, y=0. Llos raices
anulan la ecuacién.

Cuando ambas raices son reales y desiguales la curva corta al eje de las x en
dos puntos distintos.

Por tanto, para resolver gréficamente una ecuacién de segunde grado en x
basta hallar los puntos en que la curva corta al eje de las x.
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(Z) Representar y resolver graficamente la ecuacién x* —éx + 9 =0.

Tendremos:
y=x*—6éx+9.
Demos valores a x. (Fig. 71).
i) I i
Para x=0, y=9 | Y
x=1, y=4 \
¥=2, y= - f
ol | 1
x=4, y=I \
x =15, y=4 : \ 7 4 1
x=6 y=9, et \ 7
Representando estos puntos y uniéndolos \l
resulta la pardbola ABC que es tangente —- 4
al eje de las x. Esta curva es la repre- . ;\-‘/
sentacién grafica del primer miembro de X 1]0| |B . | 1 X
la ecuacién x2 —éx+9=0. |
La curva toca al eje de las x en un solo % R

punto B cuya abscisa es 3, luego los dos
raices de la ecuacién son iguales y va- :
len 3. Obsérvese que en la tabla de va- I

lores x =3 anula la funcién, ke B

NOTA

Cuando al aplicar la férmula a una ecuacién de 2° grado la cantidad subra-
dical de V' b* — 4ac es negativa, ambas raices son imaginarias.

La pardbola que representa una ecuacién de 2° grado cuyas raices son imagi-
narias no corta al eje de las x.

& EJERCICIO 274
Representar graficamente las funciones:

1. x243x—4. 3. x2-5x+6. . x2—2x—8. 7. x2—8x+16. 9. 2x2—9x+7.
2. x243x+2. 4 x242x—8. 6. x2-9, 8. x244x+4. 10, 3x2—4x-T.

Resolver graficamente las ecuaciones:
11, x2—4x+48=0. T4 x244x+3=0.- 17. x248x+16=0. 20. x2—dx=—4.
12, x2—x+8=0. 15, x2—g—x. 18.  x2—4=. 21, 2x2—9x+10=0.
18, x2—2x—8=0. 16. x2=9x—1. 19, x2=3x+10. 22.  2x2—5x—T7=0.
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PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN POR ECUACIONES DE
SEGUNDO GRADO. PROBLEMA DE LAS LUCES

i@ Cuando el planteo de un problema da origen a una ecuacion de se-
gundo grado, al resolver esta ecuacién se obtienen dos valores para
la incognita.
Solamente se aceptan como soluciones del problema los valores de la
incognita que satisfagan las condiciones del problema y se rechazan los que
no las cumplan.

€
@ A es dos anos mayor que B y la suma de los cuadrados de ambas eda-
des es 130 anos. Hallar ambas edades.

Sea x=la edad de 4.
Entonces x—2=la edad de B.
Segun las condiciones: X%+ (x — 2)* =130.
Simplificando, se obtiene: x*—2x —63=10.
Resolviendo: (x =9 (x+T7)=0.
x—9=0 . x=89
x+T7=0: x==17
Se rechaza la solucion x=—7 porque la edad de A no puede ser

~T anos y se acepta x =9. Entonces A tiene 9 aios y B tiene x—2=7 anos. R.

460
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A compré cierto numero de sacos de frijoles por $240. Si hubiera
comprado 3 sacos mas por el mismo dinero, cada saco le habria costa-
do $4 menos. ;Cuantos sacos compré y a qué precio?

Sea x =el ntimero de sacos que compro. 9
Si compré x sacos por $240, cada saco le costd $ i

Si hubiera comprado 3 S’l(.OS mas, x+3 sacos, por eI mismo dinero

$240, cada saco saldria a $— pero segin las condiciones el precio de
240

cada uno de estos sacos, por serfa $4 menor que el precio de cada uno
x

; 240 : i
de los sacos anteriores, —; luego, se tiene la ecuacién:

240 _ 240
x  x+3
Resolviendo esta ecuacion se obtiene x=12 y x =— 15
Se rechaza la solucion x=—15 y se acepta x=12; luego, compré
240 240
12 sacos y cada saco le costd T:E:WO' R.

La longitud de un terreno rectangular es doble que el ancho. Si la

longitud se aumenta en 40 m y el ancho en 6 m, el drea se hace
doble. Hallar las dimensiones del terreno.

Sea x=el ancho del terreno.

Entonces 2x =la longitud del terreno.

El drea del terreno es x X 2x = 2x%,

Aumentando la longitud en 40 m, ésta serfa (2x +40) m, y aumen-
tando el ancho en 6 m, éste seria (x +6) m. El drea ahora seria (2x + 40)
(x + 6) = 2x* + 52x + 240 m? pero segun las condiciones esta nueva drea
seria doble que la anterior 2x*; luego, tenemos la ecuacion:

2x2 + 52x + 240 = 4x2.

Transponiendo y reduciendo:

—2x*+52x +240=0.

Cambiando signos y dividiendo por 2:

x*—26x —120=0.
Resolviendo esta ecuacion se halla x =10 y x=—4.

Aceptando la solucion x = 30, el ancho del terreno es 30 m y la lon-
gitud es 2x =60 m. R.

Una persona vende un caballo en $24, perdiendo un ¢ sobre el cos-
to del caballo igual al nimero de pesos que le costé el caballo. ;Cuan-
to le habia costado el caballo?

Sea x =el nimero de pesos que le habia costado el caballo.
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6
6% de $6 procedemos asi: =—— luego, el x% de $x serda

Entonces x = % de ganancia sobre el costo.

La pérdida obtenida es el x% de $x. En Aritmética, para hallar el
X6 36 xXXx x®

100 100

100 100

o gt . .
Entonces, como la pérdida 100 < la diferencia entre el costo x y el

precio de venta $24, se tiene la ecuacion:

x2
—=x—24.
100
Resolviendo esta ecuacion se halla x = 40 y x = 0.

Ambas soluciones satisfacen las condiciones del problema; luego, el ca-

ballo habri costado $40 6 $60. R.

1.

-3

10.

11.

13.

14.

EJERCICIO 275

La suma de dos numeros es 9 y la suma de sus cuadrados 53. Hallar los
numeros.

Un numero positivo es los § de otro'y su producto es 2160. Hallar los
numeros.

A tiene 3 afos mds que B y el cuadrado de la edad de 4 aumentado en

el cuadrado de la edad de B equivale a 317 aifios. Hallar ambas edades.
Un numero es el triplo de otro y la diferencia de sus cuadrados es 1800.
Hallar los ntimeros.

El cuadrado de un numero disminuido en 9 equivale a 8 veces el exceso.

del numero sobre 2. Hallar el nimero.

Hallar dos numeros consecutivos tales que el cuadrado del mayor exceda

en 57 al wriplo del menor.

La longitud de una sala excede a su ancho en 4 m. Si cada dimension
se aumenta en 4 m el drea serd doble. Hallar las dimensiones de la sala.
Un comerciante compré cierto numero de sacos de azicar por 1000 bo-
livares. Si hubiera comprado 10 sacos mds por el mismo dinero, cada saco
le habria costado 5 bolivares menos. ¢Cudntos sacos comprd y cudnto le

costd cada uno?

Un caballo cost6 4 veces lo que sus arreos y la suma de los cuadrados del
precio del caballo y el precio.de los arreos es860625sucres. ¢Cudnto costd
el caballo y cudnto los arreos?

La diferencia de dos ntiimeros es 7 y su suma multiplicada por el nimero

menor equivale a 184. Hallar los ntimeros.

La suma de las edades de 4 y B es 23 afios y su producto 102. Hallar

ambas edades.

Una persona compré cierto niimero de libros por $180. Si hubiera com-
grado 6 libros menos g)or el mismo dinero, cada libro le habria costado
1 mds. ¢Cudntos librds compré y cudnto le costé cada una?

Una comémﬁia de 180 hombres estd dispuesta en filas. El nimero de
soldados de cada fila es 8 mds que el nimero de filas que hay. :Cusntas
filas hay y cudntos soldados en cada una? )

Se vende un reloj en 75 soles ganando un % sobre el costo igual al ng-
mero de soles que costé el reloj. Hallar el costo del reloj.
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Entre cierto nimero de personas compran un auto que vale $1200. El
dinero que paga cada persona excede en 194 al numero de personas.
¢Cudntas personas compraron el auto?

Compré certo nimero de relojes por $192. Si el precio de cada reloj
es los 3 del nimero de relojes, ¢cudntos relojes compré y cudnto pagué
por cada uno?

Se ha comprado cierto numero de libros por $150. Si cada libro hubiera
costado $1 mds, se habrian comprado 5 libros menos con los $150. ;Cudn-

_tos libros se compraron y cudnto costé cada unor?

Por 200 lempiras compré cierto nmimero de libros. Si cada libro me hubiera
costado 10 lempiras menos, el precio de cada libro hubiera sido igual al
numero de libros que compré. ;Cudntos libros compré?

Compré cierto nimero de plumas por $24. Si cada pluma me hubiera
costado $1 menos, podia haber comprado 4 plumas més por el mismo
dinero. ¢Cudntas plumas compré y g qué precio?

Un tren emplea cierto tiempo en recgrrer 240 Km. Si la velocidad hubiera
sido 20 Km por hora mds que la que llevaba hubiera tardado 2 horas
menos en recorrer dicha distancia. ¢En qué tiempo recorrié los 240 Km?
Un hombre compré cierto nimero de caballos por $2000. Se le murieron
2 caballos y vengieudo cada uno de los restantes a $60 mds de lo que le
costd cada uno, gand en total $80. ¢Cudntos caballos compré y cudnto le
costé cada uno?

Hallar tres nimeros consecutivos tales que el cociente del mayor entre

el menor equivale a los ;36 del numero intermedio.

El producto de dos nimeros es 180 y su cociente 1}. Hallar los nimeros.
Un hombre compré cierto niimero de naranjas por $1.50. Se comid 5 naran-
jas y vendiendo las restantes a 1 ctvo. mds de lo que le cost6 cada una recu-
perd lo que habia gastado. ¢Cudntas naranjas compré y a qué precio?
Cuando vendo un caballo en 171 quetzales gano un % sobre el costo igual
al nimero de QQ  que me costd el caballo. ;Cuianto costé el caballo?
El producto de dos niimeros ‘es 352, y si ¢l mayor se divide por el menor,
el cociente es 2 y el residuo 10. Hallar los nimeros.

Se han comprado dos piezas de tela que juntas miden 20 m. El metro
de cada pieza costé6 un nimero de fuesos igual al nimero de metros de
la pieza. Si una pieza costd 9 veces lo que la otra, ¢cudl era la longitud
de cada pieza?

Un tren ha recorrido 200 Km en cierto tiempo. Para haber recorrido
esa distancia en 1 hora menos, la velocidad debia haber sido 10 Km
por hora mis. Hallar la velocidad del tren.

Un hombre ha ganado 84 colones trabajando cierto numero de dias.
Si su jornal diario hubiera sido 1 colén menos, tendria que haber tra-
bajado 2 dias mds para ganar 84 colones. ¢Cudntos dias trabajé y cuil
es su jornal?’

Los gastos de una excursion son $90. Si desisten de ir 3 personas, cada
una de las restantes tendria que pagar $1 mds. ¢Cudntas personas van
en la excursion y cudnto paga cada una?

El cociente de dividir 84 entre cierto nimero excede en 5 a este nimero.
Hallar el ntimero.

La edad de 4 hace 6 afios era la raiz cuadrada de la edad que tendrd
dentro de 6 afos. Hallar la edad actual.

Compré cierto nimero de libros por $40 y cierto nimero de plumas
por $40. Cada pluma me costd $§1 mds que cada libro. ¢Cuintos libros
compré y a qué precio si el nimero de libros excede al de plumas en 2?



464 ®  ALGEBRA

PROBLEMA DE LAS LUCES

@ El Problema de las Luces consiste en hallar el punto de la linea que
une dos focos luminosos que esta igualmente iluminado por ambos
focos.

Sean dos focos luminosos A y B (figura 72). Sea [ la intensidad lumi-
nosa del foco 4 e I’ la intensidad del foco B. (Intensidad o potencia lumi-
nosa de un foco es una magnitud que se mide por la cantidad de luz que
arroja un foco normalmente sobre la unidad de superficie colocada a la
unidad de distancia).

i
i

i I '
> S :
'

AW
=(AZ=E--

- - me =

I FIGURA 72 l

Se trata de hallar el punto de la linea 4B que une ambos focos, que
esta igualmente iluminado por ainbos focos.

Supongamos que el punto iluminado igualmente es el punto P. Sea d
la distancia entre ambos focos y x la distancia del foco 4 al punto igual-
mente iluminado; la distancia del foco B a dicho punto serd d — x.

Existe un principio en Fisica que dice: La iluminacién que produce
un foco luminoso sobre un punto en la direccién del rayo es directamente
proporcional a la intensidad del foco e inversamente proporcional al cua-
drado de la distancia del foco al punto. Entonces, la iluminacién que pro-

e . 1
duce el foco 4 sobre el punto P, segtin el principio anterior, ff:rd 7 la

iluminacién que produce el foco B sobre el punto P serd ———— y como
; ol i — X i
estas iluminaciones son iguales por ser P el punto igualmente iluminado,
I i 2
tendremos la ecuacién: —=-————, 0 sea £,=—~x—
x?  (d—x)* I' {d=—ax

Esta es una ecuaciéon de 20. grado que puede ponerse en la forma
ax*+ bx +¢=0 y resolverse aplicando la férmula general, pero este proce-
dimiento es bastante laborioso. Mis sencillo es extraer la rafz cuadrada a



PROBLEMA DE LAS LUCES @ 465

los dos miembros de esta igualdad y se tiene: %-—-d—:‘ con lo que que
da una ecuacién de primer grado. Resolviendo esta ecuacion:
(d—x)\VI=xVT
dVI—-xVI=xVT
Transponiendo: —xVI—xVIT =—dVT

o sea: xVI+xVI=dVvVT
x(VI+VI)=dVT
_aviI
*EVT+VT
y considerando el doble signo de VT, se tiene finalmente:
L dVE a1

N ‘r+ __‘._'Ii 0o xXx= \ I-" ‘-I’,
férmula que da la distancia del foco A al punto igualmente iluminado en
funcién de la distancia entre los dos focos y de las intensidades luminosas
de los focos, cantidades todas conocidas, con lo cual dicho punto queda
determinado.

DISCUSION
Consideraremos tres casos, observando la figura:

1) /1. Siendo I>1I' se tiene que VI>VT; luego, VI+ VT es

1
mayor que VI pero menor que 2VI; por tanto, ————— es menor que 1

VI+VT
dvT =d( VT )
VI+VT VI+VT/'

es igual a d multiplicada por una cantidad positcitva, menor que 1 y mayor

y mayor que $; luego, el primer valor de x, que es

que $; luego, x es menor que d y mayor que Y. lo que significa que el
punto igualmente iluminado estd a la derecha de 4, entre 4 y B, mis cer-
ca de B que de A4, como estd el punto P. Es evidente que el punto igual-

mente iluminado tiene que estar mds cerca de la luz mds débil.
En el segundo valor de x siendo VI>VT el denominador, VI—VI"

es positivo, pero menor que V I; luego, es una cantidad positi-

24
vVI-VT
va y mayor que 1; luego, x es igual a d multiplicada por una cantidad po-
sitiva mayor que 1; luego, x serd positiva y mayor que d, lo que significa
que hay otro punto igualmente iluminado que estd situado a la derecha
de B, como el punto P,.

9) [=1". En este caso VI=VT; luego, VI+VT =2V y el primer
dvT

: d s
valor de x se convierte en x=——-=;, lo que significa que el punto

igualmente iluminado serd el puntol medio de la linea 4B.
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El segundo valor de x, siendo VI=VT, se convierte en x = =

lo que significa que el otro punto igualmente iluminado estd a una distan-
cia infinita del foco 4, o sea, que no existe.
Entonces, siendo I =1' no hay mds que una solucién.

3) /<[ - En este caso VI<VT, o sea VI >VT; luego, VI+VT

serd mayor que 2V, y serd menor que }; luego, x serd igual

VI+VT

a d multiplicada por una cantidad menor que %, 0 sea que x es positiva y
menar que = lo que significa que el punto igualmente iluminado estd a

la derecha de A, mis cerca de 4 que de B, como es légico que suceda por
ser el foco A mas débil que el foco B en este caso.
En el segundo valor de x, siendo VI <VT el denominador, VI—VT

es negativo; luego, es una cantidad negativa y x es igual a d
cg g g ¥ g

o VI=vT i ) .
multiplicada por una cantidad negativa; luego, x es negativa, lo que sig-
nifica que hay otro punto igualmente iluminado y situado a la izquierda
de A como ¢l punto P,.

. (1) Se tiene un foco luminoso A de 100 bujios y otro foco B
E]emplos de 25 bujias, situado o 3 m a la derecha de A. Hallar el

punto de la linea AB igualmente iluminado por ambos.
Aqui d =3, 1=100, I’=25. El primer valor de x serd:
dVT 3xV100  3x10_ 30 7
= =—=2m

X = = =
VI+VT V100+V25 10+5 15

luego hay un punto en la linea AB igualmente iluminado situado a 2 m a la
derecha de A. El segundo valor sera:

dVT IxVI00 3x10 o _,

=—=6m

O T i e e e

luego hay otro punto igualmente iluminado en la linea AB situado a 6 m
a la derecha de A.

(2) Se tienen dos focos luminosos, A de 36 bujias y B de 100 bujias, estando B 4 m
a la derecha de A. Hallar el punto igualmente iluminado de la recta AB.
Aqui d=4, =36, I’=100. El primer valor de x seré:

_ dVT  4xXV3  4xé L2 e

VI+VT VBV 6+10 16 T

luego hay un punto de la linea AB igualmente iluminado situado a 1.50 m. a

la derecha de A. El segundo valor de x seré:

A dVT  4X6 4X6 24
Vi=VTF 6—=10 —4 —4

luego hay otro punto de la linea AB igualmente iluminado situado @ 6 m a la
izquierda de A.

X

X ==—6m.



EVARISTE GALOIS (1811-1832) Matemaitico fran-
cés. Después de realizar estudios en un Liceo, ingresa
en la Escuela Normal. Acusado de peligroso republi-

cano va a parar a la circel. No fue la Gnica vex que
estuvo en prisiéon, Acabado de salir muere de un pis-

toletazo en un duelo, cuando apenas tenia 21 anos de
edad, A pesar de esta corta vida Galois dejé una es-
tela profunda en la historia de las matemiticas. Dejé
la demostracion del teorema que lleva su nombre so-
bre la resolucién de las ecuaci de primer grado.

caemuto XXXV

TEORIA DE LAS ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO.
ESTUDIO DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO

C;’».RACTER DE LAS RAICES DE LA ECUACION

DE SEGUNDO GRADO

La ecuacion general de segundo grado ax®+ bx +c¢=0 tiene dos rai-

ces y solo dos, cuyos valores son:

—b+Vb*—dac
Xy = 22 Yy

—b-vb?—Adac
2a ¢

El cardcter de estas raices depende del valor del binomio 0% —4ac que
estd bajo el signo radical; por esa razon b? —4ac se llama discriminante de

la ecuacion general de segundo grado.

Consideraremos tres casos:

1) &%= dae es una cantidad positiva. En este caso las raices son rea-

les y desiguales.

Si b%—4dac es cuadrado perfecto, las raices son racionales, y si no lo es,

son irracionales.

467
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2) b —buyu- es cero  En este caso las raices son reales e iguales. Su

valor es ——.
2a

3) b?—4ac es una cantidad negativa. En este caso las raices son ima-
ginarias y desiguales.

Ejemplos

(1) Determinar el caracter de las raices de 3x2 —7x +2 =0.
Hallemos el valor de b? —4ac. Aquia=3, b=—7, c=2, luego
b2 —dac=(—7 |'—4(3)(2 )= 49— 24 =25,
Como b? — 4ac = 25 es positiva, las raices son reales y desiguales y como 25
es cuadrado perfecto ambas raices son racionales.
(2) Determinar el carécter de las raices de 3x% + 2x — 6 = 0.
Aqui a=3, b=2, c=—6, luego
b2 —dac=22—4(3)(—6)=44+72=76
Como b? — dac =76 es positiva, los raices son reales y desiguales y como 76
no es cuadrado perfecto las raices son irracionales.
(3) Determinar el caracter de las raices de 4x® —12x + 9= 0.
b2 —dac=(—12)"—4(4)(9 )=144 — 144 =0,
Como b? —4ac =0, las raices son reales e iguales.

(4) Determinar el carécter de las raices de x2 —2x +3=0.
b?—dac= (—2)°—4(1)(3)=4—12=—2¢

Como b? — 4ac = — 8 es negativa, las raices son imaginarias.

- EJERCICIO 276

Determinar el caracter de las raices de las ecuaciones siguientes, sin re-
solverlas:

1. 8x24+5x—2=0. 4. 3x2—2x+5=0. 7. 2x2—9x-+T7=0. 10. x24x—1=0.
7 2x2—4x+1=0. 5. x2—10x+25=0. 8. 36x2+12x+1=0. 11. H5x2—Tx+8=0.
3. dx2—4x+1=0. 6. x2—5x—5=0. 9. 4x2—5x+43=0. 12. %2—10x—11=0.

PROPIEDADES DE LAS RAICES Z: LA ECUACION
DE SEGUNDO GRADO

La ecuacion general de 2o0. grado es ax*+ bx +¢=0 y sus raices
i T T 1
g o= S

1=
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Estas raices tienen dos propiedades:

1) Suma de las raices. Sumando las raices, tenemos:

—b+ Vb%—4dac —b— Vb2 —4ac
X1+ Xp= ——————— —
2a 2a
_—b+Vb—dac—b— Vb —dac
2a
—-2b —b b
= = — 0 sea Xj +Xg=— —
2a a a

luego, la suma de las raices es igual al coeficiente del segundo término de
la ecuacién con el signo cambiado partido por el coeficiente del primer
término.

2) Producto de las raices. Multiplicando las raices, tenemos:

ige, e B Vb2 — dac . b V'b* — dac
v 2a 2a
(— b+ Vb —4ac)(— b — VT~ 4ac)
= 4“2
—br—(Vb2—dac)r b2— (b2—4dac) b*—bi+4ac dac ¢
- 4a2 . 4a* e 4&2_ . T 4a® a

C
0O S€d XjXo——
a

luego, el producto de las raices es igual al tercer término de la ecuacién
con su propio signo partido por el coeficiente del primero.

i .y ey s b . .
447) La ecuaciéon ax®+ bx + ¢ =0 puede escribirse x* +—x + -:— =0, divi-
diendo todos sus términos por a. Entonces, como

e =l b ¢

TR | et s X1Xg = —

a A a

. - ‘ b o

podemos decir que en toda ecuacién de la forma x*+—x+-=0 o
x24+mx+n=0, es decir, en toda ecuacién de segundo grado en que el
coeficiente del primer término es 1, la suma de las raices es igual al coefi-
ciente del segundo término con el signo cambiado y el producto de las rai-

ces es igual al tercer término con su propio signo.
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Ejemplos

(1) Hallar si 2 y — 5 son las raices de la ecuacién
X2 3x—10=0:

Si 2 y —5 son las raices de esta ecuacién, su suma tiene que ser igual al
coeficiente del segundo término 3 con el signo cambiado, —3 y su producto
tiene que ser el tercer término — 10 con su propio signo. Yeamos si cumplen
estas condiciones:

Suma: 24+ (—5)=2—=5=—3, coef. de x con el signo cambiado.
Producto: 2 X (—5)= —10, tercer término con su propio signo.

Luego 2 y — 5 son las raices de la ecuacién x? 4 3x — 10 =0.

(Z) Hallar si —3 y —2 son las raices de la ecuacién 2x2 + 7x + 3 =0.

Pongamos la ecuacién en la forma x2 4+ mx 4+ n=0 dividiendo por 2, que-

dard:
7 3
24 —x+—=0.
ek
Suma: [~—3]+[—E]=—3—Il,:——; coef. de x con el signo cambiado.
Producto: {—3}[—;]=§, tercer término con su propio signo.

Luego —3 y wi son las raices de la ecuacién 2x* +7x + 3 =0.

(3) Hallar si 1y —g son las raices de la ecuacién 3x% +x —2=0.

P T . 1 2
Dividiendo por 3 se tiene x* +§x—§=0.

Suma: l+[—§]=1—-:-=-.

1
3

Le suma da el coeficiente del segundo término con su propio signo y no con

. ; 2 ; i
el signo cambiado, lvego 1 y —; no son las raices de la ecuacién dada.

& EJERCICIO 277
Determinar, por las propiedades de las raices, si:

1.

b2

© oo w

==

10.

2 y —3 son las raices de x2+x—6=0.

1y 5 son las raices de x*—4x—5=0.

1y —3 son las raices de 2x2—x—1=0.

—3 y 4 son las raices de 3x%+8x—3=0.

2 y —1 son las raices de 5x?—11x+2=0
—4 y —} son las raices de 4x?+17x+4=0.
—5 y —1% son las raices de 5x24-24x—5=0.
4 y —7 son las raices de x2+3x—28=0.

3 y —% son las raices de 6x*+x—2=0.

3 y —4 son las raices de 8x?—2x—3=0.
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DADAS LAS RAICES DE UNA ECUACION DE SEGUNDO
GRADO, DETERMINAR LA ECUACION

(1) Las raices de una ecuacién de 2° grado son 3y — 5. De-
terminar la ecuacién.

Hallemos la suma y el producto de las raices.
Suma: q+(=5}=3—5=—2.
Producto: 3 % (—5)=—15,

‘ Ejemplos

Sabemos que la suma de las raices de toda ecuacién de la forma x*+mx+n=0
es igual al coeficiente del 2° término con el signo cambiado y el producto es
igual al tercer término con su propio signo.

Aqui, la suma de las raices es — 2, luego el coeficiente del segundo término
de la ecuacidn sera 2; el producto de las raices es — 15, luego — 15 serd el ter-
cer término de la ecuacién.

Por tanto, la ecuacién serd:

x*+2x—15=0. R

; - 8 ; =
(Z) Las raices de una ecuacién son 2 y — 7. Determinar la ecuacidn.
, 3 B ]
Suma de las raices: 2+[_Z}:2_Z:1-
y G 3 8 3
Producto de las raices: 2 < (—|=—7="

La suma con el signo cambiado se pone de coeficiente del 2° término de la

ecuacién y el producto con su propio signo se pone de tercer término, luego
la ecuacién seré:

(3) Hallar la ecuacién cuyas raices son —4 y —;—:.

Producto: | —4] | —
La ecuacién sera:

23 12
x’+?x+?=0 o sea 5x2+23x+12=0. R.

- EJERCICIO 278

Determinar la ecuacién guyas raices son:

1.3gy4 4. —10 y 11. 7. 3y _%_ 10. =5 y ,f.;_
2. —1y3. 5.1y o 8. —2y _%_ 1L gy -2
& —5y =1 6 —2y— 9. -2y 2 12. -2y -1,
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13. 18 y —52. 18. % y —= 29. _§ y ;

14. —15 y —11. .

15. 0y 2. 19. 7y 1. 23. 2a y —a
11 2b b

16. 0y —%. 20. 8y —3 24 -7V 7

17. 5y —5. 2. —2y -3  2.my-—3

26.
217.

28.
29.
30.

1+V2 y 1-V2.
24V5 y 2—V5.
3+v—=1y 3—v—1.

449) DADA LA SUMA Y EL PRODUCTO DE DOS NUMEROS,

HALLAR LOS NUMEROS

‘ Ejemplos (1) La suma de dos nimeros es 4 y su producto — 396.

Hallar los nimeros.

Por las propiedades de las raices de la ecuacidén de 2° grado, si la suma de
los dos nimeros que se buscan es 4 y su producto — 396, los dos nimeros son
las raices de una ecuacién de segundo grado de la forma x* 4+ mx+n=20
en la cual el coeficiente del segundo término es — 4 (la suma con el signo cam-
biado) y el tercer término es — 396 (el producto con su propio signo) luego

la ecuacién es: P [ e |

Las raices de esta ecuacién son los niimeros que buscamos. Resolviendo esta

ecuacién:
([x—22)(x+18|=0.
x—22=0.. x=22
x+18=0." x=—18
Luego los ndmeros buscados son 22 y —18. R.

x, = 22.

Xo

=18,

. a6 s
(2) La suma de dos nimeros es —— y su producto 6. Hallar los nimeros.
Los dos nimeros que buscamos son las raices de una ecuacién de 2° grado

i + . G o 5 i a5
cuyo primer término es x°, en la cual el coeficiente del 2° término es = (la
suma con el signo cambiado) y cuyo tercer término es 6 (el producto con su

propio signo) lvego la ecuacién es

x? +°::—5x+6=0.
Las raices de esta ecuacidén son los nimeros que buscamos. Resolviendo la
scyaciém: _ 4x2 + 35x +24=0.
_ —35x/35%—4(4)(24) —35+1225—384
. 8 - 8 |
_—35% V84l 35+
e gt
_—3¥H+29 -6 _ 3
e 8 A
; =-35-—29=—64 i
2 8 8 .
8

Luego los nomeros buscados son —8 y —2. R
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B EJERCICIO 279

Encontrar dos nimeros sabiendo que:

1. La suma es 11 y el producto 30. 11,

2. La suma es —33 y el producto 260. 12.

4. La suma es —49 y el producto 294. 14.

5. La suma es 6 y el producto —247. 15.
16.
17.

- 3
6. La suma es - y el producto —1.
2

22

/- La suma es —=y el producto 8.

= 1 3

o. - cto —-.
La suma es | y el produ =

. La suma es —134; y el producto —6. 20

10. La suma es —353 y el producto 1. 21.

3. La suma es —1 y el producto —306. 13.

18.
19.

81 3
= ucto —,
La suma es — y el producto =
1 5
La suma es —; y el producto —-.
7 3
La suma es — y el producto ——.
20 10
1
La suma es 4: y el producto —4.

La suma es — y el producto 5
72 8
La suma es 2 y el producto —4.
11
La suma es 1y el producto ——.
i1 5
La suma es —1- y el producto —6.

La suma es a y el producto —2a2.

- La suma es =70 y el producto 1052,

m m?
La suma es - y el producto ——.

ESTUDIO DEL TRINOMIO DE SEGUNDOQ GRADO ax?+bx+ ¢,

Qs@ DESCOMPOSICION EN FACTORES DEL TRINOMIO

DE SEGUNDO GRADO

El trinomio de segundo grado ax*+ bx + ¢ puede escribirse

ax?+bx +c= tl(xz+£x+-c—) 1)
a’ a

Igualando a cero el trinomio del segundo miembro se tiene

b c T
x”+:x-+;=0 0 ax®+bx+c¢=0,

que es la ecuacién general de 2o. grado.

Sabemos (446) que las raices x; y x, de esta ecuacion tienen las dos

propiedades siguientes:

x1+x2=——- il
a

o &l

X1Xs =

=

=—(:x1+x3.)
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Ahora, si en el trinomio x*+—x+— en lugar de — ponemos su
a a a

igual —(x;+x5) y en lugar de L8 ponemos su igual x;x,, tenemos:
a

2 b ¢ 2
x2 4 —x +— =x%— (%1 + X2)% + %1%
a a
(multiplicando) = x? — x;x — X2x + XX,
(factorando por agrupacién) =x(x —x;)— x,(x — x1)
= (x—x;)(x—x3).

. b ¢
Luego, en definitiva, nos queda que x*+ SXhe= (% — %x1) (% — x2).
Sustituyendo el valor de este trinomio en (1), se tiene:
ax*+bx+c=alk—x;)&—x;)

lo que me dice que el trinomio de segundo grado se descompone en 3 fac-
tores:

1) El coeficiente de x? que es a. 2) x menos una de las raices de la
ecuacién que se obtiene igualando el trinomio a cero. 3) x menos la
otra raiz.

@DESCOMPONER UN TRINOMIO EN FACTORES
HALLANDO LAS RAICES

Visto lo anterior, para descomponer un trinomio de 20. grado en fac-
tores hallando las raices, se procede asi:

1) Se iguala el trinomio a cero y se hallan las dos raices de esta
ecuacion.

2) Se descompone el trinomio en 3 factores: El coeficiente de x2,
x menos una de las raices y x menos la otra raiz.

Ejemplos (1) Descomponer en fucto'res 6.x2 + 5{( — 4
Igualando a cero el trinomio, se tiene:
6x2+ 5x— 4=0.
Hallemos las raices de esta ecuacion:
—5+ V=4 6T—4] —5+ VE5FIE —5+ Vidl —s5=11
S 12 3 12 __.=_5._.__ T
=511 _ 6 !
12 12 2
—§=(} =16 @&
!

X =

Rif =i

12 12
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Entonces, el trinomio se descompone:

; TN\ 4\ -
6x*+5x—4=¢ ( K= )[_x-— (—5)"=r3 (x—% ) (\x-l-g)

2% =15 3x+4-._6i2x—];|[3x+4\

= (Bt

- LN E- T
=(2x—1)3x+4) R.

(2) Descomponer en factores 24x2 + 26x + 5.
Igualando a cero el trinomio, se tiene:
24x® + 26x +5=0.
Resolviendo esta ecuacién:
_ =2 /2682—4(24)5_—26 /196 —26 +14

48 48 48
—26+14 =12 1
X = — e m—— e i
48 48 4
—26—14 —40 5
Xy = —
48 48
Entonces:
2t +26x+5=24 [x = (=~ )] x= (== ) =24 (x+~ (x+=
= \ 4.__:‘_ ( s)] ( 4)..

24 |4J('|"]'. [6x+5] 3
= _,.1..._ —= (4x 41 ) [6x + 5 | R.
2

(3) Descomponer en factores 4 -+ 7x — 15x2.

Ordenamos en orden descendente con relacién a x y lo igualamos a cero:

—15x2+7x+4=0
152 —7x—4=0
Resolviendo: S S
_7E=VZP—4(15)(—4) 7=V _7=17
e 30 R
7417 24 4
HN=—————=—=—
30 I 5
=17 _~10_ 1
7 30 3 3
Entonces: }
- 45 v 14 —15(5x—4 ) (3x+1
4+47x—15x2= 15 (x—g)(__x+§)—- Y S

=— Bx—4 |Bx+1)=(4—5)(1+3x] R
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» EJERCICIO 280

Descomponer en factores, hallando las raices:

x%—16x+63. 7. 6x247x—10. 13. 6—x—x2. 19. 10x24207x—63.
x2+424x+143. 8. 12x2—26x-+12. 14. 5—9x—2x2. 20. 100—15x—x2.
x2—26x—155 0. 8x24-50x+63. 15. 15+4x—4x2 21. 18x2+31x—49.
2x2+x—86. 10. 27x%24-30x+7. 16. 4+13x—12x2 22. 6x2—ax—2a%.
12x245x—2. 11, 30x2—61x+30. 17, 72x2—55x—1T. 3. 5x2422xy—15y2

5. Dx?4-41x+8. 12. 11x2—153x—180. 18. 6+31x—30x% 24. 15x*—32mx—Tm?

VARIACIONES DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO
@ El trinomio de segundo grado ax® + bx + ¢ es funcién de segundo gra-
do de x. Designando por y el valor de la funcién, se tiene:
y =ax? + bx + c.

A cada valor de x corresponde un valor de la funcion o del trinomio.
Asi, en el trinomio y=x?+ 2x — 3 tenemos:

Pira x=40 y
x=1 o= )
x =2 Y=
x=-1 \ — 4
x=—32 ) e

Aqui vemos que a cada valor de x corresponde un valor de y, o sea
del trinomio.

A continuaciéon vamos a estudiar las variaciones del signo del trinomio
y del valor del trinomio que corresponden a las variaciones del valor de x.

@VARIACIONES DEL SIGNO DEL TRINOMIO

Sabemos (450) que el trinomio de segundo grado se descompone de
este modo: y=ax*+ bx +c=a(x — x,)(x —x3). (1).

Consideraremos tres casos:

1) b®—dac positivo. Las raices del trinomio son reales y desiguales.
En este caso:
a) El trinomio tiene ¢l mismo signo de a para todos los valores de x

mayores que ambas raices 0 menores ¢ue ambas raices |

Si x es mayor que x; y que x, los dos binomios de (1) son positivos;
luego, su producto es positivo y si x es menor que x; y que xz, ambos bino-
mios son negativos; luego, su producto es positivo; entonces, el signo de
a(x — x)(x — x) serd igual al signo de @, y como este producto es igual al
trinomio, el trinomio tiene el mismo signo que a.
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b) El trinomio tiene signo contrario al signo de a para todos los va-
lores de x comprendidos entre ambas raices.

Si x es mayor que una de las raices y menor que la otra, uno de los
binomios de (1) es positivo y el otro negativo; luego, su producto es nega-
tivo y al multiplicar @ por una cantidad negativa su signo cambiard; luego,
el trinomio tiene signo contrario al signo de a.

2) b-—4ac=0. Las raices del trinomio son iguales. En este caso:

El trinomio tiene el mismo signo que a para todo valor de x distinto

de la raiz.

Como x, = x,, para cualquier valor de x distinto de esta raiz los dos
binomios de (1) serdn positivos ambos o negativos ambos, y su producto
serd positivo; luego, el signo que resulte de multiplicar a por este producto
serd siempre igual al signo de a; luego, el trinomio tendrd igual signo que a.

3) b* — d4ac negativo. Las raices del trinomio son imaginarias. En
este caso: Para cualquier valor de x el trinomio tiene el mismo signo que a
Si b®—4ac es negativo, 4ac—b? es positivo. Entonces en y=ax*+bx+c,
multiplicando y dividiendo el segundo miembro por 4a, se tiene
_ 4da’x*+4abx + dac
> = 40 z

Sumando y restando b* al numerador del 20. miembro:
_ 4a°x* + dabx+ b*+dac— b*

v i e i s

4a
Descomponiendo el trinomio cuadrado perfecto 4a°x” + 4abx + b?, se
tiene: (2ax + b)* + 4ae— b?

y= o . @

El numerador de esta fraccién siempre es positivo porque (2ax + b)?
siempre es positivo (todo cuadrado es positivo) y 4ac — b* también es posi-
tivo por ser b® —4ac negativo; luego, el signo de esta fracciéon serd igual al
signo del denominador 4a y este signo es igual al signo de a, y como y, o
sea el trinomio, es igual a esta fraccion, el signo del trinomio serd igual al
signo de a para cualquier valor de x.

VALOR MAXIMO O MINIMO DEL TRINOMIO
Para calcular el valor miaximo o minimo del trinomio, usaremos la ex-

presion (2): (2ax + B2 + dac — b
)‘ = 4a
1) Cuando a es positiva, En la fracciéon del segundo miembro, que
es el valor de y, o sea del trinomio, el denominador 4a es positivo y tiene
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un valor fijo (porque lo que varia es x, y 4a no contiene x); luego, el valor
de esta fraccion depende del valor del numerador. En el numerador,
4ac— b* tiene un valor fijo porque ne contiene x; luego, el valor del nu-
merador depende del valor de (2ax + b)%. El valor de esta expresion es el
que varia porque contiene a la x. Ahora bien, el menor valor que puede

tener (2ax + b)? es cero, y esta expresion vale cero cuando x = —og POF
: b .
que entonces se tiene: 2ax + b =2a (— —) +b=—=b+b=0y la expresion
dac — b? “a

se convierte en y= 2
.‘2

Luego, si y, o sea el trinomio, es igual a la fraccion del 2o. miembgo

y esta fraccion, cuando a es positiva, tiene un valor minimo para x = ~ %2

el trinomio tiene un valor mig:ﬂjmo para. ¥==—>=, cuando a es positiva,
- a

y este valor minimo es T

2) Cuando a es negativa, Entonces, el denominador 4a es negativo
y al dividir el numerador por 4a cambiara su signo; luego, la fraccién tie-

ne su mayor valor cuando (2ax+ b)?=0, lo que ocurre cuando BB
y como y es igual a esta fraccién, y, o sea el trinomio, tendrd un valcg:2 maxi-
b . X dac—
mo para ¥=—r - cuando a es negativo, cuyo maximo vale "
a
En resumen:
8i a es positiva, el trinomio tiene un valor minimo.

Si a es negativa, el trinomio tiene un valor maximo.

: b ;
El miximo o minimo corresponde al valor de x =——, y este mdxi-
r dac— b2 2a
mo o minimo vale .
/]

Ejemplos

(1) Sea el trinomio y =x? —2x + 3.
Como a =+ 1, positiva, el trinomio tiene un valor minimo para

e INTRRPE o . . 0
— 2-—- y este minimo vaie P = 4 .

2a
En efecto: Para x==2, y=1
x==1, y= 6
x= 0, y= 3
= 1, y= 2
x= 2 y= 3
x= 3 y= 6
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(2) Sea el trinomio y=—x*-+4x —1. Como a= — 1, el trinomio tiene un valor
. b 4 :
mdximo para x=—-—=———=2 y este maximo vale
2a =2
doc—b? _4(—1)(—1)—16_4—16 —12_
4o —4 T -4 —4
En efecto: Para x==1, y=—=¢6
x= 0, y=—1
x= 1, y= 2
X= 2' Y= 3
x= 3, y= 2
x= 4, y=-—1
x= 5, y=—=6

REPRESENTACION GRAFICA DE LAS VARIACIONES
DEL TRINOMIO DE 2° GRADO

Ejemplos I

(1) Representar gréficamente los variaciones de x2 — éx + 5.

Por ser b* — 4ac =36 — 20 = 16, posnwn, las raices son reales y dasuguu.'es
Represeniemos el trinomio como se vio en
el nimero (438), haciendo:

l[ Y
Tenemos (fig. 73), que: ] | un
Para x=-—1, y= 12 \\ J’
x= 0, Y= 5 J I
X= l, y= 0 \
x= 2 y=— 3
x= 3, y=— 4 (minimo) — /
x= 4 y=— 3 \\ II
x= 5 = 0 !
’ Y —
e i X0 /f X
= 7, y= N0 N

Representando coda uno de estos puntos
y uniéndolos por medio de una curva te-
nemos la parébola de la figura 73 en
la que se ve todo lo que hemos dicho

sobre las variaciones del trinomio. ,

FIGURA 73
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1)

2)

3)

4)

3)

ALGEBRA

En ella se ve:

Que la curva corta el eje de las x en dos puntos cuyas abscisas son 1 y 5
que son las raices del trinomio. El trinomio o sea el valor de la ordenada
se anula para x=1y x=5.

El trinomio (la ordenada) es positivo para todo valor de,x mayor que 5 y
menor que 1 porque sabemos (453, 19, a) que cuando las raices son reales
y desiguales el trinomio tiene el mismo signo que a (aqui a, el coeficiente de
x* es + 1) para todos los valores de x mayores o menores que ambas raices.

El trinomio es negativo para todo valor de x mayor que 1 y menor que 5
porque sabemos (453, 12, b) que el trinomio tiene signo contrario al signo
de a para todo valor de x comprendido entre ambas raices.

El valor minimo del trinomio (el valor minimo de la ordenada) corresponde al
valor de x =3 que es el valor de x =—2— , Yy este minimo vale —4 que
a

4gc — b?
es el valor de ;

Para todos los valores de x equidistantes de x =3, es decir para x =2 y
x=4,parax=1yx=5x=0y x=24, etc., el trinomio (la ordenada) tiene
valores iguales.

(2) Representar gréficamente las varia-

SHE Y "I_ ciones de x? — 4x + 4.
AU L L Tenemos:
o | ‘j y =x*—4x+4.
I P Por ser b?— 4ac=16—16=0, las rai-
\ ] ces son reales e iguales.
\ l Se tiene (fig. 74) que para:
] x=-1, y=9
/1 = 0, y=4

7 /_ x= 1, y=1
i | x= 2, y=0 (minimo)
: 3

L4 x= 4 y=1
i T g 4, y:4
i g o =

Representando estos puntos y uniéndolos

| FIGURA: 74 obtenemos la parébola de la fig. 74.
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4)

1)

2)

3)

REPRESENTACION GRAFICA ® 48]

En la figura observamos:

La curva es tangente al eje de las x y lo toca en el punto cuya abscisa es 2
que es el valor de las raices del trinomio: x; = xz =2. Véase que el frinomio
(la ordenada) se anula para x=2.

El trinomio es positivo para todo valor de x distinfo de x =2, porque sabemos
(453, 2°) que cuando las raices son iguales el trinomio tiene el mismo signo
de a (aqui a, el coeficiente de x? es + 1) para todo valor de x distinto de la
raiz.

El minimo del trinomio (de la ordenada) se obtiene para x =2 que es el valor
b o 4ac — b?

de x= s y este minimo vale 0 que es el valor de ———.
a

Para todos los valores de x equidistantes de x=2 como x=1y x=3,
x=0y x =4, etc., el trinomio tiene valores iguales,

(3) E:)F:‘r::eg‘;c;%i%gf|cc:ri'|.e1."_li_i_3: T%%vcrsu- __\ % _‘_
Como b? —4ac=4—12=—8, negati- _\
va, las raices son imaginarias. =l
Tenemos (fig 75) que para: k l
x=—2, y=11 LU= l
x=—1, y= 6 \_\—-
x= 0 y=3 \ =i /
x= 1, y= 2 (minimo) q
x= 2, y=3 & /
x= 3, y= 6 7
x= 4, y=11.
Representando estos puntos y uniéndolos X! 0 X
tenemos la pardbola de la fig. 75, \(‘

En la figura observamos:

La curva no toca el eje de las x, porque FIGURA 75
las raices son imaginarias.

El trinomio (la ordenada) es positive para todo valor de x porque sabemos
(453, 3°) que cuando las raices-son imaginarias el trinomio tiene el mismo
signo que a, coeficiente de x?, para todo valor de x y aqui a =+ 1,

. L c—b?
El minimo del trinomio es y =2 que es el valor de == este minimo
b
corresponde al valor x=1 que es el valor de x= ~
: a

4) Para todos los valores de x equidistantes de x=1 como x=0 y x=2,
x=--1y x=23 el trinomio tiene valores iguales.

ALGEERA BHALDO® - to
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(4) Representar gréficamente las variaciones de y=—x*42x+8.

YJ‘I Aqui b*—4dac=4—4(—1)8=4+432
) = 36, positiva, luego las raices son rea-
| J les y desiguales, pero como a = — 1, ne-
i re N ] " gativa, la parabola estaré invertida.
- \‘ Tenemos (fig. 76) que para
oI i \ x==3, y==7
I ETiE S x==-2, y= 0
1 { _ - II’ = 5
Ll || _T i i [ T._.._ x ] ) 4 .
T E x= ' ¥
El OJ{ LJ_]\ i ‘]X z = l' y= 9 | maximo)
| =T _
X 2, = 8
| \ \ 4 .
S | ] e N & E = 1o =
“_f A x= 4, y= 0
1 : x= 5, y=—7
i Y |

Representando estos puntos y uniéndolos
' tenemos la pardbola invertida de la fi-
gura 76.

l FIGURA 76

En la figura se ve que:

1) La curva corta el eje de las x en dos puntos cuyas abscisas son — 2 y 4 que
son las raices del trinomio.

2) Para x=1 que es el valor x=-2— el trinomio (la ordenada) tiene un valor
a

- 4ac — b® :
maximo, y =9 que es el valor = En efecto, sabemos (454, 2°)
o

que cuando a es negativa el trinomio tiene un maximo.

- EJERCICIO 281
Representar los siguientes trinomios y estudiar sus variaciones:

1. x2—3x+42. 4. x24+x—12. T. —x2—4x+5. 10. —x242x415.
2. x24-3x-+92. B, x2—2x41. B. x2—(x+3. 11. 2x2—x—15.
3. x24-3x—10. 6. x2+4x+42. 9. 2x24x—6. 12, —3x24Tx420.
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aermue XXXV
ECUACIONES BINOMIAS Y TRINOMIAS

QSG}ECUACION BINOMIA es una ecuacién que consta de dos términos,
" uno de los cuales es independiente de la incégnita.

La formula general de x"xA4=0.
las ecuaciones binomias es f

RESOLUCION DE ECUACIONES BINOMIAS SENCILLAS

Vamos a considerar algunas ecuaciones binomias que se resuelven fi-
cilmente por descomposicién en factores.

Ejemplos

(1) Resolver la ecuacién x* —16=0.
Descomponiendo x* — 16 se tiene:
(x2+4)(x2—4)=0.
Igualando a cero cada uno de estos factores:
—d=0 =g p=k A =%
X+4=0. . x2=—4. . x=% J—4=%£2 \/-1=%2
Esta ecuacién tiene 4 raices: 2, —2, 2i y — 2i, dos reales y dos imaginarias. R.

(2) Resolver la ecuacién x* —27 =0.
Descomponiendo x* — 27 se tiene:

(x—3)(x®+3x+9)=0.
483
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Igualando a cero cada uno de estos factores, se tiene:
x—=3=0..x=3.
*+3+9=0.
Resolvamos la ecuacién x2 + 3x + 9 =0 por la férmula:
—3xV PS4  —BeVI—-H -3V -F
2 = 2 i T o S
_ =3V _ =3+ 3V3i
- 5 5 .
La ecuacién tiene 3 raices: una real, 3 y dos imaginarias
—3+3V3 -3-3V3i
2 v 2

NUMERO DE RAICES DE UNA ECUACION

El grado de una ecuacién indica el nimero de raices que tiene. Asi,
una ecuacion de 2o. grado tiene 2 raices; una ecuacion de 3er. grado, como
el ejemplo anterior 2, tiene 3 raices; una ecuacién de 4o. grado, como el
ejemplo anterior 1, tiene 4 raices, etc.

X —

RAICES CUBICAS DE LA UNIDAD
La unidad tiene tres raices ciibicas, una real y dos imaginarias.

En efecto: Siendo x la raiz cibica de la unidad, esta raiz elevada al
cubo tiene que darnos 1, y tenemos la ecuacién binomia:

x =1,
o sea, xt—1=0.
Vamos a resolver esta ecuacion, i =T
descomponiendo x*—1. Tendremos: /
Igualando a cero estos factores, se tiene: x—1=0 .. x=1.

x>+x+1=0.
Resolvamos esta ecuacién por la férmula:

=1l=VIP—4I) -1+v-3 -1+V8V-1 -1%iV3

— = ="
2 2 2 2
Entonces, las raices cibicas de la unidad son tres: una real, 1 y dos
. .. —=144V3 =1—-4V3
imaginarias —y ————

5 )
-

Estas dos raices imaginarias tienen la propiedad de que si una de ellas
se eleva al cuadrado, se obtiene la otra. Entonces, siendo 1 la raiz real y
designando una de las imaginarias por «, la otra raiz imaginaria serd «*.

Otra propiedad de estas raices es que la suma de las tres es igual a
Cero. Asi. 14+ x4 «x2=().
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Resolver las ecuaciones:

® 485

ECUACIONES TRINOMIAS

1. x*—1=0. 6. x*—625=0.
2. x34+1=0. 7. x34+64=0.
3. x*=8L. 8. x8—T29=0.
4. x*—256=0. 9. Hallar las raices ctibicas de 8.
5. x3+8=0. 10. Hallar las raices cuartas de 64.

ECUACIONES TRINOMIAS son ecuaciones que constan de tres térmi-

nos de la forma ax®" + bx"+c=0, donde se ve que, después de or-
denada la ecuacién en orden descendente con relacién a x, en el primer
término la x tiene un exponente doble que en el segundo término y el ter-
cer término es independiente de x.

Son ecuaciones trinomias:
xt+9x2+20=0, x°+6x2—=T7=0, 2x3+ 9x*—5=0, etc.

Las ecuaciones trinomias en que el primer término tiene x* y cl se-
gundo x? se llaman ecuaciones bicuadradas.

ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR AL SEGUNDO
QUE SE RESUELVEN POR LA FORMULA
DE LA ECUACION DE 2° GRADO

Toda ecuacién trinomia puede escribirse a(x®)*+ bx® + ¢ =0.

Aplicando la férmula de la ecuacién de 20. grado se halla el valor
de x* y, luego, extrayendo la raiz enésima, se hallan los valores de x.

También pueden resolverse, como las de 20. grado, por descomposi-
cién en factores.

(1) Resolver la ecuacién 4x* —37x2+9=0.

Esta es una ecuacién bicuadrada. Esta ecuacién puede
escribirse

‘ Ejemplos |

4P -3 +9=0.
Aplicando la férmula de la ecuacién de 2° grado se halla el valor de x*:
37 =/ —4(4)(9) 7 =V1369—144 _ 37 =\ 1225 _ 37 +35

2
% 8 8 8 8
7
x3=3?+35=.3.=9_
8 8
3 37—35 2 1
x2= —ia=
8 8 4
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Hemos obtenido los valores de x®. Ahora, para hallar los valores de x, ex-
truemos la raiz cuadrada a cada uno, y tendremos:

X2=9..x=+ Vo==x3,

14 1 1
== L x=- -
X O Tt

; 1 1
Las cuatro raices de la ecuacién son: 3, — 3, ; ¥ —5 todas reales. R.

(2) Resolver la ecuacién 3x* — 46x% — 32 =0.

Esta es otra ecuacién bicuadrada. Vamos a resolverla por descomposicion lo
que suele ser mas rapido que aplicar la férmula. Descomponiendo el trinomio,
tenemos:

Igualando a cero los factores, tenemos:

x2—16=0
x2:16.'-x=14.
3x*+2=0
IF=—2 -
2 . b o~ ]2
x2.—_—§..x=t\/‘"‘§=1r \/ 3

Las cuatro raices son: 4, — 4, ks =My dos reales y dos imaginarias. -R.

®» EJERCICIO 283

Resolver las ecuaciones siguientes, hallando todas las raices:

1. x4—10x2+9=0. 6. x4+16x2—225=0. 11. 25x%*49x2—16=0.

2. x*+—13x24-36=0. 7. x*—45x2>—196=0. 12, 4x*+11x*—3=0.

3. x*—29x24-100=0. 8. xi—6x24-5=0. 13, (2x%41)*—(x*—3)*=80.
4. x*—61x*+900=0. 9. 4x*—37x*+9=0. 14, x*(3x%+2)=4(x*—3)+13.
B. x4-+3x2—4=0. 10. 9x*—40x24-16=0.

(3) Resolver la ecuacién x® —19x% — 216 = 0.
Aplicando la férmula de la ecuacién de 2° grado, obtenemos x*:

19 VIR —4(=218) _19=V125_ 1935

X

2 2 2
19435 54
= ==y,
2 2
19—35, —16
Xt = =8,
2 2

Entonces, para hallar x, extraemos la raiz cibica:
= g nx=vV = 3
W=—8..x=V—-8=—2.

3 y —2 son las raices princiales. Hay ademas ofras 4 raices imaginarias

que se obtienen resolviendo, como se vio antes, las ecuaciones binomias
¥—=7=0 yx®+8=0.
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Por descomposicién, se resuelve mucho més pronto la ecuacién x%—19x*—216=0.
En efecto, descompeniendo:

=) 48] =0. ‘
¥ BT =10 i W =V 2=, 3

¥+ 8=0.. x=— 8.. x=V—-8=-2
4 2
(4) Resolver la ecuacién x3 —6x3+8=0,

Vamos a descomponer el trinomio. Tendremos:

(a2} (F=a) =

2
Iguaiando a cero x* —2 se tiene:
2

¥ —2=0
x¥=2
Vxt=2
Elevando al cubo:
x*=8
x==VE=X2V]

lgualande @ cero x* — 4 se tiene:
2

W—a4=0
2
x* =4,
ViE =4,
Elevando al cubo:
x* = 64 -
x==* Vea==8 R Ex2V2=x8
EJERCICIO 284
Resolver las ecuaciones:
3
x8—Tx3—8=0. x10—33x54-32=0. 9. x3-9x7}8=().
1

x~t—13x-2436=0. 10.  x+4x2=s6.

x-64+35x3=—216. 11. 3x=16V=x—5.
1 1

x10=242x-54-243. 12, 9x2_5x%4+2=0.

x04-30x34+-81=0.
8x8+15x7—2=0.
x8—41x1+400=0.

oA

TRANSFORMACION DE EXPRESIONES DE LA FORMA
Va=vb EN SUMA DE RADICALES SIMPLES

Hagamos 5

y tendremos un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas x e y. Resol-
vamos el sistema: '
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Sumando (1) y (2) se tiene:

Va+Vb+tVa-—Vh=2Vx. Wx~ﬁf\/!’;\/“_——-

Elevando al cuadrado ambos miembros de esta tltima igualdad, se

tiene: _ — - =
x_a+\f'rb+2\/a+\/73-\/a—\/b+a—\/b
- 4
a+\/’lfi+2\/(a+1f_5)(a—ﬂ/g)+a—\/5
= . -
ar,+\/b+2\/a2 b+a— Vb 2a+2V a2—b a+Va-b
4 a 4 B 2
_a+Vat—-b
luego, nos queda %= — 5,
y designando Va®*—b por 7 ge tiene:
_atm
9 3)
Restando (1) y (2) se tiene: —_
Va+\/?)—\/m‘

vV a+\/‘;—\/a_:/iz2\/;.'.\/');=

Elevando al cuadrado:

a+\/_b 2\/a+\/3 \/a b+a \/_5

2

4
_a+Vb—2Vae-b+a—Vb 2u-2VE—b a—Va-b
T 4 . 4 - 2
' e —m
luego, queda: y =£——;“——2, o sea: Y= ¢ > 4)

Sustituyen&\o los valores hallados para x (3) e y (4) en las ecuacicnes
(1) y (2), se tiene:

a+m a—m
2 o

it a+m a—m
\/a—\/_!;:"/ 5 —1 g

Téngase presente en esta transformacién que m=va?—b.

‘fa+\/_l_; =

Si a* — b tiene raiz cuadrada exacta, el radical doble se convierte en la
suma algebraica de dos radicales simples, pero si 4>~ b no tiene raiz cua-
drada exacta, el radical doble se convierte en la suma de dos radicales do-
bles, lo que no trae ninguna ventaja, pues lejos de simplificar, complica.



‘ Ejemplos |

o h o

(1) Transformar vV 6 +3/20 en

TRANSFORMACION DE RADICALES DOBLES @ 489

suma de radicales simples.

Aqui =6, b=20, m=Va*—b=V36—20=V16=4, lvego:

= 4 -
VeV = S 6_2‘.‘=x/?+xfT=1+\/_§. R.

2

(2) Transformar V7 — 210 en suma algebraica de radicales simples.

Introduciendo 2 bajo el signo radical, para lo cual hay que elevarlo al cua-

drado, tenemos:

V7=2V10=7=Vax10=+/7—V40.
Aqui, a=7, b=40, m=Va —b=V49 —40=3, luego:

V7=2/10=V7-V = ?_'F_E_\/:’_}?m/g_\/;_ R.

EJERCICIO 285

2

Transformar en suma algebraica de radicales simples:

Hallar la raiz cuadrada de:
19. 6+4V2.
20. T+4V3.
21. 8+2VT.

V5+V/24. 6. V13+/88. 11. V14—4/6. 16. \/2+ /2.

8—V60. 7. V1142V/30. 12. V554 30V/2. < =
VBIVES 5 VB8V 13 vB-1vE 1 Vi Ve
V32—VT00. 9. V214+6VI0. 14 V25B—60VZ. 1 | /® =
 V14+VIBS. 10 V28+14V3. 15, V293—30V/22. v

22. 10+2V721. 25. 30—20V/2.
23. 18+6V5. 26. 94+6V2.
24, 24—2+/143. 27. 98—24V5
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CAPITULO xxxvu
PROGRESIONES

@ SERIE es una sucesiéon de términos formados de acuerdo con una ley.

Asi, 1,8, 8, Mo v es una serie cuya ley es que cada término se obtiene
sumando 2 al término anterior: 1, 2, 4, 8..... es una serie cuya ley es que
cada término se obtiene multiplicando por 2 el término anterior.

Las series que estudiaremos en Algebra elemental son las progre-
siones.

Las progresiones se clasifican en progresiones aritméticas y geomé-
tricas.

I. PROGRESIONES ARITMETICAS

(464\ PROGRESION ARITMETICA es toda serie en la cual cada término des-
— pués del primero se obtiene sumédndole al término anterior una can-
tidad constante llamada razén o diferencia.

NOTACION

El signo de progresion aritmética es + y entre cada término y el si-
guiente se escribe un punto.

Ast; + £08:8: Tauwuns es una progresién aritmética creciente cuya razon
es 2 porque 1+2=3; 3+2=5; 5+2=7T, etc.

490
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+8:4.0. =4 .. es una progresion aritmética decreciente cuya razén
es —4 porque 8+ (—4)=8—4=4, 4+ (—4)=0, 0+ (—4)=—4, etc.

En toda progresién aritmética la razén se halla restindole a un tér-
mino cualquiera el término anterior.

1. 3 S |
Asi, en -J*E.Z-.l ...... la razén es I-"E:%'
3 .1 8
En +2.1—.1—.... la razén es 13_2:___2=__2__
a8 B 5 8 5

DEDUCCION DE LA FORMULA DEL TERMINO ENESIMO
Sea la progresion ' -
PreGs becd 26

en la que u es el término enésimo y cuya razon es 7.

En toda progresion aritmética, cada término es igual al anterior mds
la razén; luego, tendremos:

g

b=a+r

c=b+r=(a+ r)+r=a+2r
d=c+r=(a+2r)+r=a+3r
e=d+r=(@+3)+r=a+4r....

Aqui vemos que cada término es igual al primer término de la pro-
gresion a mds tantas veces la razén como términos le preceden; luego, como
esta ley se cumple para todos los términos, tendremos que u serd igual al
primer término a mas tantas veces la razén como términos le preceden, y
como u es el término enésimo, le preceden n—1 términos; luego:

u=a+(n—1Yr

Ejemplos I (1) Hallar el 15° término de + 4.7.10....
Aqui a=4, n=15r=7 —4=3, lvego:

v=a+(n=1r=4H15—-1)3=4+(143=4+42=146. R

(2) Hallar el 23° término de +~9.4. —1....
Aqui a=9, n=23, r=4—9=—75, luego:
v=a+n=1r=9+(23—-N—-5=9H29(-9 =9—110=— 101 R.

(3) Hallar el 38° término d pt 2
r rmino de + —.—.—~....
o o = 323
5
az—,n—33,r:‘z“"—:"gf luego
2 5 2 185 63 '
==H ) ==+ —"—=—=317 R
=g & -8\ + 12 .
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2 4
(4) Hallar el 42° término de + —2.— ]§° S T
% - AR
r——];—(-?)——“s-"‘f'?-—-g.
piox 3 123 113 g
= =2 e = =22-, R.
v=—2 (_41)5 = -
B EJERCICIO 286
Hallar el
1. 99 término de =+ 7.10.13.... 15. 979 término de +3§.5§....
2. 129 ino de +5.10.15....
I2% gritlo €8 g 16. 369 término de +1.2....
3. 489 término de =9.12.15.... o3
4. $39 término de +3.10.17.... 17. © 159 término de —;:—;
0. 129 término de +11.6.1.... . & g
18. 9210 té de =t 2
6. 289 término de -+19.12.5.... Cat el
7. 139 término de =3.—1.—5.... 19. 139 término de +—}.—2E..
8. 54° término de =+ 8.0.-8... : 5 1
20. 199 té de +—.—-....
9. 319 término de +=—7.—3.1.... 19" S G 6 3
10. 179 término de + —8.2.12.... 21. 339 término de +33.2%....
. 1 3
11. 12° término de +Z.7.1.... 22. 419 término de +2-§.2T:....
12. 179 término de +2.2.1.... 23. 269 término de +—2.1....
13. 259 término de +3.5.. 24. 199 término de +—4.—3....
14. 199 término de —g'; 25. 399 término de + 3.—1%....

DEDUCCION DE LAS FORMULAS DEL PRIMER TERMINO,
DE LA RAZON Y DEL NUMERO DE TERMINOS

Hemos hallado que u=a+ (ﬂ o 1),._ (1).
Vamos a despejar a, 7 y n en esta férmula.
Despejando a, se tiene: 5=y — (n = 1)1-.

Para despejar r en (1) transponemos a y tenemos:

u-—a
u—a=(Mmn—1yr .~ F=2"1.
Para despejar n en (1) efectuamos el producto indicado y tenemos:
u=a-+nr—r.
Transponiendo a y —1:

_u—a+r
u—a+r=nr .. n__—r
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Ejemplos

(1) Hallar el primer término de una progresién aritmética sabiendo que el 11° tér-

1.
Ja=u=(n=1)r=10=(11=1)(}) =10=(10)(}) =10-5=5. K

(2) Hallar la razén de una progresién aritmética cuyo primer término es — 4 y el
8° término 3%.

1 3 257 8331
=-(-7) =+

_vu—a_ 8 4° 8 4 E_ 31
Ta=1  8=1 7 7 %
(3) 3Cuéntos términos tiene la progresién
2 1
+2d = eisisnien — 47
3 3

2 1
Aqui r=1 3 2=- 3 Entonces:

1 13 1 20
o = R B S R
u—a-r 3 2+( 3 ) 3 3 3
n= = = = =20 ter, R.
r 1 1 1
3 3 3

- EJERCICIO 287
1. El 15° término de una progresién aritmética es 20 y la razén ,‘3. Hallar
el ler. término.
2. El 329 término de una progresién aritmética es —18 y la razén 3. Hallar
el ler. término.

3. Hallar el ler. término de una progresién aritmética sabiendo que el
8% término es 4 y el 99 término 1.

4. FEl 5° término de una progresién aritmética es 7 y el 7° término 8}.
Hallar el primer término.

5. Hallar la razén de +3.... 8 donde § es el 6° término.

6. Hallar la razén de +—1.... —4 donde —4 es el 10°? término.

7. Hallar la razén de +3.... —3 donde —§ es el 179 término.

8. El ler. término de una progresién aritmética es 5 y el 189 término —80.

Hallar la razoénm.

9. El 929 término de una progresién aritmética es 1050 y el ler término
—42. Hallar la razén.

10.  ;Cudntos términos tiene la progresién +4.6.... 30?
11. 4Cuédntos términos tiene la progresién + 5.5%... 18?

12. El 1er. término de una progresién aritmética es 53, el 29 término 6 y
el ultimo término 18. Hallar el nimero de términos.
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En toda progresion aritmética la suma de dos términos equidistantes
de los extremos es igual a la suma de los extremos.

Sea la progresion +a....... Moo, B siminions u, cuya razon es r. Supon-
gamos que entre a y m hay n términos y entre p y u también hay n térmi-
nos, es decir, que m y p son términos equidistantes de los extremos, a y u.
Vamos a demostrar que S m+p=atu

En efecto: Habiendo n términos entre a y m, al término m le prece-
den n+1 términos (contando la a); luego, podemos escribir (466) que
m=a+ n+1r. ().

Del propio modo, habiendo n términos entre p y wu, tendremos:
u=p+nm+r. Q.

Restando (2) de (1), tenemos: m= a+n+1r
—u=—p—(n+1r
m-—u= a—p
y pasando p al primer miembro de esta igualdad y u al segundo, queda:
-mtp=atu

que era lo que queriamos demostrar.

OBSERVACION

Cuando el niimero de términos de una progresiéon aritmética es im-
par, el término medio equidista de los extremos y por tanto, segin lo que
acabamos de demostrar, el duplo del término medio serd igual a la suma
de los extremos.

468) DEDUCCION DE LA FORMULA PARA HALLAR LA SUMA DE LOS
TERMINOS DE UNA PROGRESION ARITMETICA

Sea la progresién +a.b.c........ l.m.u, que consta de n términos.
Designando por S la suma de todos los términos de esta progresién,
tendremos: S=a+h te+.....00 +l+m tu
y también: =¥ ¥l ¥ +¢c+b +a.

Sumando estas igualdades, tenemos:
oS=a+u) t(b+m)+(c+1)+....+(1+c)*(m+b) +(ut+a).
Ahora bien, todos estos binomios son iguales a (a+ u) porque hemos
demostrado en el nimero anterior que la suma de dos términos equidistan-
tes de los extremos es igual a la suma de los extremos, y como hay tantos
binomios como términos tiene la progresion, tendremos:

(a+u)n

2S=(a+u)n vy de aqui S=—-—-—~2———.
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. (1) Hallar la suma de los 12 primeros términos de +7.13.19.. ..
E]emplos En la férmula de la suma entra u. Aqui u es el 12° término

que no lo conocemos. Vamos a hallarlo:
u=a+(n—=1)=74(12—1)6=7+(11)6=73.
Entonces, aplicando la férmula de suma: tendremos:
s=lc+u,'n'f='- 7+73-‘12= 80 x 12

=480, R.
2 2 2
! = 5.3
(Z) Hallar la suma de los 13 primeros términos de _ZE
) 5 3 L
La razén es — ——=——, Hallemos el 13° término:
12 6 4
5 . 3 5 49
— in=-1r=—4+112| — =) =— =9 = — —
v=a+{n Ir 6+ 1 ( 4) p 2

Aplicando ahora la férmula de suma, tendremos:

(D] (-De (-9

g_latun b B B o it 85
s B0 2 2 2
22 286
(-S)hs =2
3 3 —286 2
= S A e, E 00
2 2 6 3

B EJERCICIO 288
Hallar la suma de los:

1. 8 primeros términos de +15.19.23. ...
2. 19 primeros términos de +31.38.45....
3. 24 primeros términos de +42.32.22....
4. B0 primeros términos de + —10.—6.—2....
b. 60 primeros términos de <+ 11.1.—9....
6. 50 primeros términos de +—5.—13.-21....
: . 1.8
7.9 primeros términos de +;.1.7.
: ; .8 @1
8. 14 primeros términos de +—.-.-.
. AR .8 39
9. 19 primeros términos de +-.7.<..
y : 8.
10. 34 primeros términos de +=. -
5 2 R g
11. 11 primeros términos de + 2.3
; ; el 18
12. 46 primeros términos de +37.3.
13. 17 primeros términos de + R

14. 12 primeros términos de + —5. —42. o
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MEDIOS ARITMETICOS

Se llama medios aritméticos a los términos de una progresién aritmé-
tica que se hallan entre el primero y el ultimo término de la progresion.

Asi, en la progresion +38.5.7.9.11 los términos 5, 7 y 9 son medios
aritméticos.

@ INTERPOLACION
Interpolar medios aritméticos entre dos niimeros dados es formar una
progresion aritmética cuyos extremos sean los dos niimeros dados.

(1) Interpolar 4 medios aritméticos entre 1 y 3.
1 y 3 son los extremos de la progresion. Tendremos:

0 .. F A 3 .(1).

Ejemplos

Hay que hallar los 4 términos de la progresién que hay entre 1 y 3. Si ha-

llamos la razén y se la sumamos a 1 tendremos el 2° término de la progresién;

sumando este 2° término con la razén tendremos el 3er. término; sumando el

3er. término con la razén obtendremos el 4° término y asi sucesivamente.
u—a

teniendo en cuen-

La razén la hallamos por la férmula ya conocida r=

ta que n es el nimero de términos de la progresién o sea los medios que se
van a interpolar mds los dos extremos.

En este caso, la razén sera:

Sumando esta razén con cada término obienemos el siguiente. Enfonces:

| o 7 % = %, 2° término

% + % = %-, 3er. término

%--i— % =]§1, 4* término

lg] + % ::15—3 5% término.
Interpolando estos medios en (1) tenemos la progresion

5
2 413
+11=1-.2-2-3 R
O sea N
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NOTA
Para hallar la razén puede emplearse también la férmula — .r#-‘i:-;'—
en la cual m representa el nomero de medios que se van a interpolar. -
Asi, en el caso anterior en que interpolamos 4 medios, m = 4 luego aplicando
esta férmula se tiene:
AERERELR
2 ofl I ,_*11 ‘“5."
resultado idéntico al obtemdo con Ia formula general de la razén.
(2) Interpolar 5 medios aritméticos entre —2 y 51,
i (R e coi8d (1)
Hallando la razén:
nhl & 7' ‘l Gt
Sumando la razén con cada término, obienemos el siguiente
29 19
T Ut
19 .29 10
2424
10 29 3
2 24
I 29 68
2% 24
68 29 97
24 24 24
Interpolando en (1), tenemos:
19 10 39 68 97
B TR TR TR TR TR
y simplificando, queda:
= e s S
24 12 B 6 24 4
®» EJERCICIO 289
Interpolar:
1. 3 medios aritméticos entre 3 y 11. 8. 5 medios aritméticos entre —4 y 3.
2. 7 medios aritméticos entre 19 y —5. 9. 5 medios aritméticos entre g y _3
3. 5 medios aritméticos entre —13 y —73. 10. 6 medios aritmétioos entre'=1 ¥ 8.
4. 4 medios aritméticos entre —42 y 53. : 1 ) 2 =
5. 5 medios aritméticos entre —81 y —9. 11, 5medios aritméticos:entre 5 5
6. 3 medios aritméticos entre 1y 3. 12. 7 medios aritméticos entre —2'y —5.
T

. 4 medios aritméticos entre 5 y 12. 13. 8 medios aritméticos entre % y -—%‘.
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popwnn ¥

©

10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

23.

EJERCICIO 290

Hallar la suma de los 20 primeros multiplos de 7.

Hallar la suma de los 80 primeros multiplos de 5.

Hallar la suma de los 43 primeros niumeros terminados en 9.

Hallar la suma de los 100 primeros numeros pares.

Hallar la suma de los 100 primeros niimeros impares mayores que 7.
Compré 50 libros. Por el primero pagué 8§ cts. y por cada uno de los
demias 3 cts. mds que por el anterior. Hallar el importe de la compra.
Un dentista arreglé a un hombre todas las piczas de la boca que tenia
completas. Por la primera le cobrd $1 y por cada una de las demds 20 cts.
mids que por la anterior. ¢Cuinto cobrd el dentista?

Hallar la suma de los 72 primeros multiplos de 11 que siguen a 66.
¢Cudnto ha ahorrado un hombre en 5 anos si en encro del primer afo
ahorré bs. 2 y en cada mes posterior ahorrd bs. 3 mds que en el precedente?
Un hombre avanza en el primer segundo-de su carrera 6 m y en cada
segundo posterior avanza 25 cm mis que en el anterior. ;Cudnto avanzé
en el 89 segundo y qué distancia habrd recorrido en 8 segs.?

Los ahorros de 3 afios de un hombre estin en progresion aritmética.
Si_en los tres anos ha ahorrado 2400 sucres, y el primer ano ahorrd la
mitad de lo que ahorrd el segundo, ¢cuinto ahorré cada ano?

El 22 y el 49 términos de una progresion aritmética suman 22 y el 8°
y el 79 términos suman 34. ¢Cudles son esos cuatro términos?

Una deuda puede ser pagada en 32 semanas pagando $5 la 12 semana,
»8 la 2% semana, $11 la 3% semana y asi sucesivamente. Hallar el importe
de la deuda.

Una persona viaja 50 kilémetros el primer dia y en cada dia posterior 5}
kilometros menos de lo que recorrié el dia anterior. (Cudnto habrd reco-
rrido al cabo de 8 dias?

En una progresion aritmética de 12 términos el 19 y el 129 término su-
man 534. ¢Cudl es la suma del 32 y el 10 término?

¢Cudl es el 6? término de una progresion aritmética de 11 términos
si su ler. término es —2 y el dltimo —52?

En el 1er. ano de negocios un hombre gand $500 y en el ultimo gané
$1900. Si en cada afio gan6 $200 mds que en el ano anterior, ;cudntos
anos tuvo el negocio?

Las ganancias anuales de un comerciante durante 11 anos estdn en pro-
gresion aritmética. El primer ano gan6 $1180 y el altimo $6180. ¢Cudnto
mas gand en cada ano a contar del segundo afio, que en el anterior?
Las pérdidas de 5 anos de una casa de comercio estin en progresidn
aritmética. El ultimo afio perdié 3000 soles, y la pérdida de cada ano
fue de 300 soles menos que en el afio anterior. ¢(Cudnto perdié el primer
ano? .

Una piedra dejada caer libremente desde la azotea de un edificio recorre
16.1 pies en el primer segundo , y en cada segundo posterior recorre 32.2
pies mds que en el segundo anterior. Si la piedra tarda 5 segundos en
llegar al suelo, ¢cudl es la altura del edificio?

Hallar la suma de los nuimeros impares del 51 al 813.

El 59 término de una progresién aritmética es 31 y el 99 término 59.
Hallar el 129 término.

Las ganancias de 3 anos de un almacén estin en progresién aritmética.
El primer afio gané 12500 tolones y el tercero 20500. (Cuil fue la ganan-
cia del 29 ano?
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il. PROGRESIONES GEOMETRICAS

PROGRESION GEOMETRICA es toda serie en la cual cada término se
obtiene multiplicando el anterior por una cantidad constante que es
la razém.

NOTACION
El signo de progresion geométrica es  y entre término y término se
escribe :

Asf, #5:10:20:40..... es una progresion geométrica en la cual la ra-
z6n es 2. En efecto, 5 X 2=10; 10X 2=20; 20 X 2 =40, etc.

Una progresion geométrica es creciente cuando la razén es, en va-
lor absoluto, mayor que uno, y es decreciente cuando la razon es, en
valor absoluto, menor que uno, o sea, cuando la razén es una fracciéon

propia. Asi: ®1:4.518 eak. ..
es una progresion geométrica creciente cuya razon es 4, y
#2:1:3:%....

es una progresion geométrica decreciente cuya razén es #.

Progresién geométrica finita es la que tiene un nimero limitado de
términos e infinita la que tiene un nimero ilimitado de términos.

Asi, #+2:4:8:16 es una progresién finita porque consta de 4 térmi-
nos, y #+4:2:1:4..... es una progresion infinita porque consta de un nu-
mero ilimitado de términos.

En toda progresién geométrica la razén se halla dividiendo un térmi-
no cualquiera por el anterior.

DEDUCCION DE LA FORMULA DEL TERMINO ENESIMO
Sea la progresion T -

en que la u es el término enésimo y cuya razén es 7.

_ i b=ar
En toda progresién geométrica, cada tér c=br=(ar Jr=ar?

mino es igual al término anterior multiplicado d=cr=(ar’)yr=ar*
por la razén; luego: “la B, (aﬂ)r;ar‘

Aqui vemos que un término cualquiera es igual al primero a multi-
plicado por la razén elevada a una potencia igual al nimero de términos
que lo preceden.

Esta ley se cumple siempre; luego, como u es el término n y le pre-
ceden n—1 términos, tendremos: u =ar"’
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. (1) Hallar el 5° término de +2:6:18....
E]em'plos Aqui a=2, n=5; r=6+2=3, luego:
U=ortd =233 =2x3"=162 R.

(2)

(3)

Hallar el 8° término de +é:4....

4 2
Aqui a=6, n=28, (=s=g luego:

253 128 256
=agrl=¢g x| — = Xe—m—= —
v=art=¢x(3) 287 729
5 2 1.8
Hallar el 7° término de #2:—Z:z....
La razén es: —§+§=—;X§=—-§. Por tanto: 7 ‘
2 3.6 2 729 243 71
U=ar°“=—.'.l——-) = — M e—— - - R' 3
3 4) 737 4096 2048 2

Cuando la razén es negativa, lo que' sucede siempre que los términos de la
progresién son alternativamente positivos y negativos, hay que tener cuidado
con el signo que resulta de elevar la razén a la potencia n — 1.

Si n— 1 es par dicho resultado tendrd signo + y si es impar, signo

- EJERCICIO 291

1. Hallar el 79 término de + 3 : 6 : 12.. j.i-:)r';!)
2. Hallar el 8% término de + 3 :1:3 7_1}‘6 )
3. Hallar el - 99 término de + 8 : 4:2 g4

4. Hallar el 6 término de +1:2: = oy P

5. Hallar el 79 término de + 3:2: g }j- .:\'

6. Hallar el 6° término de + :—E : :—‘

7. Hallar el 8 término de + 27:3....

8. Hallar el 69 término de + —8:6: —12....

9. Hallar el 99 término de + 8: —1::....
10. Hallar el 59 término de +t-§ : ;—

11. Hallar el 8? término de + 16 : —4:1....

12. Hallar el 89 término de %: —% : 3—.

13. Hallar el 59 término de + —E & —:: —1—:.
14. Hallar el 109 término de # —>: —%; -1 .
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@ DEDUCCION DE LA FORMULA DEL PRIMER TERMINO
Y DE LA RAZON

Hemos hallado que 0 i ).

Despejando a, se tiene: a:;:%, que es la formula del primer tér-

mino en una progresiéon geométrica.

Para hallar la razén. Despejando ! en (1) se tiene
n=1/
r"-1=% y extrayendo la raiz n—1, queda r= ‘/ %,

que es la formula de la razén en una progresiéon geométrica.

Ejemplos |

j 5 2o 1 s !
(1) El 6 término de una progresién geométrica es o y la razén ;. Hallar el
primer término.

- 1 1
Aqui U=5 r=3. n=256, luego

1

1
u _ 16 16
1

u=rn_1= O =2, R
(7). =
(2) El ler. término de una progresién geor\"\éirica es 3 y el 6° término —729. Hallar
la razén.
Aqui a =3, u=—729, n=6, luego:
r= “\‘/z : s \"/’f _—7;? =~/ —243=—13. R

@ EJERCICIO 292

i i 1 3 3 1
1. La razén de una progresiéon geométrica es ; y el 79 término —. Hallar
el primer término.
- » . - . b4 E
2. El 99 término de una progresién geométrica es = y la razon es Z.
Hallar el primer término.

; ; ; . a2
3. El 5° término de una progresién geométrica es % y el 69 término _—.

Hallar el ler. término.

4. Hallar la razon de = 2: ....... : 64 de 6 términos.
5. Hallar la razén de + %: ....... : 243 de T términos.
6. Hallar la razén de = —5: ..... : 640 de 8 términos.
7. Hallar la razén de + Ef—“ S b -2 de 6 términos.
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8. Hallar la razdm de #8131 . v v :%de 7 términos.

9. Hallar la razon de + %9: ceewes 41 de 5 términos,
. : . 2 5 z a7
10. El 8° término de una progresiéon geométrica es — o y el 1er término es —.

Hallar la razon.

En toda progresion geométrica el producto de dos términos equidis-
tantes de los extremos es igual al producto de los extremos.

Sea la progresion

donde entre a y m hay n términos y entre $ y u también hay n términos.
Entonces, m y p son equidistantes de los extremos. Vamos a probar que

mp = au.
En efecto: Se tiene (472) que: m=a.r"+!
u=p.ti
Dividiendo estas igualdades, tenemos:
m_a B
e ; Semp=au

que era lo que queriamos demostrar.

OBSERVACION

De acuerdo con la demostracién anterior, si una progresion geométri-

ca tiene un nimero impar de términos, el cuadrado del término medio
equivale al producto de los extremos.

Asi, en la progresion +3:6:12:24:48 tenemos 122=144 y 3x48=144,

DEDUCCION DE LA FORMULA DE LA SUMA DE LOS
TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA

Sea la progresion

cuya razon es 7.

Designando por § la suma de todos sus términos, tendremos:
|I "

Multiplicando los dos miembros de esta igualdad por la razén:

Restando (1) de (2), tenemos:

Sr=ar+br+er+dr+....+ur
—S=—a—b—c—d—....— u

Sr—S=ur —a
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|
Al efectuar esta resta hay que tener presente que como cada término mul-
tiplicado por la razén da el siguiente, ar=0> y esta b se anula con — b;
br=c y esta ¢ se anula con —¢; er=d y esta d se anula con —d, etc. En-
tonces, arriba queda ur y abajo —a, y de ahi resulta el 20. miembro de la
resta ur —a.
Sacando § factor comun en el primer miembro de la tltima igualdad,
se tiene:

y de aqui

uy—a

r—1

‘ Ejemplos (1) Hadllar la suma de los 6 primeros términos de +4.2.1...

Hallemos el &° término:

145 1 1
=gt l=d X |— ) =4 X —=—,
u=ar (2 ) Sie
Entonces, aplicando la férmula de suma, tenemos:
1 1 1 63
LRIty el (=) S¥iCg
_ur—a_(B)(2) 16 _ 16_63‘_!#’ R
S R R

2 2 2

/2) Hallar la suma de los 8 primeros térniinos de + 92:—3:1....

Aqui la razén es r=—3-+9=—1}. Hallemos el 8° término:

u=ar*1=9X (—;—)IF=9 X (——2-]18—;—, )=—$.

Aplicando la férmula de suma, tenemos:

: T T 4 T um

3 3 3

1 1 1 6560
T || e )_9 e i
G_Ur—a _ \ 243 ( 3 T T _1640 _ 182
= : =

r—1

»- EJERCICIO 293

Hallar la suma de los:
1. 5 primeros términos de + 6: 3 : 1%. e
2. 6 primeros términos de + 4 : —8:16....

3. 7 primeros términos de + 12 : 4 : 13. g

4. 10 primeros términos de

|
[
[y
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8 primeros términos de 2%-: Tiai

th

6. 7 primeros términos de + ——%0:

7. 10 primeros términos de + —6 : —3 : —1%. e

8. 8 primeros términos de = 2: —1 :

[

9. 6 primeros términos de = E 01 ::T

10. 6 primeros términos de = 9: —3:1.,..

INTERPOLAR MEDIOS GEOMETRICOS entre dos niimeros es formar
una progresién geométrica cuyos extremos sean los ntmeros dados.

| Ejemplo

Interpolar 4 medios geométricos entre 96 y 3.

Hay que formar una progresién geométrica cuyo primer término sea 96 y

el Oltimo 3:
i NS etk I

Hay que hallar la razén. Como vamos a interpolar 4 medios y ya tenemos los
dos extremos, n =6, luego:
/3 AT

r= n—l{:‘fﬁz :,ff‘ — T ./ et

Ve V9 V 32 2

Si la razén es 4 multiplicando 96 por 3 tendremos el 2° término; éste, multiplicado
por 4 dard el 3er. término y asi sucesivamente, Tenemos:

96 % } =48
48X 3 =24
24X 3=12
12x3= 6

Interpolando en (1), tenemos la progresién
++ 96, 48. 24312263
NOTA

Puede aplicarse también en este caso, para hallar la razén, la férmula

—_ n|||:,1lr i
/

"V &

en que m es el nimero de medios que se interpolan.
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®- EJERCICIO 294
Interpolar:
medios geométricos entre 5 y 3125.

= o

medios geométricos entre —7 y —224.

o

medios geométricos entre 128 y 2.

1
2
3.
4. 4 medios geométricos entre 4,17 y ;—:.

4 o g P I |
5. 6 medios geométricos entre 2 y 34_.

\ r 4 21
6. 1edio: MELTic ntre - y —.
4 medios geomé os entre -y —

1

32"

[+ ]

7. 7 medios geométricos entre

SUMA DE UNA PROGRESION GEOMETRICA
DECRECIENTE INFINITA

. ur—a - W ur—a ar"-\sr—a ar"—a
Si en la férmula § = —— sustituimos 5= = ( ) =

r=i ; r—1 r—1 r—1
u por su valor u=ar*-!, tendremos: — &
y cambiando los signos a los dos términos G art )
de esta ultima fraccién, tenemos: £ 1—=7"

En una progresion geométrica decreciente la razén es una fraccion
propia, y si una fraccion propia se eleva a una potencia, cuanto mayor sea
el exponente, menor es la potencia de la fraccion. Por tanto, cuanto ma-
yor sea nm, menor es v y menor serd ar"; siendo n suficientemente grande,
ar" serd tan pequena COMo queramos, o sea, que iugr}\do n aumenta inde-

finidamente, ar" tiende al limite 0 y por tanto —

, 0 sea §, tiende al
e
Esto se expresa brevemente diciendo que cuando n, el nu-

limite

mero de termmos de la progresion, es infinito, el valor de la suma e¢s
a

S—m‘w——w

l1—=2

(1) Hallar la suma de la progresién #4:2:1......

Ejemplos

Aqui a=4, r =14, luego.
a 4

s 4
1=r 1—% 3
8 es el limite al cual tiende la suma. La suma nunca llega a ser igual a 8,
pero cuanto mayor sea el nimero de términos que se fomen mas se apro-
ximard a 8.

=8
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Aqui =5, r=~— = luego:

10
= 3 8 13 '
1— _1_6) ]+El =

11 g
35 es el limite de la suma. R.

B EJERCICIO 295

Hallar la suma de las progresiones infinitas:

g 8 18 2 2
L. w89 ovs 4o s =4 —-i—=—.... T. #+2:—=2;=.
2.2.8. =4 3 9 2 5 25
g i ot X B sl 8. s« —14:-6:
2 "¢ "ig " 4 4 12
8 w08 6 axdels 2
=2 FRERE A= el

HALLAR EL VALOR DE UNA FRACCION DECIMAL PERIODICA

“Una fraccién decimal periddica es la suma de una progresién geomé-

trica decreciente infinita y su valor (su generatriz) puede hallarse por el
procedimiento anterior.

(1) Hallar el valor de 0.333

3 3 3

Ejemplos

(1 T, ==+ 2 4
10 100 1000
Esta es la suma de una progresién geométrica al infinito cuya razén es %.
Tendremos: 3 3
a 10 0 3 |
T—r : 1 92 9 3
10 10

1 o
5 es el valor de la fraccién 0.333

(2) Hallar el valor de 0.31515

0.31515 g By 1D
: 7710 1000 100000
Después de % en el segundo miembro tenemos la suma de una progresion

P o , : |
geométrica al infinito cuya razén es T luego:

15 15
P W0 . 1000 1
T y=p 1 99 &6
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8 1
Entonces, sumando — con —, tenemos:

10 66’

EJERCICIO 296

Hallar por la suma al infinito, el valor de las fracciones decimales:

1. 0.666.... 9. 0.1212.... 3. 0.159159....
4 03232.... 5. 0.144144.... 6. 0.3555....
7. 0.18111.... g. 031818.... 9. 21818....

EJERCICIO 297

El lunes gané 2 lempiras y cada dia después gané el doble de lo que
gané el anterior. ¢Cudnto gané el sibado y cudnto de lunes a sibado?

Un dentista arregla 20 piezas a una persona cobrindole un centavo por
la primera, 2 cts. por la segunda, 4 cts. por la tercera, 8 cts. por la cuarta,
y asi sucesivamente, ¢Cudles seran los honorarios del dentista?

Un hombre jugé durante 8 dias y cada dia gano ~;- de lo que gané el -
dia anterior. Si el 82 dia gan6é 1 balboa, ¢cudnto gané el ler. dia?

El producto del 39 y el 79 término de una progresién geométrica de
9 términos es 2—:0. ¢Cudl es el producto del ler. término por el ultimo?

En una progresién geométrica de 5 términos el cuadrado del 3er. término
4

es —. Si el ultimo término es %, dcudl es el primero?
El 49 término de una progresién geométrica es ; y el 7?9 término 3—12
Hallar el 6° término.

Un hombre que ahorra cada afio los 2 de lo que ahorro el aio anterior,
ahorré el 5° afio $160. ¢Cudnto ha ahorrado en los 5 afios?

La poblacién de una ciudad ha aumentado en progresion geométrica
de 59049 almas que era en 1953 a 100000 almas en 1958. ¢Cudl es la
razén de crecimiento por afo?

Una persona ha ganado en cada afio ;—; de lo que gand el afio anterior.
Si el ler. afio gan6 24300 bolivares, ¢cuinto ha ganado en 6 afos?

Se compra una finca de 2000 hectdreas a pagar en 15 afos de este
modo: $1 el ler. afio, $3 el 29 afio, $9 el 3er. afio, y asi sucesivamente.
¢Cudl es el importe de la finca?
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de los “quanta”, basada en la discontinuidad de la
energia radiante. La base de la Fisica moderna es la

AAX PLANCK (1858-1947) Matemitico y fisico
lemén. Recibié el Premio Nobel de Fisica de 1918.

us estudios se desarrollaron alrededor de las rela-
iones entre el calor y la energia. Llevé a cabo la
enovacién de la Fisica, al introducir su famosa teoria

“constante universal de Planck’. En sus trabajos se
unen maravillosamente la Fisica y la Matemitica.
Alemania creé el Instituto de Fisica Max Planck.

arirue - XXXVIII

LOGARITMOS

@ LOGARITMO de un numero es el exponente a que hay que elevar
< otro nimero llamado base para obtener el nimero dado. Asi,

Hi=1

51=5
521=25
3=125, etc.

luego, siendo la base 5, el logaritmo de 1 (que se escribe log 1) es 0, por-
que 0 es el exponente a que hay que elevar la base 5 para que dé 1; el
log 5 es 1; el log 25 es 2, el log 125 es 3, etc.

480) BASE
Cualquier niimero positivo se puede tomar como base de un sistema

de logaritmos.

SISTEMAS DE LOGARITMOS

Pudiendo tomarse como base de un sistema de logaritmos cualquier
numero positivo, el nimero de sistemas es ilimitado. No obstante, los sis-
temas usados generalmente son dos: el sistema de logaritmos vulgares o de

508
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Briggs, cuya base es 10, y el sistema de logaritmos naturales o neperianos
creados por Neper, cuya base es el nimero inconmensurable

e =2.71828182845. . . .
PROPIEDADES GENERALES DE LOS LOGARITMOS

Son de importancia las siguientes propiedades de los logaritmos:

1) La base de un sistema de logaritmos no puede ser negativa, por-
que si fuera negativa, sus potencias pares serian positivas y las impares ne-
gativas, y tendriamos una serie de numeros alternativamente positivos y
negativos, y por tanto, habria niimeros positivos que no tendrian logaritmo.

2) Los nimeros negativos no tienen logaritmo porque siendo la base
positiva, todas sus potencias, ya sean pares o impares, Son positivas y nunca
negativas.

3) En todo sistema de logaritmos, el logaritmo b*=b..logb=1.
de la base es 1, porque siendo b la base, tendremos: o

4) En todo sistema el logaritmo de 1 b°=1..log 1=0.
es cero, porque siendo b la base, tendremos: V.

5) Los mimeros mayores que 1 tienen logaritmo positivo porque sien-
do log 1=0, los logaritmos de los nimeros mayores que 1 serin mayores
que cero; luego, serdn positivos.

6) Los niimeros menores que 1 tienen logaritmo negativo porque
siendo log 1=0, los logaritmos de los niimeros menores que 1 serdn meno-
res que cero; luego, serdn negativos.

LOGARITMO DE UN PRODUCTO

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de
los factores.
Sean A y B los factores. Sea x=1log 4 e y=log B y sea b la base del

sistema.
Vamos a probar que

En efecto: Que x es el log de 4 significa que x es el expo-
nente a que hay que elevar la base b para que dé 4, y que y es b*= 4.
el log de B significa que y es el exponente a que hay que ele- b’=B.
var la base b para que dé B; luego, tenemos: V4

Multiplicando estas igualdades, tenemos:
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Ahora bien: Si x +1y es el exponente a que hay que elevar la base b
para que dé 4 X B, x +y es el logantmo de A X B; luego,

pero x=log 4 e y=10gB; luego,

@ LOGARITMO DE UN COCIENTE

El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo me-
nos el logaritmo del divisor.

Sea A el dividendo, B el divisor, x=log 4, y=log B
siendo b la base del sistema. Vamos a probar que-

En efecto: bx=A.

b= B.

Dividiendo miembro a miembro

estas igualdades, tenemos

Ahora bien: Si x —y es el exponente a que hay que

elevar la base para que dé g, x—1y es el log de g: luego,———/‘ .

0 feaj—————— A - -

LOGARITMO DE UNA POTENCIA

El logaritmo de una potencia es igual al exponiente multiplicado por
el logaritmo de la base.
Sea x=1log A y b la base del
sistema. Vamos a demostrar que- _/
En efecto, siendo x el
log 4, tenemos:
Elevando ambos miembros
a la potencia n, tenemos:
Ahora bien: Si nx es el exponente
a que hay que elevar la base para que
dé A®, nx es el log de A4"; luego,
y como x=log 4, se tiene: ’

LOGARITMO DE UNA RAIZ

El logaritmo de una raiz es igual al logaritmo de la cantidad subradi-
cal dividido entre el indice de la raiz.

Sea x=log A4 y b la base del
sistema. Vamos a probar que




En efecto: Siendo x
el log A, se tiene:

LOGARITMOS
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Extrayendo la raiz enésima
a ambos miembros, tenemos:

4y

0 sea,

Ahora bien: Si % es el exponente

a que hay que elevar la base para que

dé V4, % es el log de VA4, luego,

y como x =log 4, queda:

LOGARITMOS VULGARES

Los logaritmos que usaremos en este curso elemental son los logarit-

mos vulgares cuya base es 10.

PROPIEDADES PARTICULARES DE LOS

LOGARITMOS YULGARES
Observando la progresion

10"=1
10'=10
10°=100
10%=1000

10%*=10000, etc.

10 '=%=0 1
10- '=1F=0.01

1
10_J=ﬁ=0.001

1
10"’2-1-67=0.0001, etc

se deducen ficilmente las siguientes propiedades de los logaritmos de

base 10:

1) En este sistema, los tinicos numeros cuyos logaritmos son nime-
ros enteros son las potencias de 10. Asi,

log 1=0

log 10=1

log 100=2

log 1000 =3

log 10000 = 4, etc.

log 0.1=—1,

log 0.01=—2.

log 0.001= — 3,

log 0.0001=— 14, etc.
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2) El log de todo niimero que no sea una potencia de 10 no es un
numero entero, sino una fraccién propia o un namero entero mds una
fraccion propia.

En efecto: Como log 1=0y log 10=1, los nimeros comprendidos en-
tre 1 y 10 tendrdn un log mayor que 0 y menor que 1; luego, su log serd
una fracciéon propia.

Asi, log 2=0.301030.

Como log 10=1 y log 100 =2, los ndmeros comprendidos entre 10 y
100 tendrdn un log mayor que 1 y menor que 2; luego, su log serd 1 mads
una fraccién propia.

Asi, log 15 =1+ 0.176091 = 1.176091.

Como log 100=2 y log 1000 =3, los numeros comprendidos entre 100
y 1000 tendrdn un log mayor que 2 y menor que 3; luego, su log serd 2 mis
una fracciéon propia.

Asi, log 564 =2+ 0.751279 = 2.751279.

El logaritmo de un ntimero comprendido entre 1000 y 10000 serd 3
mds una fracciéon propia.

Asi, log 1234 =3+ 0.091315 = 3.091315.

Del propio modo, como log 1=0y log 0.1 =—1, los niimeros compren-
didos entre 1 y 0.1 tendrdn un logaritmo mayor que —1 y menor que cero;
luego, su logaritmo serd —1 mds una fraccién propia. Asi, log 0.5=—1
+0.698970 = 1.698970. (Se pone el signo — encima de 1 para indicar que lo
que es negativa es la parte entera, pero no la parte decimal).

Como log 0.1 =—1 y log 0.01=-2, los niimeros comprendidos entre
0.1 y 0.01 tendrdn un log mayor que —2 y menor que —1; luego, su log
serd —2 mds una fracciéon propia.

Asi, log 0.08 = — 2 + 0.903090 = 2.903090.

El log de un niimero comprendido entre 0.01 y 0.001 serd mayor que
—3 y menor que —2; luego, serd —3 mds una fraccién propia; el log de un
numero comprendido entre 0.001 y 0.0001 serd mayor que —4 y menor
que — 3; luego, serd —4 mds una fraccion propia, etc.

CARACTERISTICA Y MANTISA

Acabamos de ver que el log de todo ntimero que no sea una potencia
de 10 consta de una parte entera y una parte decimal. La parte entera se
llama caracteristica, y la parte decimal, mantisa.

Asl,
en log 25 =1.397940 la caracteristica es 1 y la mantisa 0.397940;
en log 4125 =3.615424 la caracteristica es 3 y la mantisa 0.615424;

en log  0.05=2.698970 la caracteristica es 2 y la mantisa 0.695970,
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La mantisa siempre es positiva, pero la caracteristica puede ser cero
si el nimero estd comprendido entre 1 y 10; positiva, si el nimero es ma-
yor que 10 o negativa si el niimero es menor que 1.

Las potencias de 10 s6lo tienen caracteristica; su mantisa es 0.

wu.on DE LA CARACTERISTICA

En virtud de lo anterior, podemos decir que:

1) La caracteristica del logaritmo de un numero comprendido entre
1y 10 es cero.

2) La caracteristica del logaritmo de un nimero mayor que 10 es po-
sitiva y su valor absoluto es 1 menos que el nimero de cifras enteras del
nimero. Asi, 84 tiene dos cifras enteras y la caracteristica de su log es 1;
512 tiene tres cifras enteras y la caracteristica de su log es 2; 1215.65 tiene
cuatro cifras enteras y la caracteristica de su log es 3.

3) La caracteristica de un niimero menor que 1 es negativa y su valor
absoluto es 1 mas que el mimero de ceros que hay entre el punto decimal
y la primera cifra significativa decimal.

Asi, la caracteristica de log 0.5 es —1; la de log 0.07 es —2; la de log
0.0035 es — 3, etc.

. CARACTERISTICAS NEGATIVAS

En el log de’'un nimero menor que 1 la caracteristica es negativa, pero
la mantisa es positiva.

Asi, log 0.5=—1+0.698970. Este log no puede escribirse —1.698970,
pues esto indica que tanto la caracteristica como la mantisa son negativas.
El modo correcto de escribirlo, indicando que soélo la caracteristica es ne-

gativa, es 1.698970.
Del propio modo, log 0.03 =2+ 0.477121 = 2.477121.

COLOGARITMO. SU USO

Se llama cologaritmo de un ntmero al logaritmo de su inverso.

Asi, el cologaritmo de 2 es el logaritmo de %; el cologaritmo de 54
es el logaritmo de -5]:1—
En general, colog x =log—i— y como el log de un cociente es igual al
log del dividendo menos el log del divisor, tendremos:
colog x=log%=log 1—log x=0—log x=—log x
luego, queda colog x=—log x, o sea, —log x=colog x

lo que nos dice que restar el log de un nimero equivale a sumar el colo-
garitmo del mismo nimero.

ALGEBRA BALOOM 17
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Por tanto, como log % =log a—log b en lugar

de —log b podemos ponér colog b y tendremos:”

El cologaritmo se usa, pues, para convertir en suma una resta de lo-
garitmos.

MANEJO DE LAS TABLAS

Existen tablas de 1ogaritmos de diversos autores cuyo manejo viene
explicado en la misma tabla.

Como el alumno necesita una tabla de logaritmos y la tabla general-
mente usada entre nosotros trae una explicacion detallada de su manejo, a
ella remitimos el alumno.

Asi, pues, antes de pasar al nimero siguiente, el alumno debe cono-
cer a fondo el manejo de la tabla, saber hallar el log de cualquier nimero,
antilogaritmos y toda clase de operaciones con logaritmos, todo lo cual apa-
rece detalladamente explicado en la tabla.

CALCULAR EL VALOR DE EXPRESIONES POR MEDIO

DE LOGARITMOS’

Las propiedades de los logaritmos nos permiten emplearlos para cal-
cular el valor de diversas expresiones.

(1) Hallar el valor de 1215 X 0.B4 por logaritmos.

E]emplos Como el log de un producto es igual a la suma de los
logs de los factores, tendremos: :
log (1215 0.84)==log 1215+ log 0.84
= 3.084576 + 1.924279.
=3.008855.

Entonces, buscando en la tabla el antilogaritmo de 3.008855 (o sea, el ni-
mero a que corresponde este logaritmo) se encontrard que es 1020.59 luego

1215 % 0.84 = 1020.59 o sea 1020.6. R.

(2) Hallar por log el valor de 3214.8 X 0.003 X [ — 43.76 ).

Como un ndmero negativo no tiene log nosotros trabajaremos prescindiendo
del signo — de 43.76 y luego de hallado el producto, de acuerdo con la re-
gla de los signos, le pondremos signo —. Tendremos:

log (3214.8 X 0.003 X 43.76 ) = log 3214.8 + log 0.003 + log 43.76
= 3.507154 + 3.477121 + 1.641077
=2.625352.

El antilogaritmo de 2.625352 es 422.0388 luego
32148 X 0.003 X (— 4376) = — 422.0388.

~ | IeBFeF
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0.765
(3) Hallar el valor de ®

7 por log.
El logaritmo de un cociente es igual al log del dividendo menos el log del
divisor, luego 0.7

5
=1 765 —1 9.14
3914 og 0.765—1log 3

pero como restar el log de un nimero equivale a sumar su cologaritmo po-
demos escribir:

og

log = log 0.765 + colog 39.14

39.14

= 1.883661 + 2.407379
) =2.291040.

(4) Hallar el valor de 7.58,

Como el log de una potencia es igual al exponente multiplicado por el log
de la base, tendremos:
log 7.5% =6 (log 7.5) = 6(0.875061) =5 .250366.
El antilog de 5.250366 es 177977.551 lvego 7.5% = 177977 .551 aproximadamente. R.
(5) Hallar el valor de ¥3.

Como el log de una raiz es igual al log de la cantidad subradical dividido
entre el indice de la raiz, se tiene:

log 3 0.477121
log ¥3=—2" = = 0,095424,

» EJERCICIO 298

Hallar el valor de las expresiones siguientes por medio de logaritmos:

1. 532 x 0.184. 8. 7653.95 +12.354. 13. 18.65%
2. 191.7 X 432. o 0.72183 14. 00.842 .
3. 0.7% 0.013 X 0.9. © U 0.0095 15. 7.9
4. 7.5 % 8.16 X 0.35 X 10037. 9114 16. /3.
100 —. 17. Y2,
. 32X 4.3 X 7.8x103.4 x0.019. 0.02 .
6. 95.13 + 7.23. 11. 910, 18. 1;’3
7. 8125+ 0.9324. 12. 0.15%. 19. /63,
20. /815
COMBINACION DE LOS CASOS ANTERIORES
1 284 X 0.09132
1 E]emplos (1) Hallar el valor de Ll Ll por logaritmos.
715.84
log ( 3'—""E‘wﬂﬂ) = log (3284 X 0.09132) + colog 715.84
A ) e ' i
=log 3284 +_Iog 0.0913&+ colog 715.84
— 3_.516403 + 2.960566 + 3.145184
= 1.622153.

El log 1622153 corresponde al nimero 0.41894 que es el valor de la expre-
sién dada, hallado por log. R.
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100.39 X 0.03196
(Z) Hallar el valor de ~Jaxoms P log.
lo (EW_)&_0.0ST%) =log (100.3% X 0.03196) — log (7.14 X 0.093)
9\ 714 0.093 b g PR
= log 100.39 + log 0.03196 — (log 7.14 + log 0.093 )
= log 100.39 + log 0.03196 — log 7.14.— log 0.093
= log 100.39 + log 0.03196 + colog 7.14 + colog 0.093
= 2.001690 + 2.504607 + 1.146302 + 1.031517
=0.684116. .
Este log corresponde al nimero 4.831877. R.
2. 2

(3)

(4)

Hallar el valor de 3% X 5% por log.
2 2

2 N o
log (3“ X 53)= log 3%+ log 5%

2 2
=] —
5{09 3}|+3 (log 5)

2 2
=§- (0477121 ) + 3 (0.698970 )

=0.190848 + 0.465980

= (0.656828.
2

2
Este log corresponde al nomero 4.5376 luego 3% X 5% = 4.5376. R

/32.7 X 0.006
Hallar el valor de* '/ ——— log.
allar el valor de 014 < 8917 Por log

s 1l ( 327 % 0.006
iog \)/ 327 x 0.006 _ 0.14 x 89.17
0.14 x 89.17 3
__log 32.7 + log 0.006 + colog 0.14 + coleg 89.17
- R A _
_1.514548 + 3.778151 + 0.853872 + 2.049781
3

El nimero que corresponde a 1.398784 es 0.25048 y este es el valor de la
expresion dada. R.

NOTA

Dados los conocimientos que posee el alumno, sélo puede hallar por logarit-
mos el valor de expresiones en que las operaciones indicadas son productos,
cocientes, potencias y raices pero no sumas o restas.
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- EJERCICIO 299
Hallar por log el valor de las expresiones siguientes:

. 515x78.19 - 38
' 613 T 565 22. ﬂ%
e 23.054x934.5 0.537 s
C e B 23. /2
, 814x9.73 N 4
K S T e e ] _b'
0.6X7.8 ia Lo 0 3/ 5
513.4x9.132 2 ‘ 3
" 85.3%10.764 »
. s i}
. VT7.86X%X8.14. 5
;0324543256 " ._7 i i 25. (é)“_
" 32.815%91.79 16. V032.5 X 813.6 X 0.005. 8
o 326X(-8419) - 93.7x104.2 26. \/,f,x\a/.g_
0.017x732.14 8.35% 1.3 5 7

95.36X(—0.14)

18. V2372 X(—0.182)X7.184.  27. V2ZXV3xV02

g
g \UANEIS) I 931.8%0.07 : VITE
(—0.003)x9134.7 N S
9. 35x0.2% 20 5 __56813 29 (0-75)* X 39.1 ‘E
. O AT ' 0.07x3.89
10. 52x3% . 3

i Eoe8 21. (0.0316 z 30 /(0.2)% % (0.3)2.
11. "28x 3254 0.16157 - ’ (0.05)4 % 3.25

DADOS LOS LOGARITMOS DE CIERTOS NUMEROS, HALLAR
EL LOGARITMO DE OTRO SIN USAR LA TABLA

‘ Ejemplos

(1) Dados log 2=10.301030 y log 3 =0.477121 hallar log
108 sin usar la tabla.
Tenemos: 108 =22 X 33,
log 108=2(log 2)+ 3[log 3)

=2(0.301030) + 3(0.477121 )

= 0.602060 + 1.431363

= 2.033423. R,
Si se busca en la tabla log 108 se encuentra 2.033424. Lo diferencia entre

este log y el que hemos hallado sin usar la tabla obedece a que los loga-
ritmos dados de 2 y 3 no son rigurosamente exactos.
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(2) Dado log 115=2.060698 y log 5= 0.698970 hallar log 23.
. A5

=

log 23 =log 115+ colog 5

= 2.060698 + 1.301030
=1361728. R.

23

@ EJERCICIO 300

Dados log 2=0.301030, log 3=0.477121, log 5=0.698970, log 7=0.845098,
hallar:

1. log 36. 5. log 120. 9. log 1.96. 13. log 2%.
2. log 75. 6. log 98. 10. log 0.875. 14. log 13%.
3. log 80. 7. log 0.343. 11. log 202.5. 15. log 1%.
4. log 48. 8. log 225. 12. log 44.8. 16. log 21.

17. Dado log 143 =2.155336 y log 11 =1.041393 hallar log 13.
18. Dado log 225 =2.352183 y log 9=0.954243 hallar log 25.

ECUACIONES EXPONENCIALES son ecuaciones en que la incognita
es exponente de una cantidad.

Para resolver ecuaciones exponenciales, se aplican logaritmos a los dos
miembros de la ecuacién y se despeja la incégnita.

‘ E]emplos | (1) Resolver la ecuacién 3* = 60.

Aplicando logaritmos, tenemos:

x{log 3)=log 60

(2) Resolver la ecuacién 5%-1 = l‘?’g
Aplicando logaritmos:

(2x—1)log 5=log 125

_log 125
2x——1—-l°g 3
2;-.:109 'I?S_l_,I .
log 5 2. 2.5 ‘19455_’”
log 'I25_H - 4772 (R
log 5 =
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B EJERCICIO 301

Resolver las ecuaciones:

1. =3 4. 9*=0.576. 7. 2%1=128.
2. Tx=512. B. 31=1729, 8. 3§2=1=218T7.
3. 0.2x=0.0016. 6. 5*2=625. 8. 11%*=915.

DEDUCIR LA FORMULA PARA HALLAR EL NUMERO
DE TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA

Conocemos la formula

Siendo n la incognita, tenemos una ecuacion exponencial. Aplicando
logaritmos a los dos miembros, tenemos:
log u=log a+(n—1)log r
log u—1log a=(n—1)log r
log u—log a
T lgr

log u—log a
n=—————

n—=1

log r

log u+ colog a
o también n= +1.
log r

Ejemplo

3Cudntos términos tiene la progresidén + 2:6:........:14582
Aqui u=1458, a =2, r=3, luego oplicando la férmula anterior, tenemos:

_log 1458 + colog 2| _3.163758 +1.698970
47 log 3 =T o2l

® EJERCICIO 302
Hallar el nimero de términos de las progresiones:

243

1. #8:6:....:48 2.#2:8: 0t B #4:8:i.....5012

2048 Tl , 625
4. ++6:8:....:-§-1—-. b. +:-2.5......T.



PRINCETON
»

p o4

{LBERT EINSTEIN (1879-1955) Matemitico y Fi- acerca de la Teoria de la R :

ico alemin, Fue Profesor del Instituto Politécnico y modifica la Tae':a de hdﬁ.::'iﬂgzé?l J:mvem'lq::
e la Universidad de Zurich. Director de la Seccién Newton. Trabajando con oftros cientificos de diversas
e Fisica del Instituto Empeudgr Guillermo. Recibié nacionalidades en la Universidad de Princeton, logro la
n 1921 el Premio Mobel de Fisica por sus trabaj desintegracién del dtomo, base de la bmba'atémiu.

aemuro XX XIX

INTERES COMPUESTO. AMORTIZACIONES. IMPOSICIONES

INTERES COMPUESTO

El interés es compuesto cuando los intereses que gana el capital pres-
tado se capitalizan periédicamente, es decir, se suman al capital prestado
a intervalos iguales de tiempo, constituyéndose de ese modo un nuevo ca-
pital al final de cada unidad de tiempo.

DEDUCCION DE LA FORMULA FUNDAMENTAL Y DERIVADAS

Sea ¢ el capital prestado a interés compuesto durante ! afios, siendo r
el tanto por uno anual, o sea, lo que gana $1 al ano.

Cada peso gana r al afio; luego, en un afio se convierte c(1+1).
= .

en 1+r y ¢ pesos se convertirin, al cabo de un afo, en -

afio, se convierte en 1+7; luego, los ¢(1 +7) pesos,
al final del segundo afo, se habrin convertido en’
Aplicando a este nuevo capital la misma ;
: 2(1 = 8
X = P1+r)=¢(1 A
regla, tendremos que al final del 3er. afo se habri CER yEe1£)
convertido en _____ SR

Cada peso de este nuevo capital, en el segundo L+ 7)1+ )= ol + 7).

520
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Este nuevo capital, al final del 4o. afio, se habrd convertido en
L+ YL +7)= (L4 1)

y asi sucesivamente; luego, al final de ¢ afios, el capital se habrd con-
vertido en

el 4+
y designindolo por C, tendremos que
C=c1+1) Q)

féormula fundamental del interés compuesto.
Esta formula es calculable por logaritmos. Aplicando logaritmos, te-

NEmos: log C=logc+t log(1 + 7).

FORMULAS DERIYADAS

La ecuacidon (1) nos da una relacion entre cuatro cantidades; conocien-
do tres de ellas, podemos hallar la cuarta.

Despejando ¢ en (1), se tiene:
C
C = aser?

y aplicando logaritmos: log ¢ =1ogC — t log (1+ 1),

t puede despejarsc en esta tltima férmula. Pasando —t log(1+7) al
primer miembro y log ¢ al segundo, se tiene:

tlog(1+r)=log C—log c,
log C —log ¢

y de aqui: T
Para hallar r. En la férmula (1), = (1 oy
despejando (1+7), se tiene: A e
Exwayendo la raiz {1 1+r= I{;"{ g
log ( —log ¢

y aplicando logaritmos: log (14 7)=-—— ; 3

Hallado el valor de 1+7, se le resta 1 y se tiene r.

| E]emplos | (1) 3En cuénto se convertiran $5800 al 5% anual de interés

compuesto en 7 afios?

Hay que tener presente que r representa el tanto por 1, lo que gana $1 en
la ynidad de tiempo. Que el tanto por ciento es el 5 anual significa que

$100 ganan $5 al afo, luego $1 ganard $1%=$G.05. Por tanto, aqui:
c=35800; =005 1=T.
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Sustituyendo estos valores en la férmula C=c[1+r)", se tiene:
C=5800(1+005)
o sea C=5800(1.05)7
Aplicando logaritmos:
log C=log 5800+ 7 (log 1.05)

=3.763428 + 7 (0.021189)

= 3.763428 + 0.148323

= 3911751.

Hallando el nimero a que corresponde este log se encuentra que es 8161.148,
o sea 8161.15; luego el capital prestado se convertird en $8161.15. R,

(2) 3En cuénto se convertirén $918.54 al 49, anual de interés compuesto en 1 afio,
capitalizando los intereses por trimestres?

Como los intereses se capitalizan, es decir, se suman al copital por trimestres,
t representa el nimero de trimestres que hay en 1 afio o sea 4.

Hallemos el tanto por 1 anual, Si $100 ganan $4 al afo, $1 ganara $0.04
al afio. Este tanta por 1 anual hay que hacerlo trimestral. Si $1 gana $0.04
al afo, en un trimestre ganard $0.04 = 4 = $0.01, luegoe entonces tenemos:

Sustituyendo en la férmula C=c (1 + r)!, tendremos:
C=91854(1+0.01)*
o sea C=918.54(1.01).
Aplicando logaritmos:
log C=log 918.54+ 4 [log 1.01)
= 2.963098 + 4 (0.004321)
= 2.963098 + 0.017284
= 2980382.

Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 955.83.
Luego los $918.54 se convertiran en $955.83. R.

(3) Una suma prestada al 3}% de interés compuesto durante 9 afios se ha con-
vertido en 3254.60 sucres. 3Cudl fue la suma prestada?
Hay que hallar c.

Lk

T
~3254.60
T o35

Aplicando logaritmos:
log ¢ =log 3254.60 + 9 ( colog 1.035)
=3.512498 + 9 (1.985060 )
= 3.512498 + 1.865540
= 3378038.

Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 2388.02, Luego la suma pres-
tada fue 2388.02 sucres.
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(4) 3En cuéntos afios una suma de 834 soles prestada al 85 anual de interés
compuesto se convertirG en 1323.46 soles?
La férmula es

_log C—log ¢
" log (14r)
Aqui C =1323.44, c =834, 14 r=1.08, lvego
f=.|29 1323.46 — log 834 =3.l2171'| — 2.921166

log 1.08 0.033424
0.200545 o
=0 033224 =6 anos. R.

(5) Una suma de 700 bolivares prestada a interés compuesto durante 5 afios se
ha convertido en bs. 851.65. 3;A qué 9 anual se prestd?
La férmula es

log (1 +r}=g°9—c--.
Sustituyendo:
Iog []+rl=log 851.65 — log 700
5
_ 2930262 — 2.845098
5

=0,017033.

Hallando el antilogaritmo se encuentra que es: 1.04.
Luego 1+ r=1.04 y por tanto r =0.04. Si el tanto por 1 es 0.04 el % es 4. R.

EJERCICIO 303

Una suma de $500 se impone al 6% de interés compuesto durante 3
anos. ¢En cudnto se convertira?

Se prestan 3500 soles al 7% de interés compuesto durante 5 afios. ¢En
cuinto se convertird esa suma?

Un capital de 8132 bolivares se impone al 9% durante 10 afios. ¢En
cuinto se convertird?

Hallar en cuanto se convertirdn:

$930 al 34% anual en 7 afios.

$12318 al 4}% anual en 6 aiios.

24186 sucres al 54% anual en 7 afios.

$54298 al 33% anual en 5 afos.

¢En cudnto se convertirdn $800 al 3% anual, en 2 afios, capitalizando
los intereses por semestres?

¢En cudnto se convertridn $900 al 4% anual en 1 afio, capitalizando los
intereses por trimestres?

Una suma prestada al 5% anual de interés compuesto se ha convertido
en $972.60 en 4 afios. ¢Cudl fue la suma prestada?
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11. Se presta cierta suma al 44% anual y en 6 afios se convierte en $1893.50.
¢Cudl fue la suma prestada?

12. Un suma prestada al 8% anual de interés compuesto durante 7 afos
se ha convertido en 54198.16 quetzales. ;Cudl fue la suma prestada?

13. Una suma de $600 prestada al 3% anual se ha convertido en $695.56.
¢Cudntos afios estuvo prestada?

14. 1215 colones se han convertido en 1709.61 habiendo estado impuestos al
5% anual de interés compuesto. (Cudntos afios duré la imposicién?

15. Una suma de 800 balboas prestada durante 4 afos a interés compuesto
se ha convertido en 1048.63 balboas. ;A qué % anual se impuso?

16, ¢A qué % anual se impuso una suma de $6354 que en 4 afios se ha
convertido en $7151.46?

17. Hallar los intereses que han producido 900 lempiras colocados al 5% de
interés compuesto durante 2 afios y 4 meses sabiendo que los intereses
se han capitalizado por aiios.

AMORTIZACION DE UNA DEUDA POR ANUALIDADES

Un capital ¢ se presta a interés compuesto, siendo r el tanto por 1,
durante t afios. El capital prestado y sus intereses compuestos durante el
tiempo que dura el préstamo deben amortizarse mediante ¢ pagos iguales,
que se verifican al final de cada afio.

Se llama anualidad a la cantidad fija que hay que pagar al final de

cada afio para amortizar un capital prestado y sus intereses compuestos en
cierto numero de afios.

DEDUCCION DE LA FORMULA APLICABLE

Sea ¢ un capital prestado a interés compuesto, a un tanto c(1+m)t.
por uno r durante t afnos. Este capital en ¢ afias se convertird en

Sea a la anualidad que tiene que pagar el deudor. La primera
anualidad se paga al final del primer afio; esta anualidad produce
interés compuesto, a favor del deudor, al mismo tanto por uno r
que el capital prestado, durante ¢ —1 afios; luego, se convertird en.”

La segunda anualidad se paga al final del segundo afio y produ-  a(1 +7)*2,
ce interés compuyesto durante t—2 afios; luego, se convertird en

La tercera anualidad, pagada al a(l+7)+8,
final del tercer afio, se convertird en

Del propio modo, la cuarta, quin-
ta, etc. anualidades se convierten en

Fr)ESL L ete

La peniltima anualidad a(l+r),
se convierte en G

i - /

y.la dltima anualidad, que se paga al final del dltimo afio, no produce
ya interés a favor del deudor porque se paga al cumplirse los ¢ afios;
luego, el valor de la ultima anualidad es a.
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La suma de los valores que adquieren las diversas anualidades junto
con el valor a de la Gltima anualidad debe ser igual al capital prestado con
su interés compuesto; luego,

El 20. miembro de esta igualdad es la suma de los términos de una
progresién geométrica cuya razéon es (1+7); luego, aplicando la férmula

oo U= ) Rerais al+7)1+7)—a
=——7 tendremos: c(l+1r)t= A+n-1 !
a(l+nr)t—a
o sea: (Itr)=m—————,
B

Quitando denominadores: ¢r(1+r)' =a(l +7)'—a.

Sacando a factor comin:
cr(l+n)t=af(l+7)—1]
y despejando a, queda:
cr(l+r)
T(d+nt—-1
que es la férmula de las anualidades.

E .em lO Una ciudad toma un empréstito de $500000 al 49, interés
] P compuesto, para amortizarlo en 15 afios. 3;Qué anualidad
debera pagar?

TV IR TS

Aqui, ¢ = 500000, r= 004, t=15, luego sus- a=—
tituyendo. en la férmula anterior tenemos: ol e

Hallemos el valor de (1.04)'%. Una tabla de interés compuesto nos lo da en seguida.
Nosotros vamos a calcularlo por logaritmos. Tendremos:
log (1.04)15 =15 (log 1.04) = 15(0.017033 ) = 0.255495.
Hallando el antilogaritmo se encuentra que es 1.8009, luego (1.04 )'* = 1.8009.

| 500000 X 0.04 X 1.8009
Sustituyendo este valor en (1), tenemos: o= 1.8009 — 1

500000 X 0.04 X 1.8009
R 0.8009

O sea

Aplicando logaritmos:

log a = log 500000 + log 0.04 + log 1.8009 + colog 0.8009
= 5.698970 + 2.602060 + 0.255495 + 0.096422
= 4.652947.

Hallando el antilogaritmo se encuentra que a = $4497247. R.
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» EJERCICIO 304

1. ¢Qué anualidad hay que pagar para amortizar una deuda de $40000 al
5% en 10 afios?

2. Se ha tomado a préstamo una suma de 85000 soles al 3%. ¢Qué anualidad
habrd que pagar para amortizar la deuda en 12 afos?

3. Una ciudad toma un empréstito de $600000 al 5%. ¢Qué anualidad
deberd pagar para amortizar la deuda en 20 afios?

4. Para amortizar un empréstito de 5000000 bolivares al 6% en 30 afios,
¢qué anualidad hay que pagar?

Resuelva los siguientes problemas aplicando la tabla de interés com-
puesto decreciente que aparece en las pdginas 532-533. Compruébelos
usando la férmula de la anualidad. (1)

5. Una deuda de 3000 bolivares con el 6% de interés, se debe pagar en
5 anos. ¢Cudl serd el importe de la anualidad?

6. Se constituye una hipoteca sobre un bien inmueble por ‘la cantidad de
12000 bolivares al 79, de interés, pagadera en 12 anos. Determinar la
anualidad a pagar.

7. Una industria tiene necesidad de comprar equipos para incrementar su
produccién, pero no tiene cfectivo suficiente para su adquisicion. La
gerencia decide tomar un préstamo del banco por la suma de 350000 sucres
al 419, de interés, por 3 anos. ¢Qué anualidad le corresponde pagar?

8. Una compaiia exportadora de nitratos necesita ampliar su negocio, y tema
una hipoteca sobre la propiedad por 425000 soles al 69, de interés, debien-
do amortizarla en 10 afios. ¢Cudl serd la anualidad que debe pagar?

9. Una compaiiia vendedora de bienes inmuebles a plazos vende al Sr. José
Antonio Arraiz una casa en la cantidad de 90750 bolivares, al 59, de
interés, amortizable en 25 afios. ¢Qué anualidad deberd abonar?

10. La misma compaifiia vende al Sr. Simén Irrigorri una casa a plazds con
un valor de 73550 bolivares, al 519, de interés, que debera amortizar en
30 anos. ¢A cudnto ascenderd la anualidad a pagar?

11. Un hombre de negocios invierte 473000 sucres en un préstamo hipote-
cario al 31%, de interés por 9 aios. ;Qué anualidad se le deberd abonar?

12. Se constituye una hipoteca por la cantidad de 45800 soles al 49, de inte-
rés, liquidable en 30 afos. (Cudl serd la anualidad a pagar?

FORMACION DE UN CAPITAL MEDIANTE IMPOSICIONES
SUCESIVAS IGUALES

Se trata de constituir un capital ¢ en cierto niimero de afios imponien-
do al principio de cada afio una cantidad fija a interés compuesto.

(1Y En algunos de los problemas puede haber una diferencia de centavos, cuya impor-
tancia es nula; esta diferencia la motivan los decimales usades en los cilculos,
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504) DEDUCCION DE LA FORMULA DE LAS IMPOSICIONES

Sea c el capital que se quiere constituir en ¢ afios. Sea i la imposicién
anual fija que hay que hacer al principio de cada uno de los ¢ afios, a un
tanto por uno r, para constituir el capital.

La primera imposicién, hecha al principio del primer afio, i1+t
produce interés compuesto durante ¢ afios; luego, se convertird en

La segunda imposicion, hecha al principio del 20. afo, pro- LGS e
duce interés compuesto durante ¢ — 1 afios; luego, se convertird en NC

Del propio modo, la tercera, cuarta, etc. imposiciones se convertiran en
10 B8 ok Lo A 1 (B o s AN
y la ultima, hecha al principio del ultimo ano, se convierte en
{1+7)

La suma de los valores de todas las imposiciones al cabo de ¢ afios
tiene que ser igual al capital que se quiere constituir; luego, tendremos:

c=il+7)+.n... (14 1) 2 (L4 )+ (L 7).

El segundo miembro de esta igualdad es la suma de los términos de
una progresién geométrica cuya razén es 1+7; luego, aplicando la férmula

§= e ? tenemos: ¢ = )=
(147 —i(l+7)

Simplificando: ¢= T

Quitando denominadores: cr=i(1+r)'+1—i(1+7).

Sacando i factor comun en el segundo miembro, tenemos:

Despejando i, se tiene:

cr

= Qo1+

que es la formula de las imposiciones.
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Ejemplo (1) #Qué imposicién anual al 5% habré que hacer para
constituir en 20 afios un capital de $800002

Aqui ¢ =80000, r=0.05 =20, luvego i —-—-ﬂﬂ-s— )
sustituyendo en la férmula, tenemos: % (’1»951}_‘;-""1-'05

Hallemos el valor de [1.05)2. Tendremos:
log (1.05)?1 =21 (log 1.05)=21(0.021189 ) = 0.444969.
Hallando el antilogaritmo se encuentra que (1.05)%! = 2.7859.

Entonces, sustituyendo en (1) este valor:

80000 X 0.05
' 27859 —1.05

o sea

. __ 80000 X 0.05
T T7359
Aplicando logaritmos:

log i =log 80000 + log 0.05 + colog 1.7359
= 4.903090 + 2.698970 + 1.760476

= 3.362536.

@ EJERCICIO 305

1. ¢Qué imposicién anual al 6% habrd que hacer para tener en 9 aios $30000?

Para constituir un capital de 90000 sucres en 20 afos, ¢qué imposicién
anual al 4% habrd que hacer?

3. Se ha constituido un capital de $200000 en 40 anos, mediante imposi-
ciones anuales fijas al 5%. ¢Cudl ha sido la imposicién anual?

4. Un padre de familia quiere que cuando su hijo cumpla 25 afios tenga

constituido un capital de $40000. ¢Qué imposicién anual al 6%, a partir
del nacimiento del hijo, deberd hacer para constituir dicho capital?
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| Tabla de interés compuesto

11l Cuadro de las formas bisicas

de descomposicién factorial

Iy Tabla de potencias y raices

Tabla de interés compuesto decreciente

530-531

532-533

534-535

536

Hemos incluido en este Apéndice tres tablas
y un cuadro que han de ser manejados conti-
nuamente por los estudiantes.

Al resolver los problemas de interés compuesto
suelen presentarse operaciones en las cuales debe-
mos conocer el valor adquirido por §1 a interés
compuesto, al cabo de un numero determinado
de anos. En la Tabla I el estudiante encontrard
este valor hasta los 30 afos, cuando el interés
es creciente.

Si se trata de problemas en los cuales se aplica
el interés decreciente, la ‘T'abla 1l es un auxiliar
poderoso.

Nuestra experiencia profesoral nos ha puesto
de manifiesto las multiples dificultades que se
le presentan a los alumnos para comprender y
dominar la descomposicién en factores. Por esto
hemos incluido un Ciuadro, que resume las
formas basicas de la descomposicién factorial;
mediante el cual el alumno puede visualizar y
recordar ficilmente los casos de factoracion.

Muy a menudo en las operaciones algebraicas
se nos presentan casos en los cuales tenemos
que aplicar inevitablemente potencias, raices, y
también el inverso de un numero determinado.
Es por ello que creemos de gran utilidad la
Tabla IV, que contiene el cuadrado, la raiz
cuadrada, el cubo, la raiz cibica y el inverso
de los cien primeros niimeros,
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| TABLA DE | INTERES COMPUESTO
Valor adquirido por $1 a interés compuesto| de 1 a 30 anos, o sea valor de (14r)t
| 2« 1% 1% | 2% zn-‘;cﬂ 3% 312 % 4% " 4% % 5% | 5%% 6% | 1% | 8% 99 10%
1 |1.005000 |7.010000 |1.015000 |1.020000 |1.025000 |1.030000 |1.035000 | 1.040000 1.045000 | 1.050000 | 1.055000 | 1.060000 |1.070000 | 1.080000 | 1.090000 | 1.100000
2 | 1.010025 |1.020100 |1.030225 |1.040400 |1.050625 |1.060900 |1.071225 |1.081600 1.092025 | 1.102500 | 1.113025 | 1.123600 |1.144900 | 1.166400 | 1.188100 | 1.210000
3 [1.015075 |1.030301 |1.045678 |1.061208 |1.076891 |1.092727 |1.108718 |1.124864 1.141166 | 1.157625 | 1.174241 | 1.191016 |1.225043 | 1.259712 | 1.29502% | 1.331000
4 |1.020151 |1.040604 |1.061364 |1.082432 |1.103813 | 1.125509 |1.147523 |1.169859 1.192519 | 1.215506 | 1.238825 | 1.262477 |1.310796 | 1.360489 | 1.411582 | 1.464100
5 | 1.025251 |1.051010 |1.077284,|1.104081 |1.131408 | 1.159274 |1.187686 |1.2164653 1.246182 | 1.276282 | 1306940 | 1.338226 | 1.402552 | 1.469328 | 1.538624 | 1.610510
6 |1.030378 |1.061520 |1.093443 [1.126162 |1.159693 | 1.194052 |1.229255 |1,265319 1.302260 | 1.340096 | 1.378843 | 1.418519 |1.500730 | 1.586874 | 1.677100 | 1.771561
7 11.035529 |1.072135 | 1.109845 |1.148686 |1.188686 | 1.229874 |1.272279 |1.315932 1.360862 | 1.407100 | 1.454679 | 1.503630 |1.605781 | 1.713824 | 1.82803% | 1948717
8 |1.040707 |1.082857 |1.126493 |1.171659 |1.218403 |1.266770 |1.316809 | 1.368569 1.422101 | 1.477455 | 1.534687 | 1.593848 | 1.718186 | 1.850930 | 1.992563 | 2./43589
9 |1.045911 | 1.093685 |1.143390 |1.195093 |1.248863 | 1.304773 | 1.362897 |1.423312 1.486095 | 1.551328 | 1.619094 | 1.689479 | 1.838459 | 1.999005 | 2.171893 | 2.357948
[0 | 1.051140 | 1.104622 |1.160541 |1.218994 |1.280085 |1.343916 | 1.410599 | 1.480244 1552969 | 1.628895 | 1708144 | 1790848 | 1.967151 | 2.158925 | 2.367364 | 2.593742
11 |1.056396 |1.115668 |1.177949 |1.243374 |1.312087 | 1.384234 | 1.459970 |1.539454 1.622853 | 1710239 | 1.802092 | 1.898299 | 2.104852 | 2.331639 | 2.580426 | 2.853117
12 | 1.061678 |1.126825 |1.195618 |1.268242 |1.344889 |1.455761 |1.511069 |1.601032 1695881 | 1795856 | 1.901207 | 2.012196 | 2:252192 | 2.518170 | 2812665 | 3.138428
13 | 1.066986 |1.138093 |1.213552 |1.293607 |1.378511 | 1.468534 | 1.563956 |1.665074 . 1772196 | 1.885649 | 2.005774 | 2.132928 | 2.409845 | 2719624 | 3.065805 | 3.452271
14 | 1.072321 | 1.149474 | 1231756 |1.319479 |1.412974 |1.512590 |1.618695 |1.731676 5 | 1.851945 | 1.979932 | 2.116091 | 2.260904 | 2.578534 | 2.937194 | 3.341727 | 3797498
15 | 1.077683 | 1.160969 |1.250232 |(1.345868 |1.448298 | 1.557967 | 1.675349 |1.800944 11935282 | 2.078928 | 2.232476 | 2.396558 | 2759032 | 3.172169 | 3.642482 | 4.177248
16 |1.083071 [1.172579 |1.268986 |1.372786 |1.484506 |1.604706 |1.733986 |1.872981 2022370 | 2.182875 | 2.355263 | 2.540352 | 2.952164 | 3.425943 | 3.970306 | 4.594973
17 | 1.088487 |1.184304 |1.288020 |1.400241 |1.521618 | 1.652848 |1.794676 |1.947901 2113377 | 2292018 | 2.484802 | 2.692773 | 3.158815 | 3.700018 | 4.327633 | 5.054470
18 | 1.093929 |1.196147 |1.307341 |1.428246 |1.559659 |1.702433 | 1.857489 |2.025817 2.208479 | 2.406619 | 2.621466 | 2.854339 | 3.379932 | 3.996020 | 4717120 | 5559917
19 | 1.099399 |1.208109 |1.326951 |1.456811 |1.598650 |1.753506 |1.922501 |2.108849 2307860 | 2.526950 | 2765647 | 3.025600 | 3.616528 | 43157M | 5141661 6115909
20 | 1.104896 | 1.220190 |1.346855 |1.485947 |1.638616 |1.806111 |1.989789 |2.191123 2411714 | 2.453298 | 2917757 | 3207135 | 3.869684 | 4.660957 | 5.604411 | 6727500
21 |1.110420 |1.232392 |1.367058 |1.515666 |1.679582 |1.860295 |2.059431 |2.278768 2520241 | 2785943 | 3.078234 | 3.399564 | 4140562 | 5.033834 | 6.108808 | 7.400250
22 | 1.115972 |1.244716 |1.387564 |1.545980 |1.721571 [1.916103 |2.131512 |2.369919 2633652 | 2925261 | 3247537 | 3.603537 | 4.430402 | 5.436540 | 6.658600 | 8.140275
23 | 1.121552 | 1.257163 |1.408377 |1.576899 |1.764611 | 1973587 |2.206114 |2.464716 0752166 | 3.071524 | 3.426152 | 3.819750 | 4740530 | 5871464 | 7.257874 | 8.954302
24 | 1.127160 | 1.269735 |1.429503 |1.608437 |1.808726 | 2.032794 |2.283328 |2.563304 2.876014 | 3.225100 | 3.614590 | 4.048935 | 5072367 | 6341181 | 7.911083 | 9.849733
25 |1.132796 | 1.282432 |1.450945 |1.640606 |1.853944 |2.093778 |2.363245 |2.665836 3.005434 | 3.386355 | 3.813392 | 4.291871 | 5.427433 | 6.848475 | 8.623081 | 10.834706
26 | 1.138460 |1.295256 |1.472710 |1.673418 |1.900293 |2.156591 |2.445959 |2.772470 3.140679 | 3.555673 | 4.023129 | 4.549383 | 5807353 | 7.396353 | 9.399158 |11.918177
27 |1.144152 |1.308209 |1.494800 |1.706886 |1.947800 |2.221289 |2.531567 |2.883369 3282010 | 3733456 | 4.244401 | 4.822346 | 6213868 | 7.988061 |10.245082 |13.109994
28 |1.149873 | 1.321291 |1.517222 |1.741024 |1.996495 |2.287928 |2.620172 |2.998703 3429700 | 3.920129 | 4.477843 | 5111687 | 6.648838 | 8.627106 |11.167140 | 14.420994
29 |1.155622 | 1.334504 |1.539981 |[1.775845 |2.046407 |2.356566 |2.711878 |3.118651 3584036 | 4116136 | 4724124 | 5.418388 | 7.114257 | 9.317275 |12.172182 | 15.863093
30 | 1.161400 [1.347849 |1.563080 |1.811362 |2.097568 |2.427262 |2.806794 |3.243398 3745318 | 4321942 | 4983951 | 5743491 | 7.612255 |10.062657 |13.267678 | 17.449402




I TABLA DE INTERES |[COMPUESTO DECRECIENTE

Anualidad cuyo valor actual es $1 |a interés compuesto de 1 a 30 afios
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L CUADRO DE LAS FORMAS BASICAS DE DESCOMPOSICION FACTORIAL

FORMAS SIEMPRE FACTORABLES FORMAS NO SIEMPRE FACTORABLES
BINOMIOS BINOMIOS
DIFERENCIA DE CUADRADOS SUMA DE DOS CUADRADOS
a*—b?=(a+ b)(a —b) at + 4pt at 4+ 4bt
16x% — 25y* = (4x + 5y2)(4x — 5y2) + 402h? — 4a?b?
Ax’ 2Hy2 at + 4a®b? + 4b* — 40°b* = (a* + 402b? + 4bt) — 4a?b?
= (a? + 2b?%? — 4a?b?
SUMA O DIFERENCIA DE CUBOS = (a® + 2b® + 2ab)(a® + 2b* — 2ab)

a®+ b® = (a+ b)(a® — ab + b?)
a® — b®=(a— b)(e®*+ ab + b?)
276% + b% = (3a + b?)[(3a)® — 30(b?) + (b2)2] = (3a + b?)(9a® — 3ab? + b*)

TRINOMIOS = (a® + 20b + 2b?)(a® — 2ab + 2b?)

TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICION Y SUSTRACCION

a® — 8 = (a — 2)[a® + 2(a) + 22| = (a — 2)(a® + 2a + 4) X +xyt iy x*+ ifiiﬂ* a5a
7 i . —= XN
SUMA O DIFERENCIA DE DOS POTENCIAS IMPARES IGUALES x4 22y oyt — xyt = [xt gl 2x%y? + yi) — x2y2
m® +n® = (m + n)(m* — m®n + m?n® — mn? + n%) (factorando el trinomio cuadrado perfecto) = (x2 + y2)* — x2y?
a® — b’ = (a — b)(a* + a®b +a2b? + ab?® + b?) (factorando la diferencia de cuadrados) = (x* + y2 + xy}{x* + y* — xy)
TRINOM'OS [Ofdencndc‘}:[xg+X)'+y2]{x"!—xy+y2:l
TRINOMIO CUADRADO PERFECTO TRINOMIO DE LA FORMA x4 bx + ¢
m+2m+1=(m+1)im+1)=(m+1)? X2+ 5k 16 X +5+6 (x )x )
m 1 x*+5x+6 (x+ )x+ )
X%+ x4 6= (x+2)(x +3)
POLINOMIOS
FACTOR COMUN TRINOMIO DE LA FORMA ax® -+ bx + ¢
x{a + b) + m(a + b) 6x2— Tx — 3 36x2— 6(7x)— 18 (1) éx —9)(6x+2) (3)
x(a + b) mla +b) (6x)2—7(6x)—18 (2) 6
QX S 6x —9) bx +2)
(a+b) (a+b) O O T S = (2x—3)(3x+1) (&)
x(a+ b))+ m(a+b) = (a+b)(x+ m) 2X3

bx* —7x—3=(2x—3)(3x+1)

POLINOMIOS

NOTA PARA EL ESTUDIANTE
POLINOMIO ENTERO Y RACIONAL EN X (EVALUACION)

La descomposicién factorial es de suma importaacia en el estudio del Algebra,

Generalmente, la factoracién es un paso previo para cualguier b?eneién algebraica, x? + 2x® —x — 2.

¥ su dominio requiere mucha préetica, Conocer las formas bésicas y las- formss A o =1
derivadss de éstas es indispensable para saber descomponer cualquier expresién alge- Coeficientesdel polinomio ] + 2 —1 == 21 "H=F =
braics. Queremos recordar que uns expresidén cuslguiera puede pertemecer a varias IX1=4+1 3X1=4+3 2x1=4+2 ==
formas bésicas & la vez, o 20 pertenecer a ninguna de eilas. Por otra parte, si — == =

pertenece a algunas de estas formas no quiere decir que sea descomponible, salve,.na- i ; = = 0

}lmlmen;e, qne‘lpenendeizscn a uns de las cuatro fcr;:nas que siempre ﬁzn fsf;:nbles. Coeficientesdel cociente ] B i

tecomendamos estudiante que al descomponer en factoree una expre algebraica, =

siga los signientes pasos: 1), Observe si hay factor comtin: 2), ordene la expresitn; B+ —x—2= {" —1 ][X2 + 3x + 2]

3), averiglie i la expresién dada pertenece a algunas de las formas que siempre se (factorande el trinomio) =[x —1)x+1)[x+2)

puede deagomponfr;uﬁ. sidpsrtenece s formas gue no Isiempre g?u t%morlﬁmnibluv

averigiie si cumple las condiciones necesarias para que lo sea; , 8l verificar uns

descomposieién, obneg;c s:réos factorez hallados soana-ctoriaa‘bla's a Bu ves, eqdde:l:jir. POLINOMIO DE CUATRO O MAS TERMINOS (AGRUPACION)

si son primos o no. uerde que h regi se pueden d p e dis- 235

tintas manerss, pero siempre se llega & un mismo resultado, ax + bx + ay + by ax + bx + ay + by = (ax + bx] + [ay + by]

=xla+b)+yla+b)
= (a+b)(x+y)
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IV TABLA DE POTENCIAS Y RAICES

MNo. | (Ne.)® \;/N_o. {Mo.}2 \?/No. Inverso g {Mo.)# y . Inverso
1 1 1.000 1] 1.000 |[1.000000000 132,651 019607843
2 4] 1.414 8 | 1.260 | .500000000 140,608 019230769
3 9?4 1.732 27 | 1.442 | ,333333333 148,877 018847925
4 16 | 2.000 64 | 1,587 | .250000000 157,464 | 3.780 | .01851851%
5 25 | 2.236 125 | 1.710 ([ .200000000 166,375 018181818
] 36 | 2.449 216 | 1.817 66666667 175,616 017857143
7 49 | 2,646 343 | 1.913 142857143 185,193 017543860
8 64 | 2.828 512 | 2.000 | .125000000 195,112 017241379
9 81 | 3.000 729 | 2.080 | .1 205,379 016949153
10 100 | 3.162 1,000 | 2.154 . 100000000 216,000 016666667
11 121 | 3217 1,331 | 2,224 | 090909091 226,981 016393443
12 144 | 3.464 1,728 | 2.289 | .0B3333333 238,328 016129032
13 169 | 3.606 2,197 | 2.351 076923077 250,047 .015873016
14 196 | 3.742 2,744 | 2410 | .071428571 262,144 015625000
15 225 | 3.873 3,375 | 2.466 | .CO6666667 274,625 .015384615
16 256 | 4.000 4,096 | 2.520 042500000 287 496 015151515
17 289 | 4123 4,913 | 2.57 058823529 300,763 014925373
18 324 | 4.243 5,832 | 2.6 055555556 314,432 014705882
19 381 4,359 6,859 | 2,668 052631579 328,509 014492754
20 400 | 4.472 8,000 | 2.714 050000000 343,000 014285714
21 441 | 4.583 9,261 | 2,759 | 047519048 357,911 014084507
22 484 | 4.690 10,648 | 2.802 | 045454545 373,248 .013888889
23 529 | 4.796 12,167 | 2.844 043478261 389,017 013698630
24 576 | 4.899 13,824 | 2,884 | 041666667 405,224 .013513514
25 625 | 5.000 15,625 | 2.924 040000000 421,875 013333333
26 676 | 5099 17,576 | 2.962 | .038441538 438,974 013157895
27 729 | 5.196 19,683 | 3.000 | .037037037 456,533 012987013
28 784 | 5.291 21,952 | 3.037 | .035714286 474,552 012820513
29 841 5.385 24,389 | 3.072 | 034482759 493,039 012658228
30 900 | 5.477 27,000 | 3,107 | .033333333 ¢ 512,000 012500000
| 961 | 5.568 29791 | 3.141 032258065 531,441 012345679
32 | 1,024 | 5657 32,768 | 3.175 | .031250000 551,368 012195122
33 | 1,089 | 5745 35,937 | 3.208 | .030303030 571,787 012048193
34 | 1,156 | 5.831 39,304 | 3.240 | .029411765 592,704 011904762
35 | 1,225 | 5.914 42,875 | 3.2 028571429 614,125 011764706
36 1,296 | 6.000 46,656 | 3.302 | 027777778 636,056 011627907
37 1,369 | 6.083 50,653 | 3.332 027027027 458,503 011494253
38 1,444 | 6.164 54,872 | 3.382 026315789 681,472 011363636
39 1,521 6.245 59,319 | 3.391 025641026 704,969 011235955
40 | 1,600 | 6.325 64,000 | 3.420 025000000 729,000 o1nmnm
41 1,681 6.403 68,921 | 3.448 024390244 753,571 .010989011
42 | 1,764 | 6.48) 74,088 | 3.476 | .023809524 > 778,688 010869565
43 1,849 | 6.557 79,507 | 3.503 | .023255814 804,357 .010752688
44 1,936 | 6.633 85,184 | 3.530 | .022727273 830,584 010638298
45 | 2,025 | 6.708 91,125 | 3.557 | .022222222 B57,375 0105246314
46 | 2,116 | 6.782 97,336 | 3.583 | .021739130 884,736 010416667
47 | 2,209 | 6.B56 103,823 | 3.609 | .0212765%6 912,673 010309278
48 | 2,304 | 6.928 110,592 | 3.634 | .020833333 741,192 010204082
49 | 2,401 7.000 117,649 | 3.659 | .020408143 970,299 010101010
50 | 2,500 | 7.071 125,000 | 3.684 | .020000000 1,000,000 010000000




RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS DEL TEXTO

EJERCICIO 1. 1. +260 bs. 2. —345 sucres. 3. +$67. 4. +437 soles. 5 —$30.
6. —$9. 7. =70 colones. g 0.

EJERCICIO 2. 1 —3°. 2 —1° g3 18°. 4 13°. 5 —6° g4 —4° 0°, +12°.
-[_ —5°, —7°, —4° +2°. g —49°. g Long. —66°; lat. —20°. 1p. Long. +21°;
at. +61°. 711. +60 afios.

EJERCICIO 3. 1. +32m; —16m. 2 +10m; —4m. 3 —35m. 4 —66 m.
5. —48 m; +54 m. g Corredor +800 m; yo —1200 m. 7, +12 p; —28 pies.

g +3m. 9 —1Tm. 10 —12m. 1] +17m. 19 —4m. 13 +42 m; +12 m;
—18 m, —48 m. 14 —60 Km; 0; +60 Km; +120 Km.

EJERCICIO 7. 1 3x. 2 17a. 3. 20b. 4 —6b. 5 —9m. ¢ —16m. 7. 9a~
8 1da**tt, 9 —6m*+l. 19 ~40=2, 11.4 13 &ab. 13. %xy. 14. —xy.
15. ——=a2b. 1g. —‘{a. 17. 23a. 18. 36x. 19. —24m. 9p. —ba%b. 91 12a~.
29. —13a*+}. 93, lﬁ—‘a- 24. —?x- 25. fax. 26. —f—;azx- 27. 3%a. 28. lam*+1,

20 —38x%. 30. —23a™. 31 '%a- 32. -}ff; 33. 2.6m. 34 —:—ab- 35. —:—:—x’y.
36. 39ab% . 37 —20m. 38 —19x*+l. 3g. 204 40. — b

EJERCICIO 8. 1 2. 3 —2a. 3 —6ab. 4 6ab. 5 0. g 0. 7 18xy. 8. Tx%y.
9. —11x%. 10. Sm®*n. 11 25xy. 192 —26a%*% 13. 0. 14. 0. 15 0. 16 17mn.
17. 91ab. 18 —6x. 19. 0. 20 —74. 21 5o 22 ;:6%. 23 ~a%. 24 —Tom.
25. —%am. 26. —Ri‘mn. 27. —%a*b. 28. —2.2a'b%. 99 2.2yz. 30, 20*. 31. 0.

32. —Tms1, 33, 0. 34, %am-a. 35. .E..ami-l. 38. %az_ 37. —?mn. 38. —1T7ax+2hx+3,
39. {;a“'b“- 40. 0.35mxy. ;

EJERCICIO 9. 1 1la. 9 0. 3 —16mn. 4 0. 5 15m. 6. 0. 7.-=3la*. g 0.

9. 0. 10 —pm. 11, -2a%. 19 a. 13 ~-15ab. 14. 0. 5 12xy. 16, —53ab.
17. =86xy%  1g. 157ax. 19 0. 20.°0. 91 ¥ 22 3. 23 ——a®b. 94 ——ab?.
25. —64a. 26, 80c. 97. mn. 98 0. 29 8a. 30 —3%. 31 —=x 32 0. g3 @™
34. 88a. g5 —9b. 3g —162a%. 37 —1340m%x. 3g Ta*b% 39 —28a. 40, 0. -
EJERCICIO 10. | 13a—13b. g 0. 3 25x—12y—10. 4 —13m+Tn—6. 5. 2a. g —30z

7. 8a°-12ab—11. g 21a—30b. g —484%h. 10 —2a—14. 11, Tm3—129m*+6mn
12. 14x%y—Tx®y?—y3+81. 13 —25. 14 —a™2—xwes—3, 15. 2.74—3.3b—3.4c.

16. -:—a—%b-i-%. 17, —2m2—Lmn, 18. Eaﬂ.—%ab—bz. 19. 4% x)l2—:—o-y’+25.

10 3 12
Bam1plpme
20. 2% mbm "

EJERCICIO 11. 1_26. 2120 33 4% 5.3 6 T oo 8 = 9.6
10. 12- 11. 3+ 12. 5+ 13.60. 314 1. 15 3. 16 24 17. 216. 13 .
EJERCICIO 12. ; 1. g 2. 3 17 4 -213. 5 1 5 -5 ¢ 492 g 8%
V1 i 28 3 1]
9. =63 10.3456. 31 5 12.0. 33,1 34 2. 35 13 16 4 17. 5 18 T4

537
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EJERCICIO 13. 1. 5 2. 3 3. 7;. 4 15 5. 0. 6. 1 7. 267 8 14 9 22
10. 81 11. 5. 12. 176. 13. 24 14. 2. 15. 162. 16. 312 17. 142 18. 2. 19. 3.

11 - 26

AP 1 5
20. - 21 75?- 22. 17;- 23. 20;- 24
EJERCICIO 14. 1. a+b+m. 2. m*+b3+xi 3. a+l, a+2. 4. x—1, x—2. 5. y+2,
y+4, y+6. 6. $(at+x+m). 7. m—n. 8. bs.(x—6). 9. (x—m) Km. 10. §(x+a—m).
11. [m—(a+b+c)] Km. 12. $(n—300). 13. (365—x) ds. 14. $8a; $15a; $ma.

16. 2a+3b+— 16, axbm? 17 23n m> 18, x* m%  19. $(3a+6b); $(ax+bm).
20. (a+b)(x+y). 21. $(x+6)8. 22. bs.(a—8)(x+4). 23. —ucres. 24. $=.

3000 x m x+l a+h

26. - colones. 26. — soles. 27. = m. 28 — Km. 20. $—. 30. (x+2x+%) hab.
81 [1000—(a+%+%)] sucres.

EJERCICIO 15. 1. m+n. 2. m—n. 3. 4b—38a. 4. Hb—6a. 5. 1. 6. 3. 7. 3y—2x.
8. dSmn—m. 9. 12a. 10. —13x. 11. —3m. 12. —6ab. 13. —10xy. 14. —10mn.
15. a—=b. 16. %b+%¢:. 17. b. 18, —xy. 19. —abc. 20. -Tx%. 21 —%mn.

2

22. a+b+c. 23. a—b+c. 24. a—b+2c. 26. 3m—2n+4p. 26. a*—Tab—5b%

a7. x*—3xy—4y%. 28. x*—x%+6. 29. ba—b. 30. —m—dn. 31 a—b. 82 —y—-=.

33. —Sm——mn. 34. 3b*+5ab—8a%. 35. 10mn®-—9m. 36. H—dxty—6x’.

37. 4x*+3xy+Ty% 38, —9a2b—6ab2—70b3. 39. mP—min+Tmn*—nd.  40. %a+§b—6.

41. b. 42. mP—8m2n—Tmn?. 43 8x—1Ty—2z 44. 15a®—5ab—15b2—11. 45. 2xy*—4y*—8.
46. %a—%b-ﬁ-z 47. %x2+%x}r. 48. 8a*2. 49, %x”—xy-l—%yz. B50. %a2b+-;~abz.

EJERCICIO 16. 1. 5a+5b. 2. —c. 3. 0. 4. 3x. 5. 2b. 6. —4r. T. —2x.

8. —4m—4n—8. 9. —6a—c. 10. —2ab. 11. ay+az. 12. —2x+23. 13. am—4mn.
14. a+9b+4c. 15 5m—Tn. 16. 10a+3b+12¢—7. 17. 8x-+5z.  18. 19a+3c.

19. 15x+7y—32—10. 20. —m+3n+2p—9. 21. —14a*+Ta™ 22. 5m*1—11mo246ms.
23. y+3z+4+2u. 924. —3a+2c. 925. 2ab. 926. 2a.

EJERCICIO 17. 1. 2x®—x. 9. a2—ab+0b2 3. x3—x2+2x+4. 4. a*+a*—3a*+4a,
é‘i x—x243x+6. 6. 4x2—1lx+1. 7. —4m*—3mn. 8. 3x—1. 9. x*+3xy—22 10, —b*
1. —4x*+6x—1. 12. 2a*—a*—1la+15. 13. —8x2+9x—6. 14 2a3+b5a*b—11ab*—2b%.
15. 4x3—pxaPy—3xy*—bHyd. 16. 6mn*+8nd. 17. x%+x342x2—3x+11. 18. a’4a’+a—2a’—a’.
19. x°43x*—8x8—Tx2—3x+2. 90. a+He—1. 21. x*—5x3y—Hx2y242xys+yi—6.
22. —Tx*+Txy—y%. 23. 5a’—2x3. 24, —3a3+3a*m—6am?—6. 26, 2x°+2x%y+2xy2+-3x2y®.
26. a+at+ai+4. 97, —2at*—ab?—4bt. 28, 1llmn? 29, a*+6a*1—3a*2+ax4,
30. a:4-3_3ax+2+ax41_2ax_

3

EJERCICIO 18.1. ox*+2xy+=y% 2. a+ b2 8. x*—xy+)% 4. o¥i—2xy.

10

W 8 2 1 18 7 ¥ el 7 8 2 3 9
. —a*+—ab—=b2, —x2 = xy——y2, —att—a*b——ab*——b3, —x - —x 3 ——x 42,
5 14 +:=u 3 6. 3 +12xy zay 7. -sa + ::a 8 5 8. 5 + 2 8 &

) 1...q |8 1 . s R T 5

—mi—=_min——_ 2 _pd 4 4 oyl eyl i
9. —m m=n mn nd. X x4+ —x xyi4 x

8 4 ) i 10. 6 il STl S fres

- 2 7 1 13 &gt 1 7 4
—2x0——xt—— xS —x 2 —x—4, ——a*—a?x——ax?——x3.
11. 3 12 +.=5 +m 4 12. 9 +14 24 9

3 - 10 3 8 7 - 13 3 3 3 29
6L 45 4__ 3 2 b 4 3ny2 203 4 5
e e = —1 —ff——. L —xdy— —_—— —_——Xyt— 5,
13 3 7 8 + 8 8 14 . kS y 10 Y 6 J 4 y lSy
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EJERCICIO 19. 1.2y—8; 0. 2.—6x2+10x—72; —172. 3. —x*+T7x%—5x%y*+10xy*—y*—8;
3811. 4. 9m—45n+2; —1. 5. 10nx—3ab—cn—5; —15. 6. —4a342ab*—2b34-8; —42.
7. 2Tm+min+22mn?+125n3—8; 127, 8. 3x*14+2*2—3mek; 21 0. mrd; I

) 3 1 $3.4. 9 36 X 128
10. x4+6x%y—dxy®—yi+2; 2091. 11 Za—Tab+ib% 6. 12. Lmi—dbmntini+d; —2in,

13. %b’m+gcn+8%; 16%. 14, —0.1ab+ab?+0.163+6; 25.5.

EJERCICIO 20. 1.-13. 2.—11. 3.-3. 4.3. 5.8 6.2a—3b. 7.3b—2.
8. 4x—6b. 9. —5a—6b. 10.3—8x. 11. —9a*—5b%. 12.5yz—Txy. 13. -a. 14.—14m.
15. —5x%. 16. 18a%m2. 17.0. 18.77x%. 19.0. 20. B3a*1=Hb=2. 21, —8x™2—11.

22. 11a®. 23.150~1. 24. 14061 26.25me. 26.5 . 27.—I. 28.x%. 29.2x%.
30. cab®. 81.—5. 32.8. 33.-3. 34.9. 35.0. 36.5+2a 37.—b—3x.

38. —=5m—2n. 39. 6a+3b. 40. 5a®+8b. 41. 9—Ta. 42 25ab+25. 43.4a. 44.-b.
45. 65x3. 46. 64ab. 47. —1la®y. 48. —10ab. 49. 0. 50. —4a*.  b51. 318a*.
62. 96m=*=. B53. —49a*!. bH4. —21Tm*. B5. —139a**%. b6. Ba+%. 7. 583. 58. —m?.

40
59. ca%b?. ~ 60. —45,atb?.

EJERCICIO 21. 1.2b. 2. 3x—5y. 3.1la+b—4. 4. x242x—6. 5.a%—8a2b—9ab2
6. 0. 7. 2x+2y—2z. 8. —2x%+xy+2y? 9 x?—6x2+4x. 10. —2y*+6y°+4y*—6y—8.

11. a®—15a*b—6ab®*+17a—5. 12, x*+8x%y+6x2y*+9xy5—31y4.  13. 2a+2b.

14. —Tab+6ac+2¢d—10de. 15. —5x34+1Tx%- 30x+24. 16. y5+11y*—40y*+14y*+19y—31.
17. 2Tm*n—22mn?—9n%+18. 18. x4+29x3%y—38x2924-32xy%+y%.  19. mO+min?4+13m3ni4
21m?*n*—16mn®4-80. 20. 8a®—a®b+11a*b*+6a*b3+11a2b*—18ab>—9b%+42.  21. x®—6x5—
Txt—x34-20x2—12x+25. 22. 8x%+28x%y+101x%y2—6x2y8—9xyi+y°~98. 23. mO4+-23m®n—
8min?—14m3n34-21m?*n*4+18mn®—8ns+22.  24. xT48x8+16x"—25x44-30x3—23x2—59x +3.
25. 9a°—25a%b--53a%b%+-31a%b4+9ab’—4b%+14. 26.—4a*+7a*'. 27 —3m*+5m*—m*1-2m*2-
8m*3. 28, a™t-+5a™84Ta™2+11a™1—8am+14a™1.  29. xM24+11x1—26x%—36x%1+
25x"2—60x*8, 30. m*"1—8mn—11m>-242mo-8—mn-4—28mn-5,

EJERCICIO 22. 1. —2a+2b. 2.x+4y. 3.—2a—b+5. 4. —2x*+5x+6. 5. —x>+x2y+6xy2.
6. 8a®+a*b+5ab?. 7. —2a+3b—b5¢c. 8. 3m—2n+4p. 9. 2x+2y—bz.  10. —2a?+Tab+b2.
11 —6m2+9mn. 12, x8—8x2+6x—10. 13. —m3—8n+T. 14.7ab+6bc. 15.a%—34a*b+8ab2.
16. 6x3—8x2y—Txy2+6y%—4. 17. —16n+19¢—d+14. 18. 5a*+2a%b+8a*b*—45ab%+5b1.
19. x5—8x1—6x3+4+19x249x+22. 20. —xC—8x3y24x2y3—9xyi—44y54+18. 21. 11x5—6x4—
24x3+26x2—10x+37. 22. a®—8a*b—27a%b*+15a%b%+53ab'—b%+14. 23. y*+15y°—8yi—
22y3+y2+8y+14. 24, x8—Ta"—xC—5x0+8x44-28x3—5x2—51x—45. 25. x"—3x0y?+9Hxty3—
90x3y*-7x%5+50xy°—y"+60. 26. a**3—a=2—3a*14-62*—5. 27.—15a"—8a'+10a*-2+16a> %
28. x*4415x08 - 14x8+2—3]1 x4 —6x2+-59x*1.  29. a™+14a™1—33a™-24-26a™+8a™*+14a™5.
30. m*4—15m**34-23m**256m*+1—14m*—5m*1+8mm*-2,

EJERCICIO 23. 1.2-a. 2.8—a. 3.—a>—3a—4. 4. x*—5xy. 5. —a*+a?b—ab?+1.
6. 2x84-8x%y+6xy2. 7. a®+8a’b—6Rab?+bd. 8. yi+Bxy? —Tx¥245x3y. 9. at—a*m—Ta*m3+
18am®—4m*.  10. a—b—c—d+30. 11. x2—xy—y*~1. 12. a®—5a%b+8ab>*—b3+6. ]
13. x3+Fx2y—1Txy?+y3+5. 14, x*—9x3y+8x%y?+15xy8—1.  15. a"+11a*b—8a®b2—2a%b3+
4ab'4-b%  16. x*—5x9+x24+25x+50. 17. y9—9y*—1Ty'+y*—18y*+y—41. 18. a®+156a°b+
9a*b*—17a%b%+a%b*+14ab®+-b%. 19, x*+x3+x2—16x+34. 20. m3—m?*n—Tmn*+3n%—1.

EJERCICIO 24. 1 Ja*+iab—2b2 9 —txy—25:415% 3 2ab+Zbet2ed.

. T Soa oo 9.9, 3 S sy 1,2, 3 19 3 Lag. Lop.
& ottty Be-Tm—g¥bg o Sombt omin—cmnkiont. (.et-geh
3 1 a9 17 21 1B, 19 1 5 1 11 1
Spagt o 0 S Y 84 15,9 19 1 PYPEIL I T Y - X
5 +s 8. 4ox +15xy 103’ 9'a+sa 10a T 10.m+zlm ﬂ+sumn 7n+8'

- AN 5 8 1 1 19 7
11. —-s—x*-l—szy——s-xﬁ’—axy’—--s—y‘ 12. ;a+2—ob—c+d—;
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EJERCICIO 25. 1. —La—Za 2 Ta+Th—5. 3. xi—Zx%—6. 4 Tatlb-2c

24
1 1 3 LI L WL (UL R W L T o T
5. —?m—?n-i-;p. 6. ettty b+?ab T 7. m +ﬁm n——m*n*+ Smn 6.

11

1 7 5 2 2 ¥oopiy 18 1 12 16
s Aav Tadn Sasnen Zoogs 472 9, —x0p Tuvyy Boaga Loays 12,0044 366
.8 i S R AR T A i R e b L e sy
2 13
+20

T 7 82
b g taes o Ty 83 T34
10 i¥ lﬂx y ny ].ly i) 13

11 o 2 8 8 17
m*na—ﬁmzn“+-§-n"+? 12. —86'5+2—264d+

17 1 4i4 3 22

Ecsd2+;czd3—rcd‘*—5§d5-—35.

EJERCICIO 26. 1. a*—4ab—b?% —11. 2. a®+5a2b—6ab*+3b%; 11. 3. —%a—%b-f-%c; 3.
4. 2m2—8mn—15n2; —:f%. 5. x4+16x3y—18x2y*+6xy3+6y*; 4926. 6. a®—Ba*m—2am*+

6m3; 3; 7. ;laz—-sl—ab—%bﬂ; _s,%' 8. m3+-§m2n+mn2; ﬁ—;'-g. 9. a®—atb2+5a2bd —
3a2b*+-b%; 21. 10. —16ab+10mn—8mx; —74. 11. a®—11a2b+49ab2—b%; 7. 12. B—tx“—%x”— .

5.8 5 1 8 1 1 y 3 49 :
?x—ks—; —9—8. 18. Tx3+ﬁx2y+-5—x)!2+2—5—ys; 56. 14. ax—?ax-l+7ﬂx_s;ba—o.

EJERCICIO 27. 1. —ab+4b2 2. —13. 3. x®—12x%y—4dxy?—y8. 4. Hm*—4n3 5. Ha.
6. 2a+b—e. T. 0. 8. —24x?—5ax—3a2. 9. —a3—5a2+2a—3.  10. 12x*42x5+9x%46x—5.
11. Bad—ab?+-b%+45. 12. nP411n*—26n3—8n*+20n—4. 13. —6a*+1ladm+3a*m —Ham?+
Tmi+6. 14. Tx"+dx'y—38x%y°—13x2y34+-48xy*+3y°. 156. b. 16, 8x+6y+6. 17. x*—Txy+
43y2—16. 18. a®+2b% 10. 4x3—14x%y+5xy>—20y%. 20. 0. 21 n®—6n°+4n*+15n3—8n—25.
22. a5+-17a*b+T7a*b2+4Ta2b3 —5ab*—205%  23. m*—3m3—5m2+6m—1. 24. 202—4.

26. —6a+7b—11. 26. a°—2a*+8a®4+17a2—10a+1. 27. bmi+11m3n+11m2n24+11mn3—17n4.
28. 2a°+Ta*b—3ab*—24a2b3+ab*—2b5—6. 29. 29x*y—4Tx¥y2—2xyi+ys.  30. Bax+2—
7ax—1_5ax+13ﬂx—1_ax—2-

EJERCICIO 28. 1. x242x—3. 2. —3a-+b+c. 3. 6x342x2—8x4+3. 4. —a*+ad+a—a.
5. —3ab—6bc—9. 6. 10a®x—14ax2. 7. x*+6x*—12x%+4x+1. 8. m*+1Tmdn+3m2n2—
8mnd—81ni—2. 9. a®—1la*—4a*—3a+42. 10. 17x2+14. 11. a®—2a+1. 12. —ab+5b2.
138. m?—1Tm*+ m® +13m—24. 14. —x®+9x*y +xiy?+Tx?ys+dxy*+4y5+7. 15. a®+8a®—
dat—2a%+44a%—44a. 16. 1la*x —a*x2—10a%x3+26ax*—5x+99.

a1

b 5 4 3 2 ] R T 4] 2
EJERCICIO 29- y l_ﬁa‘—T!L z ?a‘3——sﬂ+€ 3 'F:-“+_2-b+b 4. —;x3+;x2+7x——7.

4 3 3 2 1 17 1 13 iT7 : A 11 1 1 T
Rl g Sy e Sgtickes W Ly dtloay ks Dot
b. at=—y + =g 6. 2:v:+2oz — % T + Na.b+nab il Ty, el

7

1 1 37 8 2 T 1 11 1 P
. o—at—. . =y2— . ——@t——b3— ——mn——m?*n*+—mnd—=—nt.
9 pite 10t 1L —oetog 12. — 60 S

10"
118 T 1 1 a1 13 1 1117
e — 4 2.
. ——x —_—z4m——nt+—, ., ——atl——q :
13 2 T L i 14, —qo'—5ot g

EJERCICIO 30. 1. —x34x243x—11. 2. 5a—90+6c+8x+9. 3. —ad—8a2b+5ab2—3h3.
4. x3—4x2—x+13. 5. mi—4m>n2—3mnd+6n+8. 6. 4x3+5x2—5x—2. 7. De 5a*+8ab2—

b5—11. 8. —x——y—4. 9. —5x2+Txy+8y2+1. 10. 10m*—8m2n+5mn2—2n%. 11 De 0.
2 3

EJERCICIO 31. 1.y 2 5-8x. 3. 8a+b—3. 4. 6m+n. 5 —2x. 6. a 7. 2a
8. 4. 9. —x2—2xy+y% 10. 5—6m. 11. x—y+2z. 12. —2b. 13. 2y2+3xy—3x2.
14. 8x2+4y%. 15, 0.

EJERCICIO 32. 1. 2a—b. 2. 4x. 3. 2m+2n. 4. 6x243xy—4y%. 5. a+c. 6. 2—5n.
7. y—2x. 8. 2x2+4xy+3y%. 9. a—2b. 10. —3x+y. 11. 3a—Tg. 12. Tm?+-2n—>5.

13. b. 14. 5x—by+6. 15. 6a+Tc. 16. —6m+2n+1. 17. —a—5b—6. . 18. —4. 19 b.
20. —3a—3b. 21. —a+b+2c. 22, —2m+4n—7. 23. 2y—z 24 3a+b+c.
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EJERCICIO 33. 1. at(=b+c—d). 2. x*4+(—3xy—y*+6). 3. x3+(4x*—3x+1).
4. a*+(—>ba*b+3ab*—0b3). 5. x4—x34(2x2—2x+1). 6. 2a—(—b+c—d). 7. x3—(—x2—
3x+4). 8. x3—(bx%y—3xy2+y%). 9. @®—(x*+2xy+y?).  10. a*—(—b*+2bc+c?).

EJERCICIO 34. 1. x—[—2y—(x—y)]. 2. 4m—[2n=3+(—m+n)—(2m—n)]. 3. x*—{3xy—
[(x2—=xy)+y*]}. 4. x3—{3x2—[—4x+2]+3x+(2x+3)}. 5. 2a—(—=3b+{—2a+[a+(b—a)]}).
6. —£2a—(—-3a+b)j. 7. —[—2x2=3xy+(y*+xy)—(—x*+y%)]. 8. —{—x3+[—3x2+4x—2]}.
9. —{—=[m*—=(3m*+2m+38)]—(—2m+3)}.

EJERCICIO 35. 1. —6. 2.32. 3. —-240. 4 —a%b2 5 —6x3 6. 4a%h%. 7. —5x¥ys.
8. 3a*b®x. 9. 20m®n%*p. 10. —30a°x%y. 11. 4x%y%%. 12 abc®d. 13. 240a%x7y3.

14. —12a%b%x%.  15. 21a?bx8. 16, T2a*m¥n*xi. 17, —amdbml, 18, §0a™+2hne3x,

19 _C!--lelnyt!n' 20. Em*+2nadl,

HERC|C|° 36. 1. a2u1+‘l_ 2. x2042 g ____4an+1b21+1_ 4. — g2 fEnal 5. 12a2n+6b2m1_
6. 12xm+aym+5. T _20_,“..’u<-?b2a+5_ 8,.~a2mb3“6. 9. 4c2x2m-2),23-3_ 10. 35cmB3a-3n2b-5

2,6 3 2,8 =200 T .
EJERCICIO 37. 1. <0a%. 2. [a®mfn. 3 ——a®x®' 4 —a®mn’. 5. -—a'be.
6. %asz}lyﬂl 7. %ami-l' 8. .%ami-lb&_ 9. __}amubm!c_ 10. %32:-1{)%&1_ 11 _%amubz;:_
12. cas-2beic?,

EJERCICIO 38. 1. —3a*. 2. 3a®x%. 3. —15mSn*. 4. 20a°x%y2. 5. —6a™3h*1,
6. —;-a“mx‘. T -;-a“““b“”. 8. —%a“?m“t 9. 24a’. 10. —60a®bix. 11. —6a™Obx+1x,

12. Sxsys,

EJERCICIO 39. 1. —6x*+2x% 2. 16ax®y—G6ax3y? 3. —2x3+8x?—6x. 4. 3a'b—
12a*b+18a%b. 5. —a3b+2a2b%—ab®. 6. 3a®x7—18a*x7—24a4%x3. 7. —4mTx+12m®n3x—
28mnix. 8. axPy—d4axSy®+-6axtys. 9. —4a'm>*+20a°bm*+32a°b%m*:.  10. —2a"'+
2am—2qm-1, 11, 3x8mHlQy8m__Jedm-1 19 3(1""‘*'5“*14-3&““‘b‘”g—-ﬁa“'f}"”‘. 13. —4x5412x4—
20x3+24x2, 14, 3a*bx3—18a®bx*+27a2bx0—240x3, 15, —a?"*3x24-3a%M2x2{44?r1x24-q30x2,
16. —3a*x7+18a%x%—24a*x%+-21a%x4—15a%x3. 17. —15a*x4y?+25a%x3y*—35axy*—20a2xy".
18—2x*T4+6x™6 — 9xa+0 4 10x43, 10, —Hally?+15a%0%y —5a biy>+15a°b% 2 —5a%bsy?.

20. 4a2I1lbn43+12aﬂm——lbn+.‘i_4a2m-2bno7+4a2m—3bn+ﬂ_

EJERCICIO 40. 1. %a3—1isagb. - —~%a4b+—1-a“b9. 8 Aa302+%abc2—‘.—iaca. 4. -:-a“x-i-
! 2. .0 1l s 3 8 9 . 4 9 2 4
a"bx—;—a—bzx. B. Sx%P——xyl——yS. 8. ——alxi+afbai——atex®. T —xlyl——xfyit

S 1] ] 5 1 1 - a3 5 . 1 .
—xd L . ——adm4—a?bim——g 2 2 2 il Inte —mInb——m* 5.
Xty 8. —pa'm+oa*b’m——a*mx*+—atmy®. 9. cmind+omint—— Zmn

2 5 3 1
10. —Zg3x1oy3 2 oassas 8oz aur i 1 8,400
- “y+2}a x5y = x8y +5 a0

EJERCICIO 41. 1. a®+2a—3. 2. a®—2a—3. 3. x*4+x—20. 4. m*—11m+30.

5. x?—8x+15. 6. a®+5a+6. 7. 6x2—xy—2y2. 8. —15x2422xy—B8y%. 9. Ha2+8ab—21b2.
100 14x24+22x—12.  11. —8a%+12ab—4b2.  12. 6m*—11mn+im2.  13. 32n2+12mn—54m?2.
14. —14y*+71y+33.

EJERCICIO 42. 1. x —y% 2. a®—3a*b+3ab*—b% 3. a®+3a*b+3ab?+b% 4. x'—9x2+
x+3. b. a*—2a*+a. 6. m8—nS, 7. 2x4—x34+7x—3. 8. 3y°+5y*—12y+10. 9. am*—am—2a.
10. 12a»—35a2b+33ab*—10b%. 11, 156mS—sm*n—9m3n2+3m*nd+3mni—n®. 12. a*—a*—2a—1.
13. x5412x2—5x. 14. mP—5m*n+20m*n3—16mn*. 15, x*—x?—2x—1. 16. x"—2x"46x3—
Tx*—4x+6. 17. mS+mS—dmi4+m*—4dm—1. 18. a*—a*+7a*—27a+10. 19. —x*+3x%y—
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5xy8+3y%.  20. mi—2n84+2n—1 21 adb—Hath?+22a2b*—40abd.  22. 16x*—24x%y>—2Tyt.
23. 4y%+4y5—13y2—3y—=20. 24 —3xP—1lax*+5a3x2+43atx—2a%. 25. —xO+2x5y—3x%yt—xy®.
26. a°—5a°4+31a*—8a+21. 27. mé—mS+5m3—6m+9. 28. a®—a®b—4ab?+6a*b® —3ab>+b°.
29. x8—2xty242xdyS—ox2yt+3xy5—2y8.  30. yS—2yS—yitdyd—dy+2. 31 3mT—11lmS+mi+
18m3—3m2—8m+4. 32. a®+2a%—2a*—3ad+2a*—a—1. 33. 24x°—52x%y+38x%y?—33x*ys—
26xyt+4y5.  34. 5aP—4a"™—8a®+5a5+5a4—2a%+6a°—6a—2.  85. xT—3x0+6x5+x*—3x+6.

36. 3a%+5a5—9a*—10a8+8a2+3a—4. 37. 5y5—3y"—11y°+11y5—17v4—3ys—4y2—2y.

38. —mT+5mén—14m®n24+-20mn3—13m3ns—9m2n°+20mnd—4n?. 30, x11—5x¥y2+8xTyt—
6x5y0—5x3y8+3xy10.  40. 3a%—15a7+14a—28a'+47a3—28a2+23a—10. 41. a*—b2+2bc—c%
492. x2+xy—2y2+3yz—2%. 43, —2x2+5xy—xz—3y*—yz+10z2. 44, x3—3xyz+yd+2°.

EJERCICIO 43. 1. a¥8+ax 2. x™243x084xntd_ymtd 3 moatd—ma+34-6ma1—5me+3mea-L.
4. a't344q20v24q20+1_Qqa2n, [, x2e+04Qy2ard_Bylard_y2as2p9xel  §, g2—2¢*+B8a*1—3a*2.
1. a2:+2a2x—'1_4a2x-2+5aﬁx—a_2a21-4_ 8. m2°-2—m2“1—»4m2‘+2m2“+l+2m2‘+2Hm2“3.

9. x23—2+x2a—3___4x2a-4_x2n—1' 10. aznbs_am:—lbi+a2n—2bs__2a2u-4bT+a2n—5bB' 11. am+x+ambx+
a:bm+bm+x_ 12. a’—-ab“"l—a"'lb+b". 13. 36_5‘“'3—23&5’“"2-1-565'“_1+46a5m'—30€l°m+1.

14 _2x3a+1}.2x—3+4x8n).2x-2+28x3a— 2"—30.x3“3y2“‘

7 A 8
EJERCICIO 44. 1. %az-q\--:—aab—%bg. 2. %x2+5xy—-;y-. 3. %—x‘—;ﬁax2y+%xy2—%y3-.

1 5 6 3 1 17 7 8 1 87
—at——a*b+—ab*—b?, Zmi+ —min——m?n?+—mnd—nt. 6. —xB_—xt——x3
4. ma sa +sab b 5. 3 +1u 60 +e 6 4 +2 40 5

2 19 4 23 19 3 2% 101 139 1 5
ety i W P PR PO Wyl P01 32 e Dbt st 2700802 g208 1 " wd
3x +30x o 1@ 1sa x+ma x5tax -ix 8. 14x 420 y+2soxsy 2x Y +12 Y
3 21 47 79 i 1 1 5 99 101 7 5
et L L O LT 2 5 4 8p2 Tt Zns a__ 28
X — X —x——, . —mP——mi*n+—msn ni3+4—mn 7Y,
9. 8 +4nx 120:1: +120x 10 10 10 2m [ +4u som +a 8

EJERCICIO 45. 1. x"—x*+x2—x. 2. x"+x0—11x5+3x4—13x3+19x%—56. 3. a®+a®b—
Tath2+12a303—13a2b*+-Tabs—bs. 4, m®—5mOn+2min2+20m3n3—19m*n*—10mn°—nS.

5. x5—2x6—50x44+-58x2—15. §. a'*—Ta'2+9a'0+23a5—52a%+424*—20a%. 7. 3x°—20x'*+
51x°—T70x%+46x3—20. 8. m?8—12m24453m20—12Tm1%+-187m12—192m5+8Tm*—45

9. 2xT—Gx%—8x5y2—20xiy3 —24x3yi—18x2y5—4y7.  10. 6a°—12a7+2a%—36a°+6a*—16a+
38a2—44a+14. 11, nO—6ni+5n7+13n0—23n5—Bnt+44nd—1212—32n+16.  12. 3xT—4xly—
15x%y24+-29x4y3—13x3yt+5xy8—3y7. 13, x16—4x14y2—10x12y44-21x10y04-28x ys—23x0y1 0+
9x4y12+33x2y14_6y18' 14. am2—3qmori—Ham L I)qgm-1—-95qm-3, 15. 7au+5_35a2:+4_|._632x+8_
78&2“2—5{12’“’1—42&2’—71‘12"1. 16. 6x2a+3_4x2m2_28x2a+1+21x23._.46x2a-1+19x2Q—2_12x2s-3_
BxZa-d, 17. 6&5‘“’3'—2335“24‘12(.15“1—34&5"4-22-‘2{'"1—1505“"2.

EJERCICIO 46. 1. 4a®+8a—60. 9, 3a®x®—3a®. 3. 2a3—26a+24. 4. x0+4x*—x2—1.

§. 3mi—28m3+52m2+48m. g. a*—2a%b+2ab3—b%. 7. 3x°—6x4+-6x2—3x. 8. x°—2x4—
x3+4x2—5x+2. 9. adm-24g2m-1__3,2m-2__9am__3am-1.4 ¢ 10. a*—6a3+11a%—6a.

11. x*—3x%—21x24+43x+60. 12 x"+x0—x0— x*—0x8-9x2+9x+9. 13. 108a°—180a°+
45a*+45a3—18a2. 14, a¥*2b*—a* b4,

EJERCICIO 47. 1 9x+22. g 8x24+31. g, 10a*+aex. 4. x?—x?y2+4y2 5. 3mi+md+
3m2n2—2mn?. g —y3+3y%. 7 —x?—6x+6. g —2a*+ba+7. 9. —14a®+5ab+5b2

10. 4ac. 11, 2x*+14xy—4y%. 19 —2m*—10mn+16n% 13. —2x%+x-+5ax—a—a?.

14. a*+b2*+c®>—2ab—2ac—6bc. 15, x1—2x3—Tx*+4x+14. 16. 3x2+45y2+224-5xy-+2xz+2yz.
17. 5x2—b5x+3. 18, —x*—6x+16. 19 2m*n—8mn3—10n%.  20. —2x3y+10x2y2—10xy3+2y*.
EJERCICIO 48. 1. 3x—3a—2. g9 3ab—Ta—Tb. 3 4x-+6y+3. 4, 3x>+4x—5.

5. —4a+4b—3x—8. g a—2x+10y. 7 15m—7n+3. g —17a+12b+8. 9. —x—8y+4.
10. —8m+n—5. 11, 36x+29y. 49 80a—50b. 13 a+Tb. 14. a—9b+3.

EJERCICIO ‘11-9. s U _3'5 2. 9. 3_15a. 4, —7a*b2, B, —c. ¥ 6.a. 7 —9x. 8. —5.
16
9. 1. 10, — 7% 11. —3) 12.—72%% i3 —zmin. 14, %a". 15. %m. 16. a=%

o W <, 5 - - 1 - mpm- 8 XX
17, JPEWE gy g 5he=t, 39! ——a be=a - ag S mhnE,

]



RESPUESTAS @ 543

EJERCICIO 50. 1. a 9 —2x% 3, %a”. 4. —%x“-l. 5. %a"-i"bn-% 8. %xmwlym-&
7. —2ab. 8 —=. 9. @A 10, —alTbINCN,

EJERCICIO 51. 1, %xﬁ- 2. —j~a- 3. —dxyd. 4, %a“‘-‘b““z. 5. —;x‘*y”. §. —9ritp.
7. i‘a. 8. _1_:3::-1bm-2_ 9. _%Cﬁdﬁ-x' 10. __:;,ambn—:i_ 11. 4a*bm-8, 19, ——:—ab“cz.
EJERCICIO 52. 1. a—b. 2. —y+<ax% 3 ——ai+-b2+3ab% 4, x*—dx+1.
5. 2x5—5x3—%x. 6. —3m*+4mn—10n2 7, 2rz‘5b~"—a4{)3——‘{1—. 8. —:Tx3+x2+2x—3.

9. 4m ni—5mni—10mé*n’+6mns.  10. @ +a™d 11 *%a'l'“3+am‘1—2am‘1.
12. am2bn-34gm-3pn-1 —gu-dfnel - qg  yiffxd—Gx2—x. 14, —202034-3ab*—4b.

EJERCICIO 53. 1. %xwl. 2, —-:-a“-i—a”—éa. 3. m'-’—%mn—l—-:j—n". 4 —§x3+x2y—

5 P 2 p B 1gn 2 1 12 ., 3
2 .-l’ ek TathE 5 2 Aam=1 _ﬂ.m—‘.!. as__ 2____a'
-xy*+5y b. a*—a*h 51) g e 7. 4 A

8. Ean—{xm_ian-sx m-1 _Ean-:]xm-2_
8 16 a

EJERCICIO 54. 1. a—1. 2. a—3. 3. x—4. 4. m—5. 5. b—x. 6. a+3. 7. 3x—2y.
8. 5x—4y. 9. 56—T7b. 10. 2x+4. 11, 8a—4b. 12. 6m—5n. 13, 4n+6m. 14. 2y—11.
15. x2+xy+y2,  16. a®—2ab+02  17. x°*—3x*+1. 18. a—a*+a. 19. mi+mini4nt,

20. x*—2x*+3x—1. 21. 3y3—6y+5. 22. mi—m24+m—2. 23. 3a®—5ab+2b2

24. bmi—3m2n2+nt.

EJERCICIO 55. 1. a*—a—1. 2. x3+2x2—x. 3. m3—3m n+2mn® 4. x24x+1.

B. x*—2x+3. 6. m¥+1. 7. a*—5a+2. 8. 3y*Hxy—xt 9. m*—1. 10. a*—3a*b+4ab?
11. 2x%-+3y. 12.-2y3—3y24+y—4. 13. 262—3ax—x%. 14. —x*—xy—y* 1B, a*—bHa?+2a—3.
16. m*—2m+5.  17. a*4a%b—3a20%—ab34-bt. 18, x*—xPytxyi—xyd+yt. 19, y*—2y+1.
20. 3m*—2m+1. 21. a®+a®—2a—1. 292, 3x*—2xy+4y2. 23, Sa'—4a’+2a*—3a.

24. x*—x3+x?—x+1. 25, a®*+a®—2a+1. 26. y*—3y’—1. 27. mi—2m3n+3m n2—4ni.
28. x0—3xiy?—xytiy8. 29 ai—3a*+4a—5. 30. a—D+c. 31, —x+y+2z. 32. x+y+z
33. a*—a’b+a?b2—ab®+-b%. 34, TxTxdy4-Tay*4-Tay*+Tyt. 35, Sx—8x4y2+8x2y1—8yb.
36. xs+x6),2+xiy4+x2y(i+}.sl a7. xl&_._xu}‘s_},xu}.[;_x:!yu_f_},lu_ 38. x+y_1 39, JC-I—)J

EJERCICIO 56. 1. a=—a*14a*2 Q. x™142xm2—ym8, g mui2pgpaslgpotme-1

4, a4 gant—2qn, 5. xn+2'_.;_2xnlll'__xa"_ 6. a*+2a—1. 7. a*+-3ax-1—94%-2, 8. il — Dl
muStpatd, @, (814 Pxa-2ya-3pxid 10, a?h2—a?DY. 11, a™bM. 12, a+l-bo-l

13. 3a2m+a2m+1_5a2m+2_ 14. ﬁzxza—lyx—:;_,lx2:._2),x-1_10x2n-s),x.

1 1 2
EJERCICIO 57. 1. ja—7b. 2. ox+3y. 8. 2x—=y. 4 —a?—ab+2b% B, Zm2+
1 2 I 8 1 2 3 1 1 1 2 b 8 1 i i
n—gnh 6 aiboa—g, Tooctiboar—oit 8 Sxbecaydkogt B pribnass,

2 2 5
10. GmP——omn+_n?.

EJERCICIO 58. 1. x2=1. 2. x443x3—5x248. 3. a'43a*b—2a2b24-5ab3—b4,

4, mP—im*n+-6mn®+nd. 5. x4—8x24+3. 6. a'—3a'—6a2+10. 7. x9—4x643x3—9,

8. m!S—5m'*+-9mB—4mi+3. 9. x5—3xty—6x3y?—4x2y3—y5.  10. 6a5—4a’+6a—2.

11. n*—3n2+4. 19. 3x4—4x3y—y‘. 13, «10—5x0y14-3x2y5—6y10, 14, am—3am-14-54m-3,
15. (l"'*2—5i1“1—7a"‘1. 186. x‘+2—5x"—6x""-’. 17. 3(13"“‘—5113"4-6&3“1.
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b? 2 i b3
EJERCICIO 59. 1. 1+—. 2 at+— 3. 8x+2+— 4 4a®—bab+2b%*+—.
a? a® 3xt 4a
4 10 8y? 2x+2
b. = . T. m2—8+ B, g
Fhie x+6 ¥ 1+x—4 " m2—3 X+ x-+y * x2—x+41
2y8 2y° 6x+2
. x2 2 . 11 x¢ 24 xy34+y4 . 18 x464—r0.
10. x2+xy+y -I-x_y x4+xy+x2y?+xy>+y +x_y x+ +x2_2x+1
12563 20x—10
13. 44 2 . 14 x3-92 ——
AR e e e

EJERCICIO 60. 1.9. 2 —31. 8.8 4 -2 b 15 6 —147. 735 8 —6.

1 b | 1 2 1 1
.3 102 1l 18- 12. —213- 13. 60~ 14. 25~ 15. 84-. 16. —21+.
EJERCICIO 61. 1. 429, —1°, —4°, 3. y2. 4 —3x*+8x—6. O. 2a*+5a+13.

6. 6x+6. 7. —2y2—2xy. 8. 24. 9. 3x3+3xy. 10. %aw}aﬂb—-‘—’fazb%gabs—%bi.

120

11. x3—x+5. 12. ‘?ab_ 13. aﬁ—-4a‘b+4asbz—3ab‘+3b°- 14. x+ 4. 16. 15.
17. 4x3—8x—3. 18. 2a—7b. 19. 15x—2xy—y% 20 —Ix+2y. 22 dxly—Txy"
23. xt44x3y+3x2y2+2xyi—yi. 24. —2y3, 25. _56%. ‘26. Entre x+42. 27. 33.
28. De x*—11x3+421x. 30. x34+5x*+4x—2.

EJERCICIO 62. 1. m2+6m+9. 2. 254+10x+x2 3. 836a2+12ab+b% 4 81+T2m-+16m2.
B. 49x2+154x+121. 6. x242xy+y2 7. 14+6x249x%. 8. dx34+12xy+9y%. 9. a'x’+
2atbxy*+b2yt,  10. 9a%+48a%hi+64b8. 11. 16m'0+40m®n®+25n'2.  12. 49a'b°+
T0a2b3x4+25x8.  13. 16a2b4+-40ab2xy®4-25x%y¢. 14. 64x4y*+144m>x2y+81m°. 15. x204
20x10y12+100},24_ 16. g2my9qminggn, 17. a2x4+-2aq*bx*14- h2x+2, 18. x2n+2+2xl+1yx—2+y9:~{_

EJERCICIO 63. 1. a2—6a+Y. 2. x2—14x+49. 3. 81—18a+a2. 4 4a>—12ab+9b%.
B. 16a2x2—8ax+1. 6. a®—2a%b3+b8. T. 9a8—30a%b2+25b%. 8. x4—2x241. 9. x10—
BaxSy24+9a%y*. 10. a14—2a7b7+b14. 11. 4m2—12mn+9n2.  12. 100x°—180x*y"+81x%y"°.
13. x2m_2xmyn+y2n. 14. g2x4_10a*2+25. 15. x2n+2_Ga2a-14Qp2n-4,

EJERCICIO 64. 1. x2—y2. 2. m?—n2. 3. a>—x2 4 xi—a'. b 4a*-1. 6 n*-1
7. 1—9a2x2. 8. 4m2—81. 9. as—bt. 10. yt—9y2. 11 1—64x%? 12. 36x4—mx®
13. a?m_ph2n, 14. 9x2a_25)|2m- 15. a21+2...4 2x-2,

EJERCICIO 65. 1. x242xy+y?—z%. 2. x?—y?+2yz—2% 3. x?—y?—2yz—2%
4. m242mn4ni—1. 5. m2—2mn+n2—1. 6. x*—y*+dy—4. T. n'*—dn*—dn—1.
8. at+2a2+9. 9. mi—3m2+1. 10. 4a2—dab+b2—c2. 11 4x2—y*+2y2—2%
12. x4—25x2+60x—36. 13. a*+a2b2+bt. 14 x0—xi—2x3—x2

EJERCICIO 66. 1. a®+6a®+12a+8. 2. x%+3x243x—1. 3. m*4+9m*+2Tm+27.

4. n3—12n2+48n—64. 5. 8x8+12x2+6x+1. 6. 1—-9y+27y2—2Ty%. C 8+12y2+6)?‘+y“.
8. 1—6n+12n2—8nd. 9. 64n3+144n2+108n+27. 10. a®—6a*b+12a2b?—8b%.

11. 8x3+86x2%y+54xy2+27y3%.  12. 1-3a+3a*—a’.

EJERCICIO 67. 1. a®+3a+2. 2. x2+6x+8. 3. x24+3x—10. 4. m*—11m+30.

5. x24+4x—21. 6. x<4x—2. 7. x*—4x+3. 8. x?—x—20. 9. @*—a—110. 10. n*—9n—190.
11. a*—4a2—45. 12. x4—8x2+7. 13. n44+19n2—20. 14. n®—3n%—18. 15. x0+x3—42.

18. a®+7a*—8. 17. a'045a5—14. 18. 12—2a5—63. 19. a?b?*—ab—30. 20. x?y'+3xy?—108.
21. a'b*+6a2b2—7. 22. x%y042x3y3—48. 23. a®+50°—24. 24. a*+*—11a"1430.

EJERCICIO 68. 1. x2+d4x+4. 2 x2+5x+6. 3. x2—1. 4 x?—2x+1. 5. n*+8n+15.
6. m2—9. 7. a®+2ab+b>—1. 8. 1+3b+3b2+0b%. 9. a*—16. 10. 9a2b2—30abx?+25x4.
11. 9—q2b2, 12. 1—8ax+16a2x2. 13. a*4-a2—56 14. x2—y?—2y—1. 15. 1—a2
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16. m244m—96. 17. x*4+2x2—3. 18. x%—2x3—48,  19. 25x5+60m*x*+36mS.

20. x%4+3x1—10. 21. a®—2ab+0b2—1. 22. a*x—D2r, 23, x224xil 79 24, gihi—ct,
25. 8a*+12a%x+6ax2+x8. 26. x*—13x24-22. 27. 4a%—20a30* 42508, 28. a®*—3a’—180).
29. m*+2m*n+n2—m2.  30. x5—4x*—77. 31. 121—22ab+a%b%.  32. xiyS—2x3yS—48.
33. a*—2a2bt+ bt  34. x*—3x2+2. 35. at—81. 36. x*—24x2—25. 387. at—bHa2+4.
38. a*—13a%+36.

EJERCICIO 69. 1.x—1. 2. 1+x. 3.x—y. 4 x+y. B.x—2. 6. 3+x2 T. a—20b.
8. 5+6x2. Q. 2x—3mn2.  10. 6m+Tnx2  11. 9a®—100%. 12. a2b3—2x*ys.  13. xo—yn,
14. @*1+10. 16. 1—3x™2, 16. x+y+z 1T. 1—a—b. 18 2—m—n. 19.y. 20. a+x—3.

EJERCICIO 70. 1. 1-—a+a® 2. 14a+a® 3. x*—xy+y* 4.4a%+2a+1. 5. 4x2—6xy+9y2
8. 9m2+15mn+25n2 7. 16a*—28a+49. 8. 36+30y+25y*. 9. 1—ab+a?b?  10. 81+
72b+640% 11, a*x?—abx+b2  12. n?mnux4+mix® 13, x44+3x%y4+9y%. 14, 4a%—2ady34y8,
15. 1+xi4+x% 16, 9xi—3x2+1.  17. 16a*—4dab?+-b0.  18.a*+a20?+0%.  19.25+35x54+49x10,
20. n*—n2+1.

EJERCICIO 71. 1. x34x2y4xy*+ys. 2. mi—mint+m2n®—mn®+nt. 3. a*+-a’n+a*n*+
and+ni, 4 xS—xtytxdyi—x2ySixyi—yd. b. a¥+atb+adh?+abi+abi4-b%. 6. xP—xPy+
xtyi—xdySfx2yt—xyiigs, T, aS+adm+arm+admi+a*mitami+ms, 8. a"—ah+atbc—
atb3+atbi—a2b54+abs—b7. 9. x4 xBy+xTy24xbyd a0yl xiydfx3 y“+x"y7+xy3+'y“

10, mS—mn+mbn2—mind-tmint—m3nd4minb—ma+n*. 1l w4 mTa+min2+mond+
mint+m*ni+m2nStmnT+nt. 12, a—aSx+aTx*—ax8+aixt—atx i Fatx0—a*x"+axt—x",

13. 1+n+n2+nd+nt, 14, 14+a+a*+a®+at+ad. 15, 1—a+a?—al+at—a®+a®. 16. 1—m+m2—
mitmi—mi+mb—m7, 1T, x34+-2x24+4x+8. 18. x5—92x44-4x3—8x24+16x—32. 19, x64+2x5+
4xt+8x34+16x2-+32x+64. 20. @*—3a3+9a2—2T7a+81. 21. x343x*+9x2+27x24-81x+243.

22. 125—25x+5x2—x3.  23. mT+2mO+4mS+-8mi-+16m3+32m2+64m+128. 24, x4 xt+
xTx04 a0 xdpad+ x24x+1. 26 x*—3x3y+9x2y2—27xy3+4-81yt,  26. 8ad+124a%b+18ab?
+27568, 27, 32mi—48min+T72m3n2—108m2nd+162mnt—243n°, 28. 512x24+256x5+128x7+
64x94-32x54+16x4+8x3+4x2+2x+1.  29. 256a—128a7b+64a%hb2—32a°b3+-16a*b*—8a* b+
4a*b8—2ab7+b%.  30.a54-3a%+49a3+27a2+81a+243.

EJERCICIO 72. 1. xt—xZy2+yt, 2. ab—atb24a2bi—0b5 3. mS+mSn®+mint+m2nS4ns,
4. a"—a®h3+-a3bh%—b?.  B. a¥+aSx3+adx0+x0. 6. x12—x9y34xbyb_ndydiyiz 7. mS_mii].
8. m2bmSnitmind4ni2, 9. a15—al12hd 4 qObS—aSho+adh12—15, 10, x15— 10954 xoy10_n15,
11, s —mBns L mi2nb—mOnd+mbnt2—msntitnls, 12, x184-x124-x041, 13, @20—alPb5+
aWhW_giph154.p20 14, g2 4 g18m04 gl2m 124 g6 184 24,

EJERCICIO 73. 1.x*—1. 2.4m?—2mn?+nt. 3.1+a+a?+ad+at. 4 x*+3x%y+9y2. B. x3—Tys.
6. a'24-a19b2+afb*+a%bo+-a*bd+-a2b104+-b12.  T. 1—a+at. 8. 4xy*—5m3.

0. x24_x 21y 4 x 1896y 15904 12912 99154 xOy1S_5x3y21 4 gy24, 10. als_aby9+ 18, 11. g2b2—_8x8.
12. 1+-ab? c‘* 1, 1bx“——24x3y+36x4y2—a4xy3+81y‘* 14. 4—a. 1+xt4x8, 16 16x4+
28x2y3+49y8,  17. g15-—412h3+ a%h0—a8b%+-asb12—b15,  18. g+x+y. 19. 1—x4x2—x0xi—
x5+x3—x?+x9—x“+x1°. 20. x324 x24y84x16y16 xly2 32 21, 3—6x0. 22 xT42x0+
4x5+48x4+16x%+32x2+64x+128.

EJERCICIO 74. 1.2, 2.-8 3.13. 4228 0.309. 6.98 72881 8.3
9.81. 10.2. 11 13. 1._48_?

EJERCICIO 75. 1. Coc. x—4; res. —7. 2. Coc. a~T; res. 15. 3. Coc. x2—2x+4; res. —6.
4. Coc. x*41; res. 0. 9. Coc. a®—6a+18; res. —G0. 6. Coc. n*—Tn*+14n—24; res. (.

7. Coc. x*+x24+x—2; res. 3. 8. Coc. xi—38x3—x; res. —2. 9. Coc. at+2a3+a2+2a+8;

res. 10. 10. Coc. x*45x3425x2—83x—415; res. 1. 11. Coc. x5—Gxi+22x5—69x2+206x—618;
res. 1856.  12. Coc. x%2—x+3; res. —2. 13. Coc. a*—2a+3; res. 0. 14 Coc. x*—x?+x—3;

e 5. 1B Lm B Sumn o W owam 8
Tes, O, Coc. oX 4:c+3_ i 5X——j res. —.
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EJERCICIO 76. 1. Exacta. 2. Exacta. 3. Inexacta. 4. Inexacta. 5. Exacta.

6. Inexacta. 11. Exacta; coc. 2a*—6a+8. 12. Exacta; coc. a*—a2+2. 13. Exacta;
coc. x¥+x*+x+6. 14. Exacta; coc. x+6x'—3x%48xZ—4x+5H. 15. Inexacta; coc. a’'—
a‘+a—4; res, 9. 16, Exacta; coc. 4x3—5dx*+8x—4. 17, Inexacta; coc. Hnt—6n2+4n—1;
res. —6. 18. —150. 19. —4. 20. —87. 21. 8.

EJERCICIO 77. 1. Inexacta; res. 2. 2. Inexacta; res. 20 3. Exacta. 4. Inexacta;
res. 2.5. Inexacta; res. 20% g Exacta. 7. Ilnexacta: res. —16. 8. Exacta. 9 Inexacta; res. 64.
10. Inexacta; res. —256. 11. Exacta. 12. Exacta.

EJERCICIO 78. 1. x=5. 2. x=T. 3 »=10. 4. x=1. b y=—7. 6. x=3. 7. x=—-

7

8. x=6. 9. x=2. 10 y=-3. 11. x=T. 12. x=—4. 13. x=1. 14. x=L

EJERCICIO 79. 1. x=3. 2 x=1. 3. x:—~:. 4. x=—-78. 5. x=—1. 6. x=1.

7. x=7. 8 x=4 9. x=7. 10. x=3. 11. x=—5.

EJERCICIO 80. 1. x=— 2 x=—2 3 x=3. 4 =-7. b. x=—4. 6. x=b.

- 8 =1 e = =1 = =1
7. x=5. 8. Rt 9. x=. 10. x=—1. 11. x=3. 12. x= = 13. x=4. 14 x_a._
16. x=1. 16. x-".—-i%. 17.-x=0. 18 x:l—::. 19. x=;—. 20. x=—-—3~.
EJERCICIO 81. 1. x=;—. 2. x=i2¥:. g x=0. 4 x=11. B x=1. @& x=—%.

— ol — =i
7. x=-~1. 8. x==3. 9. x= T 10, x=~.

EJERCICIO 82, 1. 57y 49. 9. 286 y 254. 3. A, bs. 830; B, bs.324. 4. 65 y 41.

5. 4, 21 anos; B, 35 afnos. §. A, 1047 soles; B, 33 soles. 7. 51 y 52.” 8. 67, 68 y 69.
9. 17, 18, 19 v 20. 10. 96 y 98. 11. 61, 62 y 63. 12. Coche, $90; caballo, $170;
arreos, 565. 13. 99, 67 y 34. 14. En el 19, 200; en el 29, 190; en el 39, 185. 15. 193,
138 y 123. 16. 13, 130; 23, 110; 3%, 70 sucres. 17. 42, 24 y 22 anos. 18 339 y 303.

EJERCICIO 83. 1. P. 30 a; J., 10 a. 2. Caballo, $480; arreos, $120. 3, ler. piso,
32 hab.; 29 piso, 16 hab, 4. 4, 50; B, 100; C, 150 colones. 5. 4, 19; B, 38; C, 76 sucres.
6. 126 v 21. 7. 4, 40; B, 20; C, 80 quetzales. g, 1%, 85; 2?, 340; 3?3,-425. 9. 111
10. Maria, 48 a.; Rosa, 11 a. 11. 8. 12. 31 afos. 13, 36, 12 y 48. 14. P, 22 a.;
Enr, 11 a; ], 33 a.; Eug., 66 a. ” '

EJERCICIO 84, 1, 42, 126 y 86. 2. 4, 23; B, 61; C, 46 balboas. 3. 104, 48, 86.

4, Traje, $136; bastén, $106; somb., $17. 5. 36, 6, 30. 6. 4, bs. 20; B, bs. 79. 7. Blanco,
20 cm; azul, 54 cm. 8. 4, $40; B, $72; C, $40.- 9. 100. 10. 50 sucres. 11. 4.95 m
y 415 m. 12 Padre, 63 a.; hijo, 20 a. 13. 4, 3600 votos. 14. 8. 15. 39 anos.

EJERCICIO 85. 1. 60 y 40. 2 Padre, 45 a.; hijo, 15 a. 3. 656 y 424. 4. A, 98;

B, 52 soles. 5. 75° y 105°. @. 427 y 113. 7. 44y 8. 8. Perro, $48; collar, $6. 9. 4, $60;
B, 524. 10. 45 sefioritas, 15 jovenes. 11. 116 y 44. 12 164 y 342. 13, Estilogrifica,
bs. 14; lapicero, bs. 4. 14 De negro, 44 cm; de rojo, 40 cm,

EJERCICIO 86. 1. 4, 40 afios; B, 20. 9. 4,15 a.; B, 5a. 3. A, $50; B, $25. 4 4, 82;
B, 164 colones. 5 12 s., 36 v. g. Padre, 75 a.; hijo, 25 a. 7. 38 y 47. 8. Enrique,
$1.25; su hermano, $0.25. 9. 900 y 500 sucres. 10. P.48 ds; E., 12 ds. 11. Padre,
42 a; hijo, 14 a. 12. Juan, 66 a; su hijo, 22 a. 13 4, $46; B, $38.
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EJERCICIO 87. 1. 26 somb., 13 trajes. 2. 26 vacas, 32 caballos. 3. Resolvié 9, no
resolvié 7. 4. Trabajé 38 ds., no trabaj6é 12 ds. 5. 28 de Q.30 y 7 de Q.25. 6. 35 y
28 balboas. 7. 7 cuad., 21 [aplces 8. 24 de azucar, 77 de frijoles. 9. De cedro 24, de
cacba 56. 10. Mayor, 785; menor, 265. )

EJERCICIO 88. 1. 36, 72 y 88. 2. 4, 45 afios; B, 15 afios. 3. Traje, 250 soles;
zap., 100 soles. 4. 24000 bolivaresb. 96 y 12. 6. 50 pies. 7. $17. 8. A, 52 aios;

B, 32 anos. 9. 15 monedas de 10 cts, 7 monedas de 5 cts. 10. 30. 11. $80. 12. 79.
13. 81, 82 y 83. 14. En auto, 102 km.; a caballo, 34 km. y a pie, 14 km. 15. Hijo,
2500 celones; hija, 4500 colones. 16. 15 y16. 17. A, 45a.; B, 15; C, 3. 18. A, 40 afios:
B, 10 anos. 19. L. $31; m., $62; miérc, $124; j., $248 V., $218 s., $228. 20. 36 y 18.
21. 4, $21; B, $15. 22. 4, $114; B, $38; C, 319. 23. bs. 14000. 24. El mejor, $90;

el peor, $30. 25. Q.40. 26. A, con JFBUO: B, con $400. 27. 40 cab., 10 vacas.

28. L., $6; m., $12; miérc.,, $18; j., $24. 29. 90 soles. 30. Largo, 24 m; ancho 12 m.
31. P, 35 a; h,15a. 382. 4,32 a.; B, § a.

EJERCICIO 89. 1. a(a+b). 2. b(1+b). 3. x(x+1). 4 a?(3a—1). 5. x3(1—4x).

6. dm*(14+3m). 7. bla—c). 8. x*(y+z). 9. 2ax(a+3x). 10. 4m(2m—3n). 11. 9ax?*(a®—2x).
12. 15c*d*(c+4d). 13. 35m*(n3—2m). 14. abc(l+c). 15. 12xy*(2a*—3xy?). 16. a(a*+a+1).
17. 2(2x%—4x+1). 18. Hy(3y2+4y—1). 19. a(a*—ax+x2). 20. ax(2a+2x—3). 21. x3(1+
x2—xt). 22 14x%(y?—2x+4x2?). 23. 17a(2x%+3ay—4y?). 24. 48(2—mn®+3ns).

25. ac?(b2—x2+y%). 26. 5om*(ndx+2ndx>—4y?). 27. 3la®x(3axy—2x%y*—4). 28. x(1—x-+
x2—x¥). 29. a2(a'—3a?+8a—4). 30. 5x*(5x5—2x3+3x—1). 31. x6(xV—x04+2x5—3),

32. 3a(3a—4b+5a*b2—8b%). 33. 8x%y(2xy—1—3x*y—5y?). 34. 12m3*n(1+2mn—3m3n?+
4m3n®).  356. 50abc(2ab2—3bc+b%**—4c), 36, x(x'—x*+x2—x+1). 37 a*(1—2a+3a*—
4a*4-6a%). 38. ab(3a+6—5a*b+Bax+4bm). 39. a*(a'®—a't4-a'0—ab+a®—1).

EJERCICIO 90. 1. (x+1)(a+b). 2. (a+1)(x—3). 3. (x—1)(y+2). 4. (a—b)(m-+n).

5. (n—1)(2x—3y). 6. (n+2)(a+1). 7. (a+1)(x—1). 8. (a*4+1)(1—b). 9. (x—2)(3x—2y).
(1=x)(1+2a). 11. (m—n)(4x—1). 12. (m+n)(x—1). 13. (a—b+1)(a®*—b2).

14. (a*+x—1)(4m+3n). 15. (2a+b+e)(x—1). 16. (n+1)(x+y—3). 17. (x—2)(x+3y+1)
18. (a+1)(a—1). 19. (m—n)(x2+4). 20. —2(x—1). 21. (a*+1)(6x+1). 22. 2b(a—D).

23. 2m(a—2). 24. (x+1)(m+n). 25. 2x(x—3). 26. (a>+1)(a+b—2). 27. 2a(x—3).

28. (x—1)(3x—2y+z). 29. (n+1)(a—b—1). 380. (a+2)(x+2). 31. (x+1)(a+4). 382. —z(3x+2).

EJERCICIO 91. 1. (a+b)(a+x). 2. (a—b)(m+n). 3. (x—2y)(a—2b). 4. (a*—3b)(x*+y").
5. (1+x%)(3m—2n). 6. (x—a)(x+1). 7. (a+1)(da—1). 8. (x—y2)(1+x). 9. (3ab—2)
(x2+y2).  10. (1—2x)(3a—b%). 11. (ax—b)(4a®>—8m). 12. (2x+1)(3a+1). 13. (3x*—1)(x—3a).
14. (@*—30)(2x—5y)  16. (2x+y3)(xy+22). 16. (2m—sn)(8—Tx), 174 (5a2+n?)(x—y?).
18. (a+1)(3b+1). 19. (m2—3n)(dam—1). "20. (fa=b)(Bx+2y). 21. (1—2ab)(3—x2).

—22. (a+1)(a®+1). 23. (3a—Tb%)(a+x). 24. (2a—1)(m—n+1). 25. (3a—2b)(x+y—2).
26. (a*+1)(a+x2+1). 27. (3a—1)(a*—ab+3b%). 28. (2x—n)(x*+8y2+22). 29. (3x—2a)
(x2—xy—y2). 30. (a®b:—n*)(1—8x+x2).

EJERCICIO 92. 1., (a—b)%. 2. (a+b)2 3. (x—1)2 4. (32+1)2 5. (a=H)% 6. (3—x)2.
7. (4+5x3)% 8. (1=Ta)% 9. (m2+6)% 10. (1—a%2 11, (a*+9)2. 12 (a®— 0¥
13. (2x—3y)%.  14. (3b—5a%)2. 15. (1+7x%)2. 16. (1=a%2. 17.(Tm3—5an2)2. 18. (10x7—

3a%y®)2. 19, (11+9x%2.  20. (a— 12m'~’x3)2 91. (4—13x2)%.  22. (20x+1)= 23. (——b).
24. (1+ )2 2. (aﬂ——) 26. (g”—) 27. (4xs—_)2 28. ( +3m)

29. (2:z—|—b)2 30. (14a)2. 31. (3m—n)2. 32. (mi—n+3)2. 33. (a—y)2. 34. (2m+n a)?,
35. (2a—b4-3)2  36. (bx—y)2

EJERCICIO 93, 1. (x+y)(x—y). 2. (a+1)(a—1). 3. (a+2)(a—2). 4. (3+b)(3—D).
5. (14+2m)(1—2m). 6. (4+n)(4—n). 7. (a+5)(a—5). 8. (1+y)(1—y). 9. (2a+3)(2a—3).

[
2
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10. (5+6x%)(5—6x%). 11. (1+7ab)(1—Tab). 12. (2x+9y*)(2x—9y%). 13. (abi+c)(abi—c).

14. (10+xy*)(10—xy®). 15. (a®+76%)(a®=T0b%). 16. (5xy*+11)(5xy2—11). 17. (10mn*+

13y?) (10mn*—13y%).  18. (am*n3-+12)(am*n®—12). 19, (14xy*+ 152%)(14xy2—152").

20. (16a°+17b62m®)(16a%—17b*m®). 21. (1+3ab?c3d*)(1—3ab%cd*). 22. (19x7+1)(19x7—1).
1 1 a a 1 2x 1 2x

23. (—;'5'30).(*5 3:‘3). 24. (1+5)(1 g) 26. (Z‘F—?—)(I—? .

a... %2 e 8 %  yz? x oyz? x8 205, ,x3 2a°
. (=+=)(=——). A =+—=)(—=—-—). (== (=—-—)-
- ({5+5)(6 5 - (10 9)(10 9 ” 7+11)(7 11
29. (10mn2+3x4)(10mn2—2x%). 30, (a"+b")(a"—b). 31, (2x“+%)(2x“——1—)- 39. (a2"+15b?)
. . ).n yn bﬂl G
2n_ 1552 fma). £ i1 TR A Gn S Bn
(e —1502). g3, (4x*=+ - )(4:: 4 ). 84 (7am+ - ) (7a

b
v )

EJERCICIO 94. 1. (x+y+a)(x+y—a). 2. (a+3)(1—a). 3. (3+m+n)(3—m—n).

4. (m—n+d)(m—n—4). 5. (x—y+22z)(x—y—2z). 6. (a+2b+1)(a-+2b—1). 7. 1+x—2y)
(1=x+2y). 8. (3x+2a)(2a—x). 9. (a+b+c+d)(a+b—c—d). 10. (a—b+c—d)(a—b—c+d)
11. (Ox+1)(1=-3x). 12, (Im—2n)(Tm+2n). 13. (a—2b+x+y)(a—2b—x—y). 14. 3a(a—2c).
15. (3x-+1)(1—x). 16. (9x+a)(3x—a). 17. (a¥+a—1)(a*—a+1). 18. (a+m—3)(a—m+1).

19. (Bx—8)(x+2). 20. (14+5ba+2x)(1—5a—2x). 21. (Tx+y+9)(Tx+y—9). 22. (m*+m3—1)
(m3—m*+1). 23. (4a°+24°+3)(4a°—24%*-3). 924. (x—y+c+d)(x—y—c—d). 25. (3a+2b—c)
(a—c). 26. (10+x—y+z)(10—x+y—z). 27. y(2x—y). 28. (Ix+2)(4—3x). 29. 3x(22—2y—x).
30. (3x+5)(x—3). 31. (2a+3x)(x+2). 82. (2x+2a+7y)(2x+2a—Ty). 33. (Tx—3y)(3x—Ty).
34, (17m—bm)(17Tn—0m). :

EJERCICIO 95. 1. (a+b+x)(a+b—x). 2 (x—y+m)(x—y—m). 3. (m+n+1)(m+n—1).
4. (a+b—1)(a—b—-1). 5. (n+c+3)(n—c+3). 6. (a+x+2)(a+x—2). 7. (a+3b—2)(a—3b—2).
8. (x—2y+1)(x—2y—1). 9. (a+2x—3y)(a—2x—3y). 10. (2x+5y+6)2x+5y—6). 11. (3x—
ta+1)(3x—4a—1). 12. (1—8ab+x*)(1—8ab—x?). 13. (a+b+c)a—b—c). 14. (1+a—x)
(I—a+x). 15. (m+x+y)(m—x—y). 16. (c+a—1)(c—a+1). 17. —(n+8)(n+2). 18. (2a+
x—2)(2a=x+2). 19. (1+a+3n)(1—a—3n). 920. (i+x—4y)(5—x+4y). 21. (3x+a—2m)
(3x—a+2m). 22, (4xy+2a—3b)(4xy—2a+3b). 23. (3m-+a+1)(5m—a—1). 24. (Tx*+5x—3y)
(Tx*—5x+3y). 25. (a—b+c+d)(a—b—c—d). 26. (x+y+m—n)(x+y—m-+n). 27. (2a+2b+x)
(2b—x). 28. (x—2a+y—3b)(x—2a—y+3b). 29. (m+3n+x+2a)(m+3n—x—2a).

30. (3x—2y+a+5b)(3x—2y—a—>5b). 31. (a+m+x+3)(a+m—x—3). 39. (x+1+3a*=b)
(x+1—3a*+b). 33 (4a—3x+5m+1)(4a—3x—5m—1). 84 (3m+a—cd—10)(3m—a+cd—10).
35. (2a—Tb+3x+5y)(2a—Tb—3x—5y). 86. (15a+13b—c+1)(15a—13b+c+1). 37. (x+y+3)
(x—y+1). 38. (a+x+10)(a—x+2).

EJERCICIO 96. 1. (a*+a+1)(a*—a+1). 2. (m2*+mn+t+n?)(m2—mntn?). 3 (x*+x2+2)
(x$—x232). 4. (a*+2a+3)(a*—2a+3). b, (a*+ab—b2)(a?—ab—b2). @. (x*+2x—1)(x*—
2x—1). 7. (2a*+3ab+3b%)(2a*—3ab+3b%). . (2x*+3x—5)(2x2—3x—5H). 9. (¥*+2x%y>+4y)
(x*=2x%y*+dyt). 10, (4m*+mn—3n*)(dm*—mn—3n?). 11, (Sa*+4ab+7b2)(5a2—4ab+1752).
12, (6x*45xy—Ty?)(6x2—5xy—Ty%).  13. (Imi+dm2+1)(9Imi—dm?+1). 14, (c*+5c—10)
(*—=5¢—10).  15. (2a*+5a*b*—Tb%)(2a*—5ab2—Tb%).  16. (8n*+6n+T)(8n2—6n+7).

17. (Ox2+Txy—9y%)(5x2—Txy—9y2). 18, (Tx*+8x%*?+10y%)(Tx*—8x22+10y%). 19. (2+8x—
11x%)(2—8x—11x%).  20. (11x3+xy*—6y%)(11x2—xy*—6y*). 21. (12+Tn*+3n%)(12—Tns+3n").
22. (4+c*—c)(d—c?—cY). 93, (8a®+5ab*—9b%)(Ba*—5ab2—9bY). 24. (15+5m+m?) (15—
om+m?). 25, (1+10ab?—13a*b*)(1—10ab?—13a*b%).  26. (x*y2+4xy+11)(x2y2—xy+411).

27. (Tc*+11c*mn +14m*n?)(Tet — 11cmn+14m=n?). 28, (9a2b3+2ab2x1—16x%)(9a>bs—
2abixi—16x").

EJERCICIO 97. 1. (x*+dxy+8y%)(x*—dxy+8y%). 2. (2x+2x2y2+y4)(2x—2x2y2+yt).
3. (a*+6ab+18b%)(a*—6ab+180%). 4. (2m2+6mn+9n2)(2m2—6mn+9n?%).  B. (2+10x2425x4)

3. (@b +3)(@b™—0). 36, (5+x")(5—x").
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(2—10x24+25x4). | 6. (8+4as+ad)(8—4ad3+a%). T. (1+2n42n%)(1—2n+2n?%). 8. (8xi+4xZy?+
Y (Bxi—4x2y2+y4). 8. (9a*+12ab+8b2)(9a*—12ab+862).

EJERCICIO 98. 1. (x+5)(x+2). 2 (x—3)(x—2). 3. (x+3)(x—2). 4 (x+2)(x—1).

5. (a+3)(a+1). 6. (m+T)(m—2). T.(y—b)(y—4). 8 (x— 3)(x+2) 9. (x—8)(x—1).

10. (¢+8)(c—3). 11. (x—2)(x—1). 12 (a+6)(a+1). 13. éy y—1). 14 (n-6)(n—2).
15. (x+T)(x+3). 16 (a+9)(a—2). 17.(m—11)(m—1) x— 10 )x+3). 19" (n+8)(n—2).
20. (a—20)(a—1). 21 (y+6)(y—5). 22 (a—T)(a—4). 23. (n—lo)(n+4) 24. (x—9)(x+4).
25. (a—T)(a+5). 26. (x+13)(x+1). 27. (a—11)(a—3). 28.(m+15)(m—2). 29.(c—14)(c+1).
30. (x+8)(x+7). 3L (x—9)(x—6). 32 (a+12)(a—5). 33. (x—20)(x+3). 34 (x+18)(x—10).
36. (m—30)(m+10). 36. (x+12)(x—11). 37. (m—14)(m+12). 38 (c+15)(c+9). 39.(m—25)
(m—16). 40. (a+20)(a—19). 41 (x+26)(x—13). 42.(a-+24)(a+18). 43.(m—45)(m+15).
(44. (y+42)(y+8). 4B (x—24)(x+22). 46. (n+27)(n+16). 4T (¢c—20)(c+16). 48.(m—36)
m-28).

EJERCICIO 99. 1. (x2+4)(x2+1). 2. (x*=T)(x*+1). 3. (x*=10)(x*+8). 4 (xy+4)(xy—3).
B. (4x—5)(4x+3). 6. (5x+T)(5x+6). T. (x+.)a)1c m). 8. (a—Tb)(a+3b). 9. (x—y+6)
(x—y—4). 10. (x+1)(b—=x). 1L, (x5+5)(x>—4). (mA4-8n)(m—Tn). 13. (x*+12a)(x*—5a).
14. (2x—3)(2x—1). 1B. (m—n+8)(m—n—3). = 16. (:».“+I[))(x“ 15). 17 (y+3)(5—y).

18. (a2b2—11)(a2b2+9).  19. (c+7d)(c+4d).  20. (5x—12)(5x+7).  21.(a—14D)(a—Tb).

22. (x2y2+12)(x2y2—11). 23. (x2+6)(8—=x2). 24. (c+d—13)(c+d—5). 2b. (a+22xy)(a—20xy).
26. (mind—13)(min—8).  27. (n+2)(T—n). 28 (x*+31)(x*—30).  29. (4x?—15)(4x*+7).
30. (x2+9ab)£| 2—4ab). 31. (a®—13b%)(a*+12b%).  32. (x+3a)(Ta—x).  33. (x'y*—20a)
(xiyi4-5a). 34 (a+11)(a 10).  35. (m+8abe)(im—Tabc).  36. (Tx24+16)(7x>+-8).

EJERCICIO 100. 1. (2x—1)(x+2). 2.(3x+1)(x—2). 8.(2x+1)(3x+2). 4 (5x—2)(x+3).
5. (3x+2)(2x—3). 6. (3x+2)(4x—3). T (da+3)(a+3). 8. (2a+1)(ba+3). 9. (3m—T)
(4m+5).  10. (dy+1)(5y—1). 11 (2a—5)(4a+3). 12 (Tx+5)(x—T). 13.(3m+5)(5m—3).
14. (2a+1)(a+2). 15. (3x—4)(4x+3). 16. (a+1)(9a+1). 1T.(4n—=5)(bn+4). 18. (3x+2)
(Tx—1). 19. (5m—38)(3m+2).  20. (3a+2)(5a—6). 21. (9x+1)(x+4). = 22. (10n—3)(2n+5).
93. (Tm+2)(2m—5).  24. (x+10)(2x+9). 25. (4a+5)(5a—8). 26. (4n—11)(n+3).

27. (6x+5)(5x—2).

EJERCICIO 101. 1. (3x2—2)(2x243). 2. (x3+2)(5x%—6). 3. (2x*+5)(5x1+2).

4. (22x+7)(2ax—3).  B. (dxy+5)(5xy—4). 6. (5x—2a)(3x+a). T (2x+3)(4—Hx).

8. (3x—8y)(Tx+9y). 9. (m—3a)(6m+5a). 10. (2x*—7)(7x242).  11.(6a+b)(5a—3D).
12. (7 x“+2)(x'°'—7) 13. (3a+5)(6—a). 14. (2xi+1)(5—3x%).  16. (3a—5x)(2a+3x).
16. (4x—5mn)(x+3mn).  17. (9a—5y)(2a+3y):-  18. (4x*45)(3—2x%).  19. (5x*+2)(3—5x*).
20. (10x°+3)(3x5—10).  21. (5m—3a)(6m-+Ta). 22.(3a—2)(2—5a).  23. (4x=3y)(2y—x).
24. (5a—3b)(3b—4a).

EJERCICIO 102. 1.(a+1)%. 2 (3—x)3. 3.(m+n)E. 4. (1—a)®. b.(a®+2)% 6 (5x+1)%
7. (2a—30)3. 8. (3m+4n)®. 9.No es cubo perfecto. 10. No es. 11.(5a+2b)3.

12. (24+3x)%. 13.No es cubo perfecto. 14. (a*+b%3. 15. (x*—3y%%.  16. (4x+5)%

17. (6—7a2)3. 18. (5x4+8y%)3. 19. (a8+1)2. 20. (m—an)®. 21.(1+6a2b%)3. 22.(4x—5y*).

EJERCICIO 103, 1. (1+a)(1—a+a?). 2.(1—a)(1+a+a?). 3. (x+y)(x2—xy+y?).

4. (m—n)(m®+mn-+n?). 5 (a—1)(a*+a+1). 6. (y+1)(y*—y+1). T.(y=1)(y*+y+1).

8. (2x—1)(4x2+2x+1). 9. (1—2x)(14+2x+4x2). 10. (x—3)(x*+3x+9). 11 (a+3)(a*—3a+9).
12. (2x+y)(4x2—2xy+y?). 13. (3a—b)(9a2+3ab+b?). 14. (4+a*)(16—4a*+a?). 16.(a—5)
(a2+5a+25). 16. (1= 6m)(1+6m+36m2) 17. (2a:+3b2)(4a2—6ab2+9b%).  18. (x*—b3)
(x44-D3x240%).  19. (2x—3y)(4x2+6xy+9y2).  20. (1+7n)(1—Tn+49n?). 21.(4a—9)(16a*+
36a+81). 22. (ab—x?)(a2b2+abx>+x%).  23. (8+3a%)(64—24a%+9a%). = 24. (x2—2y*)(x*+
oxyitdy®). 20, (1+9x2)(1—9x24-81x%).  26. (3m+4n®)(9m*—12mn3+16n°). 7. (Tx+8y?)
(49x2—56xy2+64y%). 28 (xy?—6y®)(x2y*+6xy°+36y%).  29. (abx+1)(a*b*x*—abx+1).

30. (x+y%)(x0—x%y3+y9), 3L (10x—1)(100x2+10x+1). 32. (a2+5b%)(a'—5ab*+250").
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33. (xt4yh)(xS—xiyt+y®). 34 (1—3ab)(1+3ab+9ab%). 35 (2x*+9)(4x1—18x+81).
36. (a+2b%)(a2—2abi+4b%).  3T. (2x3—Dyz?)(4x"+10x%y22+25y%24).  38. (3m*+Tn?)(Im*—
21m2nd 44908, 39. (6—x1)(36-+6x*+x5).

EJERCICIO 104. 1. (I+x+y)(l—x—y+x*+2xy+y%). 2. (1—a—b)(1+a+b+a*+2ab+b%).
3. (3+m—n)(9—3m+3n+m?—2mn+n?). 4 (x—y—2)(x*—2xy+y*+2x—2y+4). 5. (x+2y+1)
(x2+dxy+dyi—x—2y+1). 6. (1—2a+b)(1+2a—b+da*—dab+b?). T (Ja+1)(a*+a+1).

8. (a+1)(Ta*—4a+1). 9. (2x+y)(13x*—5xy+y%).  10. (2a—b—38)(4a*—4ab+b*+6a—3b+9).
11. (x2—x—2)(x4+x3+3x2+4x+4). 12. (2a—2)(a?—2a+13). 13. —3(3x*+3x+3)=—9
(x24+x+1). 14 —2y(3x2+y?). 16. (2m—b5)(m*—5m+T7). 16. 5x(Tx*+3xy+3y%). 1T. (3a+b)
(3a*+6ab+7b%).  18. (4m+4n—5)(16m?+32mn+16n2+20m+20n+25).

EJERCICIO 105, 1. (a+1)(a*—ad+a?—a+1). 2. (a—1)(a*+a*+a*+a+1). 3. (1—x)
(L+x+x24x4x9). 4 (a+b)(a®—a*b+atb?—adbi+a*b'—ab +b%). 5. (m—n)(m+mn+
minZtndnd+tmEnt+mnd4n®). 6. (a+3)(a*—3a*+9a*—27a+81). 7. (2—m)(16+8m+4m*+
2m3+mt). 8. (14+3x)(1—3x+9x2—27<*+81x%). 8. (x4+2)(x8—2x5+4x* — 8x34+16x2 —32x+64).
10. (3—20)(81+54b+36b2+24b34+16b%).  11. (a+bc)(a*—a*bet+a?b c2—abic+bic?).

12. (m—ax)(mS+amix+a*mix*+a*méx3+a*m?*x* +a>mx+a®x").  13. (14x)(1—x+x2—x3+
xi—xipat),  1d. (x—y)(x04-xy+xty2Hadydtayt+xyi4y). 16, (a+8)(a’—3a’+a'—2Ta%+
81a2—243a+729).  16. (1—2a)(1+2a+4a2+8a?+16a'+32a%+64a%).  17. (x*+2y)(x"—2x%y+
dxiy>—Ex2yi+16y%).  18. (1+2x%)(1—-2x2+4xi—8x0+]16x5—32x104-64x1%).

EJERCICIO 106. 1. a(5a+1). 2. (m+x)2. 3. (a—b)(a+1l). 4. (x+6)(x—6). 5. (3x—y)%
B. (x—4)(x+1). T (2x+1)(3x—2). 8 (I+x)(1—x+x2). 9. (3a—1)(9a*+3a+1). 10.(x+m)
(xr—mximixi—mix+md). 11 a(a*—8ab+5b%). 12. (x—3)(2y+z). 13.(1-20)*. 14. (2x*+
xy+y9)(2x2—xy+y2). 16 (x142x2y2—y)(x4—2x2y7—y*). 16. (a—6)(a+5). 17. (3m—2)(bm-+T).
18. (a*+1)(a*=ai+1). 19. (2m—3y?)(dm>+6my*+9y%). 20. (4a—3b)2. 21 (1+a)(1—a+
at—adtat—a’+a%). 29 (2a—1)%. ~ 23. (14+m)(1—m). 24 (x*T)(x*—3). 25.(ba*+1)
(25a'—5a2+1).  26. (a+b+m)(a+b—m). 27.8a*b(1+2a—3b). 28. (x44+1)(x—1)

29. (6x—5)(x+4).  30. (5x249y)(5x2—9y). 31 (1—m)(1+m+m?. B82. (x+y+a—b)(x+y—
a+b). 33. Tmin(3mi—m*n+mn®-1). 34 (x+1)(a—b+c). 35.(2+x—y)* 36. (1+ab®)(1—ab?).
37. (6a+b)2  38. (x3—T)(x*+11). 39. (5x2+1)(3x*—4). 40. (1+a—3b)(1—a+3b-+a*—6ab+9b%).
41. (x243x+5)(x2—3x+5).  42. (a*+4a?—6)(a*—4a*—6). 43. (T+2a)(49—14a+da?). 44. 3a*b
(4x—b5y). 4b6. (x—3y)(x+5y). 46.(3m—2n)(2a+1). 47 (9a3+2bc*)(9a®—2bc*).  48. (4+2a+
b)(4—2a—b).  49. (5+x)(4—x). BO. (n+7)(n—6). 5l (a—n+c+d)(a—n—c—d). 52. (1+6x%)
(1—6x*+36x%).  B3. (x—4)(x2+4x+16). 54 x3(1—64x). 55. 18x2y3(ax®—2x2—3y"5).
56. (Tab—1)2.  B7. (x+10)(x—8). 58. (a+b-+c)(a—b—c). 59. (m+n—3)%  €0. (x+5)(Tx—4).
61. 9a(a*—5a+7). 62 (a—1)(x+1). 63. (9x3—5y)%. 64. (1+5b—b2)(1—-5b—b%). 6. (m*+
mn4n2)(mit—mn+4n?). 66. (c>+2d?)(c*—2d?). 67. 5x*(3x*—3x+4). 68. (a+x)(a—x—1).
89. (x2+12)(x2—20).  70. (2m2+5)(3m2—4). 71 (2a—3n)*=(3n—2a)*. T2 2(x2+1).

73. (x+y—1)(Ta—3b). T4. (x+6)(x—3). 5. (a+m~+b-+n)(a+m—b—n). T6. (x-+2y)%.

77. (4a+3)(2a—T).  78. (1+9ab)2.  79. (2a3+1)(2a3—1). ~ 80. (x3—24)(x"+20). 81. (a—b)
(x+y—1).  82. (3m—1)(2a—1). 83. (3+4x)(5—2x). 84 ad(a®—a*+a*+1). 85. (2x—1)(a—1).
86. (m+4n)(m—n). 87. (a2—b%)(1—2x2%). 88. (m-+1)(2a—3b—c). 89 (x—1>%  90.(2a"+
by (2an—btn). 1. (10x+a)(8x—a). 92. (a—3+4x)(a—3—4x). ' 93. (3a+x—2)(3a—x+2).
94. (3x—y)(3x+y+1). 95. (x—9)(x+8). 96. (6a2+6ab—Tb*)(6a*—6ab—Tb%). 97. (a+2b+
m+3n)(a+2b—m-—3n).  98. (1+3a*)(1—3§a*). 99. (9a*+12a2b3+-8b%)(9at—12a*b34-8b®).
100. (7x—5)(Tx—6). 101 (x—Tab)(x+5ab). 102. (5x—3)*. 103. —5(2a-+1). 104. (4a*—5b)
(m+3n). 105. (1+3x%)2.  106. (a*—5b)(a*+80). 107. (m+2ax)(m*—2amx+4a*x*).

108. (14-3x—dy)(1—3x+4y). 109. (3x+1)(8x+1). 110. 9x%3(1—3x—x5). 111 (a*+b?—
c24-3xy)(a2+bi—c*—3xy). 112. (2a+1)(4a*+10a+7). 113 (10x2y8-+11m2)(10x"y*—11m*).
114. (a*+9)(a*—2). 116. (1+10x2)(1—10x2+100x%). 116. (Ta+x—3y)(Ta—x+3y). 117. (x*+
2+y+2z)(x*+2—y—2z). 118. (a—4)(a*+4a+16). 119. (a+x)(a*—adx +a*x*—ax?+x*).

% By oyl
190, (a34+6b)(a%—9b). 121 (114+x)(15—x). 122.(a*+a+1)(a2—a+1). 123.(§+29-) (E_%
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124. (.4x+§)2. 125. (a2b*412)(a%b?—8).  126. (8a*x+Ty)(1—a-+3b).  197.(x2+26)(x*—15).
B

128. (14+5m)(7—2m). 129. (2a+2b+3c+3d)(2a+20—3c—3d). 130. (9—5xy*)(81+45xy*+
20x%y%)., 131 (x+y)(x+y+1). 132. (2+a—b)(2—a+D). 133. (x—y)(x*+xy+y2+1).
134. (a—by(a2+ab+b2*+a+b).

EJERCICIO 107, 1. 3a(x+1)(x—1). 2 3(x+1)(x—2). 3.2x(a—b)%. 4. 2(a—1)(a*+a+1).
5. a(a—T)(a+4). 6. (x+1)(x+2)(x—2). T. 3a(x+y)(x*—xy-+y?). 8. a(2b—n)% 9, (x*+1)
(x+2)(x—2). 10. (a+1)(a—1)% 1L 2e(x—1)% 12 (x+y)(x+1)(x—=1). 13. 2a(a+4)(a—1).
14. 4x(2x—3y)%. 15. (3x—y)(x+y)(x—y). 16. ba(a+1)(a*—a+1). 17.a(2x+1)(3x—2).

18. (n*+9)(n+3)(n—3). 19. 2a(2x+1)(2x—1). 20. ax(x+5)2. 21. x(x—T)(x+1).

22. (m+3)(m+4)(m—4). 23. (x—2y)3%.  24. (a+b)(a—b)(a+b—1).  25. 2ax(da*—3b)*.

26. x(x*+1)(x—1). 27. 4(x+9)(x—1). 28. (a®+a+2)(a—2)(a+1). 29.(x*+2)(x—3)(x*+3x+9).
30. a(a+1)(a*—a’+a*—a+1). 31. ab(a+x+y)(a+x—y). 32.3ab(m+1)(m—1). 33.3xy(3x+y)
(9x*—3xy+y%). 384. (a+1)(a—1)(a®*—a+1). 35. x(3x+1)(1—6x).  36. 2(3a—b)(x+b).

37. am(m—4)(m—3). 38. da*(x—1)(x*+x+1).  39. Txy(2x+y)(2x—y).  40. 3ab(x—3)(x+2)
4l. (x+4)(x—4)(x*+8). 42. 2y(3x+5y)%  43. (a+1)(x—y): 44. x(x+3y)(x—y). 45. (a+2b)
(a—2b)(x+2y). 46. 5a*(3x°+2)(3x2—2). 47T. (a+4)(a—3)(a*—a+12). 48. (b—1)(x+1)(x—1).
49. 2x*(x+T)(x—4). 50. 5(2a—5)(3a+2). Bl (x—y)(3x—3y+1)(3x—3y—1). 52. a(x—3a)
(Ja—x). B3. a(4—5a)(16+20a+25a%). B64. 2x*(Tx—3)(5x+4).  bb. a*(a*+11)(a?—5).

56. ab(4a*—T7b%)2  BT. x*(T1x*—3a*)(x*+5a®). B8.  B(x™+4 y")(x"—y"). 5O (2x+5)(x—3)
(x*+8x+9).  60. a(x—2)(x*+xy+y2). 6L (x2+2xy+y>+1)(x+y-+1)(x+y—1). 62. 3a(a?+
a+1)(a*—a+1).

EJERCICIO 108. 1 (I4+aY(1+a?)(1+a)(1—a). 2. (a+1)(a—1)(a*—a+1)(u*+a+1).

3. (x+4)(x—4)(x+5)(x—~5). 4. (a+b)*(a—b)*. B. x(x+1)(x—1)(x*+2). 6. 2(x—1)(x+3)
(x*4x+1). T 3(x24+9)(x+3)(x—3). 8. (2x+y)%(2x—y)2. 9. x(Bx+1)(3x — 1) (x +y).

10. 3a(2x+1)2x—1)(x*+3). 11 (x*+y"(x2+y?)(x+y)(x—y). 12. (x—2)(x2+2x-+4)(x+1)
(x2—x+1). 18, (2+x)(4—2x+x2)(2—x)(4+2x+52). 14, (a=b)2(a+b)(atLab+b?). 1B.2(2x+1)
(2x—1)(x2+1). 18. (a-+3)(a—3)(a+4)(a—4). 17. a(a+2)(x—y)(x2+xy+y?). 18, a(a+1)(a—1)
(a+2).  19. (1—a)*(1+a+a*?* 20. (m+3)(m2=3m+9)(m—3)(m*+3m+9). 21. x(x*+1)
(x+1)(x—1), 22. (x+y)*(x—y)(x*—xy+y?). 23. abla+b)(a—b)%. 24. H(a*+25)(a+5)(a—5).
25. (a+3)(a—1)(a+1)2  26. a(a+2)(x—2)(x24+2x+4).  27. (1+ab)(1—ab+a*b*)(1—ab)
(1+ab+a*b?). 28. Sa(x+1)(x—1)(x+2). 29. (a+D)(a—b)(x+y)(x—y). 30. (x*+2)(x*+1)
(x+1)(x—1). 31. a(a+1)(a+3)(a—3). 32. (a+1)(a—1)(x+3)(x—2). 83. (m+1)(m—1)(4m+3)
(4m—3). 34. 3b(a+1)(x+2)(x—2). 35. 3(m+1)(a+d)(a—2). 36. (a+1)(a*—a+1)(x—3)(x—2).
37. (x—1)*(x+y)(x—y). 38. a(x+1)3.

EJERCICIO 109. 1o x(xt -y (x24y2 ) (x+y)(x—y). 2. x(x+2)(x—2)(x+6)(x—6). 3. a(a+1)
(a*—ab+b*)(a+1)(a~1). 4 4(x+1)%x—1)2. 5. a(a+Db)(a2—ab+b2)(a—b)(a*+ab+b2).

6. 2(a+0)(a—b)a+1)(a—2). T. x(x24+9)(x+3)(x—3)(x+5). 8. 3(1+a)(1—a+a®)(1—a)(1+a+a?).
9. ala—x)*(2x+1)(2x —1).  10. (x*+9)(x+3)(x—3)(x+1)(x*—x+1). 11, x(x*+1)(x'4+1)(x*+1)
(x+1)(x—1). 12. 3(x3+4)(x4+2) (x—2) (x+5)(x—5). 13. x(a+1)(a*—a+1)(a—1)(a*+a+1)
(x+1). 14, ala—x)(x+9)(x—=9)(x+1)(x—1).

EJERCICIO 110. 1. (x=1)(x+1)2. 2. (x+1)(x—2)(x—3). 8. (a—2)(a+2)(a—3). 4. (m—2)
(m+4). B. (x—=3)(x+3)(2x—1). 6. (a—4)(a*+5a+7). 7. (x+2)(x2+1). 8. (n—1)(n—2)(n+3).
9. (x r2)(x—4)%  10. (x+3)(3x—2)(2x+3). 11. (x—1)(x+1}(x—2)%. 12 (x+1)(x—2)(x+3)
(x—4). 13. (a—1)(a+2)(a+3)(a—4). 14. (n—2)(n+3)(n+4)(n—5). 15. (x+4)(x+5)(x*—3x+7).
16. (a+2)(a—4)(2a—3)(4a+5). 17, (x—5)(x+5)(x*+3). 18. (x—1)(x+6)(3x+5)(5x—2).

19. (x—=2)*(x—=3)(x+3)(x+4).  20. (a+1)(a+2)(a—3)(a—4)(a+4). 21. (x+2)(x—8)(x—4)(x+5)
(4x+3). 22. (n+2)(n+5)(n—6)(n>*—n+3). 23. (x—2)(x+3)(x—4)(2x+3)(3x—2). 24. (x+1)
(x—=d}(x+5)(x*—x+1). 25. (a—4)(2a%4+3). 26. (x—3)(x+5)(x*—3). 27. (x+1)*(x+2)2(x+3)
(x—3). 28. (a+1)(a—2)(a—3)(a+3)(a—4)(a+5). 29. (x—1)(x+1)(x—2)(x+2)(x—06)(x+6).

30. 2(x+1)(x—2)(x+2)(x+3)(x—4)(x—5). 31. (a—2)*(a—3)(a+4)(a:*—Ha+3). 32. (x—2)
(x+2)(x—4)(x+4)(x*—2).
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EJERCICIO 111, l.ax. 2.abc. 3.x%. 4.3a%3. b.4m2 6. 9mn®  T.30%
8. 6xyz. 9. 7a2b3¢t.  10. 24x%y*8. 11 14m*n.  12.75a%0%.  13.2ab. 14, 19x'y*.

EJERCICIO 112 1.2a. 2.3x%. 8.4a%b%. 4.a+1. B5.x(x—1). 6.5x. T.6a%xyt
8. a(a—3). 9 x(x+5). 10.a—b. 1l.m+4n. 12.x—2. 13.x(x+2). 14.3x—1. 15.2a-+b.
16. 3(x—4). 17.2x+y. 18.a(a—3b).  19.c+d. 20.3a(m+5). 21.2x*—y. 22 3x(x+1)
(x—1). 23.a+b. 24 x(x—1). 2b. x*(x—3). 26.ab(a+b). 27.2(x—1). 28.a(x+2).

29. 2a(n+2). 30.2(a—1). 381.2a+b. 382 .x—4. 33.a(a+1). 34 x*—3x+9. 35 x+3a.
36. 2(3x+5). 37.x+1. 38. ax(x—T). 39.a—2. 40.3x—1. 4l (a*+1)(a+1). 42.m+n.
43. a—1. 44. 2x(2a+3). 45. y(x+y). 46.2a—m. 4T. 3(a+20). 48. 5(a+x)(aty).

EJERCICIO 113, 1.2x+1. 2.a—2. 3.a(a—x). 4. x>—x+1. B a(2a—x). 6 3x245.
7. 3x—2y. 8. x2+3x—4, 9. m2—2m-+1. 10. a(e*—2a+5). 11 a(3x+35). 12. 2(x*+a?).
13. 3(x2+4-2ax+a?). 14. 2ab(2a®—ab+0%). 15. 3a®n*(3a—2n). 16. a'—a®+1. 1T. 2(1(‘33: 2).

EJERCICIO 114, 1.x—3. 2 2x—y. 3.x—1. 4 a+2x. b5 x(x—1).

EJERCICIO 115, 1. a2b2 2. x%*  3.a*b%c. 4. a%hx%. 5. 12m%n. 6. 4bax¥y".

T. a3b2. 8. x2y3z. 9. 8a®b2.  10. 12x4y%22.  11. 36m®nd.  12. 24a*b*x2.  13. 30x%y°.

14. g3x3ys,  15. 124202  16. 18x*y2.  17. 36a*bix%.  18.60m*n3. 19. 72a%b%. 20. 120m*nd.
21. a2b3c3,  22. 24adxPy3. 23. 36a%x%*  24. 300m*ni.  26. 360a3x%y°.  26. 240a30°.

EJERCICIO 116. 1. 4a(x—2). 2. 3b%a—b). 3. x*y(x+y). 4. 8(14+2a). Bb. 6a*b*(a+20).
6. 14x%(3x-+2y). T. 18mn(n—2). 8. 15(x+2). 9. 10(1-3b). 10. 36a%(x—3y). 11. 12x2y?
(2a+5). 12. m2nx(n—1). 13. 6a*b(a—2b). 14. 5Hxiy*(x—1). 15. 54a®03(a+3D). 16. 90x7y
x2y?). 17, dx?y(x2—1). 18. 24m(m2—9). 19. 6a*b*(x+1)(x—3). 20. x*(x+2)*(x—1).

L 18a2b(x—2y)%. 22 18x¥(x*—4)(x—3). 23. a*x¥(2x—3y)". 24. T2x%yi(x—D). 26. 2an®
(x24+y2)(x+y)% 26, 8x2(x+3)*(x— 2)-‘ 27 6x3(x+1)(x2—x-+1). 28. 12x%*y*(a+D)*(x—1).
29. 60a*b’ (ra-b) 30. 28x(x+1)%(x241).

EJERCICIO 117. 1. h(x—H)(:x D=6(x2—1). 2. 10(x+2)(x—2)=10(x*—4). 3. x*(x+2y)
gx—‘h;)—x (x2—dy?). 4 3a*(x—38)%.  b. (2a+30)(2a—3b)%. 6. a*(a+b)?.  T. bab(x—1)(x+4).
i W R R Yl i L e o W (x—y)?
(x34-xy+y%). (x—2) (x+‘5)( tx+1). 14, (a—>)(a+6)(a—3). 15, x2(x+3)(x—3)(x+5)=
x*(x2=0)(x+5). 16 ax*-(x— )(1’4—-})(1&—‘ In44). 17, 24(x y) (x+y). 18. 10(x+y)*(x2+y?).
19. 12a20(m+n)? (nr—-mn +n2).  20. ax? (w—n)‘(m 2pmn+n®). 21, 6a*(a+1)(a—1)=6a*(a*-1).
22. x2(x+2)(x—2)=x%(x2—4). 28. (x—1)(x+2)(x—3). 24.(3a+2)*(2a+3)(a+4). 25.30(x*+1)
(x4+1)(x—1)=30(x*+1)(x2—1).  26. x(x+y)(x—y)(a—2b)=x(x*—9%)(a—2b). 27. 60ab(a+b)
(a—D)=60ab(a*—b?), 28. 2(x+5)(x—3)(x2+5x+25). 29. ab*(a—30)*(a+b). 30.12mn(m*—n?).
L G0(x—y)2(x+y)2 32 ax2(x+T)2(x—2)(x+9). 33. 30x2(x+3)2(x—3)2.  34. 36(1—a2)
(1+a?)=36(1—at). 35. 20(3n—2)*(9n2+6n+4). 36. (3n+2)(2n—3)(16m*—1).  37. 4a¥x3
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1. da—4b %2a%+2ab  a*b—b? 18. X24-xy y? 3x 19 2a
B(a*—b?) " B(a—b?)" B(a*—b?) xy(xty)” xy(x+y) xp(xty) T a(a—02)
a—b a*+ab 3x2—3x x34x2  x? t m mé—mn
a(a*—b?)’ a(a*—b?)’ Cox2-1 7 x2—17 x2-1 " m(m*—n?)’ m(m*—n?)’
mn+n? 99 ﬂ2+2n+1’ n3—2n+1' n2+1. 23. a*—2a%b%+-b*  a*+42a%b2+b*  at+b?
m(m?—n?) n2—1 n*-1 ~ n*-—1 a‘=bt " at=bt T at-bd
3x*+6x x2—2x+1 1 Hx*+156x 2x x—1
D x=D(x+2) (x=1)(x+2)" (x—1)(x+2) S 10(x+3) " 10(x+8)" 10(x+3)"
12x—6  6x+2  4x+3 274275 2a+8 15a*+-85a+100
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m 45x83 a*h? abm
3x—2 21 2x°
EJERCICIO 127, 1 ';'2_—1- 2. m 3 (1—x)(2x+5). 4. xz__‘),z'
5 2m?—-12 2x24-2y* 2x24x+1 8 5x+10 4x+y
T (m—2)(m—3) ToxT—y? T(xe1)(x—1)2 t x2-25" " 9x2—4y?’
_2ax 2a 2a2+202 3a* 2a
10. NaxE] 11. ot 12. -ab(asz-)-- 13. Yai—b? 14'(—#_a+b)(a—b)2°
o AU P W ic D .. /I Y o2/
(x24+y*)(x+y)? x(a—x) 2(x—2) x(1—x) x—y
3a%+3a—24 Ta—27 6x2—19x+12 3x2+4+12x+50
O Gy 2 u@ma—y) 2 Tie-2) ¢ B xoa)atd)x+d)
5 3 6x2—x--T 2x x+5H
55 BT BEhonraeEs el B eoetd)
6x2—10x+12 3a*—2a2—14a+19

B D2y x=3) " (a—1)(a+2)(a=3)



ALGEBRA

556 @

RY

—n ahi24l
EJERCICIO 128. 1.2°° g 2013

Jm—isn 3a=b=+tab=—20

(=0 T oGmEnt 15a=b#
5 Ja+8 6 Gy*+3xy—ox* x+4 da*—2a—1 x24x—1 abi—4ab*—5
© 8a ) 120xy ’ 12 20a* Sxh 10. 6a=bs
1 dmn dx a“+b2
E " T, — —_— —_—
JERCICIO 129 (x—4)(x—1) nE—m= x* =1 4 ab(a+0)
2mn 2 a*+ax+2x 1 7 a
i ey bt TR — & S 10. —
mi—n* x*—1 (a—x)*(a+x) 6 (a—23)*(a+4) a—i3b
3x+1 Bab 18 2x2+2x—H Ee—Tx
TESTEEET (a—b) (@ tabt %) C2x—1pext2); o)
1 b* da*—3a—0 2 1—2a
15, ——. T Jerrromprrra i | o 7 G | ST
x—y a(a*—0b*) 3(2a+3)* (x*+x4+1) v —x+1) T a(ar—1)
20 3a%—11a*+3a—7 - 2 1 o x—6
T 24(a'-1) "N B= By = (x—T)(x+2)(x+3)
X3 205 —ab GYa sat—0ax+27x%
B -—— W — .- . ———
(x—1)*(x*+x+1) 2(a*=0b%) s(a+10a—2)a+4) Hat—27x8)
-
25
5} 4xi—3xt4x—3 3a*—3a+10 3
EJERCI 0. 1. —. . =, W T T — B AT
Relclo, 13 x—3 : 12 AE(x*+1) dla*—1) o a+b
6 dx a x—10 Bxi42x—1 5 1+x 4y?
§ x+j;' ' x(u-—x)' ' (x+])(x—.’;)' ) 4(:3x+'_')(:3x—1). Cox(atx) b o
5 26 3a*+20+4 x*4-4x+1
w2 _. = e ittt St
18(a+1) (a+2)(a—+)a+6) as+41 (x+1)(x%=1)
17 3a dx+ 5= 0 I 2T —F 2n —dn+1
" at—ab+4bt L oxE2x 4 T (x=1)(x—2)(x+D) n(n—1y*
91 at-+20a*—25 9—H4x—dox* 3x*—16x—4 " 2a*+a—2
" (a*45)(at—5) TR —x)2 9(x2—1) 8(a*—1)
4a—1 Tx+4 Ta*—12a+1 46a —7ba®
25. ———. 26 . . an. i T
60(2a+1) (x+1)(x—2)(2x+3) (a—1)(a—2)(a+3) (2—3a)*(2+3a)
542
29. a*+3 _ . x .
10(1—a*) 3(1—x1)
EJERCICIO 131 n 3x x+1 2ab+D? : x*+3x—8
» W o . x(x+2) ‘ a(a@*=b?)" 7 2(x+1)(x—3)
6 1 " x—3 na’+a 2x24+-3xy - x2+4x+6
T 2-x)(x43)(x4+4) T 4x+1)(x=1) =9 T xrpr T T (x—1)(x42)(x+3)
) a+3 Ja=1 x+2
' -l-l:r’.f+|). (1—-n ){r;-—'_!)(r:—di)’ 13. xt—1" 14. 2x—3




RESPUESTAS & 557
6a® 8 3 Ixt n?
EJERCICIO 132. 1.ab. 2 —2. 8 ._—— 4= b _—— 6 _—.
mx Tm2x%y b 4 Tay? Bmx
2 x=2 %
2 &It o a—=— #@2ETL cae = __ S
3 4 m*—2mn-+n* x? x2-4xy+4y*
2
1 x—y a=1 x+3 = x=3
13— 14. . : . 16. 1. 17 A ¢ R | Sl
20%- 2a x—1 3a+15 1 rHe 9x+1 a—1
S 2_¢ 2_ 2
% oS B—- i S ST e O . i
3 x+1 m a—6 x+2y
4x-+8Ba a*—9a a’+a 30 x+1
" ax+a 4a+24 " T e=T Cx2—9’
x8—2x12
EJERCICIO 133, 1. a2 2. x*-=1. 3.1. 4. a+b. B. = =8
X
S 2 . 2
% i, & 2N WM M 2at-a-at LD N#8 6
x2—2x—15 m b
xy 3 an . 3a*m®x x4
EJERCICIO 134. \ 1. iy 2 TR = 4. 30x2 b. 2  Tamy
3b x+1 a+7 1 a*+2a—3 3x+1
i A : . . b 7 11. —. 12, —m8¥—, : A
ok Ha+15b bx 2a+10 3x : a*—49 » 4x—3
+11 1 3a—3 —3x—35
P Mo P T o N T iin. i S B T .
x—T7 2a*+a* a x2—8x 2 a+3
ax+1 x%2—1 1 x—3 2a—3b
. 2x2+3x = 2 - 12 2x—1 a?
b x24x—2 a—1 x*+6x+8 a?+ab
BERCICIO 1350 1- m- xZ . . a?+1. . m: . a_b .
6 x2—1 x2—x—2 n
X342 x—1 Cnt42’
2ce 2ak Ja*+3a—6 81 1
LERCICIO 136, 1 2. gl g Mtdecd 8l s 1. a1
z? X 2a*+2a a x=T7
7 x—3 8 x—3 4x2—12x+9 a*+ab+ac b
" x—10 " 2ax+4a’ 2x24+3x a—b—c " x+3°
19 dm2+mn 1 o g8
e 18. = 14. a3—3az.
—b <
EJERCICIO 137. 1. —— 2. x24x+1. 3 . : L ke 5. 2. 8. i
b+1 b n—m y
7 x+3 8. a2 0 4ab—4bh? 0 3 1 a*—2a
" x—5 p ’ " %a+b 1. 5b° u. a+x—1 i% at+l’
5—a 4x24-3x x+1 a—b x+4 a*+2a+1
p Zeeme—m, - . 15. " 16. 5 17. . = -
4a*+a® Sx+2 x a+b x410 a-+8a+15




558 @  ALGEBRA
x b ok
EJERCICIO 138. 1 x24+x. 2. — 3. : ! . Bom
x4x—2 a-+b 2x+1
a*—ab +b* 14x—x2—x3 4x2 a—x x—3
.9 10. 11. 1. : .
ab® 2 xy—y? y 4a . x2+dx
3 = o
oar. W G-l e/ pltt g oot s
x—4y a—b—c¢ 1—2a
x x—1 x 2x+4 a—1
0. g 1 . et ! - =
x+1 2x—1 2x—3 3x+2 "~ - a*—2 o2l
EJERCICIO 139. 1.0. 2 3.0, 4= 50 6% 7+ 8-1
9.0. 10.+ 1l 122 183 140 15 16— 1T 3¢
18.0. 19.2. 20.3. 21w 22 2 2.5 2.4 2.3 26. =
27.0.  28. % 20.1. 30.7.
4x+5H a+1 1 a*+b?
ICl . 1. ] 3 . . 4x. B ;
RIERCICIO G0 6x—1 ad—a? x(x—3) i a*+b
- £ 2 4a3—92 25
o diaii B 8 B ¥ i1 AP L ...
29x 3 3 3 nx mx mn (a—b)(a*+b¥)
1 1 2 1
et wiFEE o d e el -t W
1—a® x 2x+1 8x+3 x a*—b* 3
“ 2 s
21. ‘3_ B T M 24. 1
a—hb 9 B(x+2)(x—13)2
EJERCICIO 141. 1. -4 23 3-8 4-13. 64 6-3 T.19
2 1 ft 603 5 1 L] 11 8
8. -2 9.4 10.-3 1% 122 18.-4 Mg 16 1614
B B 1 1
17 o 18 -4, 19.4. 20.-2. 212 221 2314 24 -4 2514
26.1. 27.—4. 28.4 20.-3. 30.8 31.15. 325 33 .
JERcicio 142, 1-2 23 34 435 6-3. 62 70 835
1 1 13 3 T 1
9.10;. 10— 1LE 123 139 14.-1% 15 -5 16 14
1741 18.2.  10.54. 20 -11. 211l 22 -1 23.3% 24 1%
2 4 3 3 1
25.7. 26.15. 27.—5. 28 % 29.5.  30.25. 313 32 -4
B B 4 1
3.5, 34 -6 3. -1-. 36—, 3T.-17. 388 1 39. ——.




RESPUESTAS ® 559

EJERCICIO 143, 1 -—— 2—. 3.ab 4a3 5a 6 i;. 91,
1— o
aS4-2b3 a—1 1+a
TR sa MES . iRy IBa=b  Mgad.
az+4-26 1 2 1+m ’ . Ll
35t 16-" w1 182 194 209
2 2 a+b a
2 6
EJERCICIO 144, 12~ 2% 31 4m b2 62 T
§ rb I.b
oo Gash B3 mog BT Wen WS-
2(b+2¢)
242 3b b— b
%-2 130 e WS B/ W mde=l
2m b} 2 2 2
1—a
29. —2— 23. 2a+3b. 24. n—2m.

EJERCICIO 145. 1.8. 2.12. 3.5 4.80. 5.30. 6.120. 7.4, 10 afos;
B, 6 afios. 8. 4, $120; B, $105. 9.100 m.  10. bs.72. 11.18. 12.14.  13.60.
14. 263. 15. 63 p.

EJERCICIO 146. 1.24y25. 2.64y65 3.124 y 125. 4.99y 100. 5.80 y 82.
6. A, $25; B, $24. 7. Hoy, $16; ayer, $15. 8.80, 81 y 82. 9.70, 71 y 72.
10. 20, 21 y 22. 11. 4, 16; B, 14; C, 12 anos.  12. 4, 5 afios; B, 6 anos; C, 7 anos.

EJERCICIO 147. 1.41y18. 2315y 121 3.21y65. 4.80y24 5 200y 60.
6. A, 96 soles; B, 100 soles.

EJERCICIO 148, 1. ler. dia, $100; 29 dia, $50; 3er. dia, $25. 2. Miér., $120;
juev., $72; viernes, $60. 3. A4, 120; B, 80; C, 48 sucres. 4. A, 40 anos; B, 24 afos;
C, 9 anos. 5. 1er. dia, 81 Km; 29, 27 Km; 39, 9 Km; 4°, 3 Km, 6. 12, 1000 Km;
22, 1100 Km; 32, 1210 Km; 42, 1331 Km. 7.13, 200000; 23, 100000; 3%, 25000;
42, 5000: 53, 500 colones. 8. Barco, 5436; tren, 2416; avion, 1510 Km.

EJERCICIO 149, 1. $50. 2 Q.84. 3.%93. 4. bs. 5000, 5.80.  6.120 soles.
7. $96. 8. §90. 9. 1600 sucres. 10. $120.

EJERCICIO 150. 1. A, 25 afios; B, 75 afios., 2. A, 60 anos; B, 20 anos. 3.50 afos.
4. 36 anos. 5. Hijo, 16 afos; padre, 48 afios. 6. Hijo, 20 afios; padre, 50 anos.

7. A, 50 anos; B, 15 anos. 8. Padre, 55 anos; hijo, 30 anos. 9. Padre, 50 afos;
hijo, 30 anos. 10. 4, 48 afos; B, 30 afios.  11. 4, 24 afos; B, 8 anos.

EJERCICIO 151. 1. A, bs. 60; B, bs. 30. 2.4, 48; B, 96 colones. 3.4, $48; B, $96.
4. A, $70; B, $42. 5. Con 90 sucres. 6. 4, con $72; B, con $48. 7.4, $72; B, $9@
8. A4, $30; B, $15. 9. 40 balboas.  10. 36 soles.

EJERCICIO 152. 1. 2 anos. 2.5 afos. 3. 12 afos. 4,15 anos, 5. $20.
6. Q.35. 7.15y 20 a 8 $10. 9. bs. 120.

EJERCICIO 153, 1. 12 mx 9 m, 2. 18 mx 9 m, 3.15 mx 13 m
4 45 mx 12 m. . 49 X 36 m. 6. 90 m x 60 m. 7.18 m X 8 m.
5 8 23 18 5 5 o 8 27

1.
EJERCICIO 155. 1.42. 2. 48 3. 63. 4.21. b5.52. 6.97. 7. 84.
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EJERCICIO 156. 1.2 dias. 2 65 min. 3. 2 dias. 4.+ de dia. 5. 2> min.
6. 3:—3 min.

EJERCICIO 157. 1.1y 38% min. 2 A las 10y 5% min. y a las 10 y 38% min.
3 Alas 8y 100 min. 4 12y 32% min. 5 Alas2y 273 min. 6 Alas4y 213 min.
7. Alas 6y 16% min y a las 6 y 49& min, 8 A las 10 y 54111 min. 9. A las 7

y 21% min. 10. A las 3 y 21% min, 11. A las B y 32% min. y a las 8 y 54-;; min.

EJERCICIO 158, 1. 62y 56. 2. $20. 3. 18. 4. 28000 y 20000 soles. 5. 60 y 24.
6.45 y 75. 7.%$160. 8. Ropa, $48; libros, $90. 9. 4, 15 afios; B, 6 anos; C, 4 anos.

10. bs. 9000. 11. 8  12. 70. 13. 60, 50,30y 10. 14. 9y 491_1: min.  15. A, 55 aiios;

B, 45 anos.  16. 15 dias.  17. 500 y 150. 18. 4, 15 afos: B, 60. 19. 23 y 22.

20. 600 sucres. 21. Entre 10. 22 40 libros; $10.  23. 4, $110, B, $140.

24. 30 libros.  25. 30000 colones.  26. 3600 balboas.  27. $4800.  28. 200 y 150.
29. $180.  30. 8 pesos, 6 piezas de 20 cts. y 4 de 10 cts.  31. Q. 8000. 32. 40 afos.
33. 55 hombres; 3061 hombres. 34. §288. 35. Con B0 lempiras. 36. 72. 37, 63.
38. 60. 39. $20. 40. Pluma, $2; lapicero, $1.20. 41. $28. 42. $18000.

43. Baston, $15; somb., $45; traje, $80.  44. 300 saltos.  45. 225 saltos. 46. A las 10
y 48 min. 47. 4, con bs. 8000; B, con. bs. 6000.  48. 30 anos.  49. 100 Km,

50. Cab., $50; perro, $20.

EJERCICIO 159. 1. 80 m. 2 100 Km. 3. 360 Km de 4 y 160 Km de B.
4. 4 horas. 5. - 250 Km; 104 a.m. 6. 4, 45 Km; B, 25 Km, 7.4, 173 Km;
B, 12 Km. 8 7 horas; 420 Km. 9. 4 93 Km.

EJERCICIO 162, 1. 40 cm®*  2.32 m* 3. 135 m. 4. 12seg. 5. 5 m.
6.12m.  7.78:m: 8 31; m. 9. 37-2 m3  10. 1.03. 11. 6.92 m2.  12. 720°.

24
e e 2 K 2 3, _ 2 & 2 24 24

0 b Y = ch=—— = —. a=—, l=—,
EJERCICIO 163 1. v 3 t : bib 7 I =

24 A b +4ct—a? V-V V-V,
n=—. b. f=\/_i_ 6. x=__+(.“ﬂl . T. Vo=V—at, a= u, = ’

al ™ 2b t a

Vo=V o P
8. Vo=V+at, a= T ¢=V V. 9. V:B. P=VD. 10. b=va*—c?
a
e V f
c=Va*— b2 1. g=—, =—V. 12. p'= Pf 5 p:p—f, 13. d:-—‘i, e =vd.
¢ a pif T v
A £2 € 2 = . /
14 I‘!n = 28 a = 15' VD—_— 2e+a£ . = gvoz e)’ 16 h = JV ; r= 3V :
2t 2t 2 =72 hz
1001 { 1 3 )
17. ¢= i fem 100X ;= 100 = Ak R =E, 1 =£. 19. v =+ 2ae.
txr cXr cxt l R
u—a-+r u—a u o1/ U Q

20. a=u— —1)r, = L — . 21 =, = _ 22. =1t t=—.

a=u—(n=1)r, n = T =5 B=—y = Q 7
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EJERCICIO 164. 1. x>1. 2. x>4. 3. x>3. 4 x>-3. b x>7. 6 x<8.
T.x>5. 8 x>1 9. x>l 10 x>-7. 1L x<P. 12 x>5. 18 x<y
14. x>2. 15, x<3. 16. x>2. 17. Los numeros enteros menores que 84.

EJERCICIO 165. 1. x>8 2. x<9. 8 x>3. 4 x<l. b5 x>20. 6. 10<x<13.
7. 4<x<6. 8. —3<x<—2. 9. 21<x<22. 10.5y 6.

EJERCICIO 166, 1.12. 2.36 3.8 45 5 2. 62 71 8 4.
9.96. 10.3. 1150 m%  12. 120 m%  13. 256 m®.  14. 154 cm?.

15. 10 em. 16 =4.

3B

EJERCICIO 167. 1. A=9B. 9 e=uvt. 3. A:-%DD'. ¢ 4=

2
5. c:%g‘r:zm. 6. e=492. T. F=K>. 8 y=2x+3 9 I=rV2
.

2 5—2i fermn® A
10. y=2 42 11 y=2 8 F=""1 s h=22 W We—md

2 £ 2 B 2

v B

16. B:E—. 16. x=£. 37, x.:];g_ 18. 4 =—.

h y > 2C

EJERCICIO 173. 1. x=1, y=4; x=2, y=3; x=3, y=2; x=4, y=1. 2. x=2, y=11;
x=5, y=9; x=8, y=T; x=11, y=5; x=14, y=8; x=17, y=1. 8. x=1, y=8; x=6, y=5;
x=11, y=2. 4. x=3, y=2; x=6, y=1. B. x=5, y=10; x=13, y=3. 8. ¥=3, y=13.

7. x=4, y=4; x=9, y=8; x=14, y=2; x=19, y=1. 8. x=3,"y=16; x=14, y=T7. 9. x=l,
y=34; x=3, y=29; x=5, y=24; x=T7, y=19: ¥=9, y=14; x=11, y=9; x=13, y=4.

10. x=4, y=10; x=17, y= 2. 1l x=2, y=18; x=7, y=11; x=12, y=4. 12. x=],
y=22; x=2, y=12; x=3, y=2. 13. x=2, y=17; x=6, y=8. 14. x=1, y=18; x=12, y=9.
16. x=6, y=24; x=18, y=18; x=30, y=2. 16. x=6, y=18; x=19, y=8. 1T. x=4, y=32;
x=12, y=21; x=20, y=10. 18. x=5, y=24; %=30, y=3. 19. x=4m—1, y=3m—2;
x=3, y=1; x=7, y=4; x=11, y=7. 20. x=8m—3, y=5m—2; x=), y=3; x=13, y=8;
x=21, y=13. 21. x=18m~-5, y=Tm—6; x=8, y=1; x=21, y=8; x=34, y=15. 22. x=12m,
y=11m; x=12, y=11; x=24, y=22; x=36, y=33. 23. x=1Tm—5H, y=14m—6; x=12,
y=8; x=29, y=22; x=46, y=36. 24. x=11m+4, y=Tm-5; x=15, y=2; x=26, y=9;
x=37, y=16. 2b. x=13m+46; y=8m—3; x=39, y=5; x=T72, y=13; x=85, y=21.

26. x=90m—17, y:23m+1: x=3, y:‘Zé_l-; x=23, y=4T; x=43, )’=70. 27. x=hm-—1,
y=Tm+61; x=4, y=68; x=9, y=T5; x=14, y=82.

EJERCICIO 174. 1. 1 de $2 y 8 de $5; 6 de $2 y 6 de $5; 11 de $§2 y 4 de §5 0 16
de 82 y 2. de $5. 2. 1 de $5 y 4 de $10; 3 de $5 y 3 de $10; 5 de $5 y 2 de §10 o 7 de
$5y1de$10. 3. 1y19;4y.14; 7y 9010y4 4 5s5y202;20s.y122 035s.

y4z. b5 3del.yl5des; 8de Ly 12des; 13del.y9des; 18 del y 6 des.
023 del y3des 6 8ad y20 nifhos. 7. 4 cab.y 89 v.; 26 cab. y 66 v.; 48 cab.
y 43 v. 0 70 cab. y 20 vacas. 8 4y 2. 9 2de 25y 16 de 10; 4 de 25 y 11 de 10:
6 de 25 y 6 de 10; 8 de 25 y 1 de 10.

EJERCICIO 175, 21. (—1,4). 22 (2,3). 23 (5, 3). 24 (-2, —4). 25. (3, —4).
26. (—5, —3). 27. (-4, 5). 28 (2, 4). 29 (=5, 6). 30. (—4, -3). ,

EJERCICIO 176, 1. x=3, y=4. 2. x=—4, y=—5. 3. x=-1, y=2. 4 y
. x=4§, y=4. 6 x=—§, y=2. T x=—3, y=7. 8 x=-12, y=14. 9 x=L y

EJERCICIO 177, 1 x=3, y=1. 2
b. x=%, y:2 6. x:—&, y:—-é &
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EJERCICIO 178. 1. x=1, y=8. 2. x=-2, y=—1. 3. =T, y=—5. 4 x=—4, y=2.
6. x=3, y=—2. 6. x=1, y=1. T. x=-2, y=5. B8 x=<2, y=2. 9. x=§, y=—1
10. x=4, y=20. 1l x=—1, y=—2. 12 x=3, y=—4.

EJERCICIO 179. 1. x=3, y=4. 2. x=5, y=3. 3. x=4, y=9. 4. x=9, y=-2.

b x=4, y=—2. 6. x=6, y=8. 7. x=5, y=7. 8 x= 139, y=- ﬂ 9. x=—1, y=-2.
10. x=2, y=3. 11. x=}, y=}  12. x=—2, y=—6.

EJERCICIO 180. 1. x=6, y=2. 2. x=12, y=—4. 3. x=14, y=9. 4. x=15, y=12
5. x=5, y=4. 6. x=-3, y=—4. 7. x=-8,y=§. 8. x=T7, y=—8. 9. x=2, y=4.
10. x=—3, y=6. 11. x=15, y==1, 12. x=4, y=5. 13. x=6, y=8. 14. x=4, y={,
16. x=7, y=8. 16. x=—9, y=11. 17.x=3, y==1. 18 x=2, y=8. 18. x=i

X
20. x=6, y=10. 21. x=4, y=3. 22. x=8, y=12. 23. x=1, y=2. 24. x=2, y=
25. x=—3, y=—4. 26. x=4, y=}. 27 x=4, y=8. 28. x=7, y=9. 29. x=4, y=}.
30. x=3, y=9. 31. x=40, y=—60. = 32. x=—§, y=—%. 33. x=2, y=4.
EJERCICIO 181, 1. x=a, y=b. 2. x=1, y=b. 8. x=2a, y=a. 4. x=1, y=a.
b. x=ab, y=b. 6. x=b, y=a. T. x=a, y=b. 8. x=%, y=—:. 9. x=m+n, y=m-—n.
10. x=m?, y=mn. 11. x=a+b, y=—b. 12. x=m, y=n. 13 x-—a. y=>b. 14. x=a+c,
y=c—a. 18 x=-:-. y:%. 16. x=ab?, y=ab. 17. x— - y==
19. x=a—b, y=a+b. 20. x=ih, y=-i—.

EJERCICIO 182, 1. x=2, y=3. 2. x=3, y=4. 3. x=1, y=2. 4 x=-3. y=-2.

18. x=a—b, y=a.

m

- | . 2 - =y P et —— o
b. x=o, y==. 6. %=%, y=. T x=—L y=—b. 8. x=—2, y=-3. 9. x=—7.

y=—-%. 10. x=3, y=T7. 1. x:%, y=%. 12. x=—, y=ni. 18. x=a, y=b.

n+h ~b
14. x=2m, y=2n.

EJERCICIO 183. 1.2, 2 —11. 8. —26. 4. -59. 5. —46. 6.30. 7. -1T.
8 —95. 9.79. 10. —47. 11.6. 12. —367.

EJERCICIO 184,  1.x=3,y=1 2. x=—5.y=-T 8.x=—6 y=8. 4 x=<, y=1.
b. x—Z—, )1""—2- 6. x——, )i—ib 7. x=9, y=8, 8. x:ia, y:%, 9. x=-—8§, y:—lz,
10. x=a, y——- 11. x~—1, y==1. 12. x=2, y= l 18. x=5, y=7. 14. x=5, y=3.
16. x=a+b, y=a—b.  16. x=—10, y=—20. )

EJERCICIO 185, 1. x=4, y=3. 2. x=2, y=—4. 3.x=-3,y=—5. 4 x=4, y=-3.
5. x=1, y=3. 6. x=4, y=—2. 7. Equivalentes. 8. x=5, y=—4. 9. x=—1, y=—1
10. Incompatibles.  11. Equivalentes,  12. x=4, y=—6. 13. x=4, y=b. 14. x=2,
y=3. 15. x=-3, y=5. 16. »=-2, y=—3.

EJERCICIO 186. 1. x=1, y=2, z=8. 2. x=3, y=4, 2=5. 3. x=—1, y=1, z=4.

4. x=1, y=3, 2=2. b. x=—2, y=8, z=—4. 6.x=3, y=—2,z=5. T.x=5H, y=-3, z=-2.
8. x=5, y=—4, 2=—3. 9. x=}, y=}, ==}  10. x=5, y=—6, z=—8. 11. x=1, y=-10,
:=8. 12. x=3, y=3, z=—3. 13. x=4, y=} z=—}. 14. x=},y=—2,2z=6. 1b. x=—2,
y=3, z=—4. 16. x=8, y=—2, z=4. 17. x=6, y=—5, z=—3. 18 x=2, y=3, z=—4.
18. x=1, y=4, 2=5. 20. x=6, y=8, z=—L 21. x=-2, y=—3, 1==—4. 22. x=10,
y=T7, 2=6. 23. x=2, y=4, z=5. 24. x=6, y=12, z=18.  2b6. x=30, y=12, z=24.

26. x=10, y=12, z=6.  27. x=8, y=6, z=8. 28. x=10, y=8, z=4.  20. x=6, y=4, 2=2.
30. x=%, y=4, z=}. 31 x=3, y=2, z=4. 32 x=}, y=—}, z=-2

EJERCICIO 187. 1.7 2-45. 3.14. 4.-—44. b.115 6. -65. T.-—171
80. 9.0. 10.847. 11, —422. 12. 378
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EJERCICIO 188, 1. x=2, y=4, z=5. 2.x=-1, y=-2, z=—3. 3. x=}, y=}, z=}
4. x=4, y=3, z=5. b, x=—2, y=-8, z=5. 6. x=8, y=—5, z=—2. 7. x=5, y=—1,
z=—3. 8. x=—2, y=6, z=T. 9. x=—6, y=6, z=3. 10. x=—5; y=—17, 2=—8.

11. x=6, y=8, z=4. 12, x=9, y=8, z=4.
EJERCICIO 191. 1. 2=1, 9=2, =3, 2. %=1, y=] 3.
4 x=3, y=3, z=4.  b. x=4, y=2, z=3. 6. x=2, y=3, z=5.
EJERCICIO 192, 1. x=-2, y=-3, z=4, u=H. 2. , 4.
y=—3, 2=1, u=—4. 4. x=-3, y=4, 2=-2, u=5. b. x=4, y=—5h, z=8, u=—2. 6
y=-4, z=1, u=-2, 7. x=-2, y=2, z=3, u=—3. 8

EJERCICIO 193, 1.64y24. 2.104 y86. 3.815y714. 4 96y84. 5. 63y48.
6.90y 60. 7.81 y48. 8 64y 16. 9.45 y 15.

EJERCICIO 194, s =
35 cts.; nino, 18 cts. 4.
7.4, 55 a.; B, 42 a. 8.

800 soles; somb., 60 soles. 2. V., $55; c., $42. 3. Adulto,
31 y 23. B4, 21 &% By 18 &’ 6. A, 45 a.; B, 40 a.
A, 65 a; B, 36 a.

EJERCICIO 195, 1.-. 2.& 3+ 44 bz 63 T2

EJERCICIO 196, 1.25 y 80, 2.22 ¥y 33 3.45 v h0. 4.4, 30 a; B, 42 a.
5. A, 40 a.; B, 50. 6. 4, 14 anos; B, 21 a. 7.4, con bs. 50; B, con bs. 5.
8. Menor, 70000 h.; mayor, 90000.

EJERCICIO 197. 1. 54y 25. 2.57Tvy19. 3.27y 17. 427y
EJERCICIO 198. 1.75. 2. 59. 3.94. 4. 83. 5. 97. 6. 34. 7. 45.

EJERCICIO 199. 1.35 de 20 cts. y 43 de 10 cts. 2.40 de $5 vy 51 de $4..
3. 300 adultos, 400 ninos. 4, De 20 cts. 21; de 25 cts. 23. 5. 155 de 51 y 132 de $2.
6. 16 de 3 colones; 18 de 7 colones. 7. 13 trajes y 41 somb,

EJERCIClO 200. 1.4, $5: B, $3. 2.4, 10 soles; B, 14 soles. 3. P, $13; ], $7.

4. 4, 30; 20 a. B A, 42; B, 24 a 6. A, 35, B, 25 a. 7. Hombre, 36; esposa, 2() a.
8.4, 135 qupn'is B, 85 lempiras. 9. Padre, 51; hijo, 15 a.  10. P., 35 cts.; [., 25 cts.
11. 4, $1.50; B, $3.00. 12. L., 24 a.; her, 18 a.

EJERCICIO 201. 1. Bote, 7 Km/h; rio, 3 Km/h. 2 Bote, 12 Km/h; rio, 4 Km/h,
3. Ida, 2 h.; vuelta, 3 h. 4, Bote, 12 Km/h; rio, 4 Km/h. 5. Ida, 2 h; vuelta, 4 h.
g. Bote, 10 Km/h; rio, 6 Km/h.

EJERCICIO 202. 1. 10, 12, 15. 2. Az, 6 cts;; café. 20 cts.; frij., 7 cts. kilo. 3. 726.
4. 40, 42, 45. 5. 123. 6.:80°; 552y 4b5%: 7. 40 v., 45 cab., 25 t 8. 523: 9. T0°
65°, 459, 10. 4, bs. 60; B, bs. 50; C, bs. 30. 11. 4, 89; B, %8; C, §7. 12. 321.
13. 4, Q. 16; B, Q.12; C, Q. 10. 14. 441. 15. 4, 15; B, 12; €, 10 a.

EJERCICIO 203, 1.5 mx4 m. 2. A, 48 balboas; B, 24 balboas. 3. 20 m x 5 m.

4. Carro, 580; cab., 390; arreos, $30. 5. 48, 60, 90. 6. 51. 7. 40 Km/h;
15 Km/h, 8. 15 a 38. 9. Calé, 30 cts.: 1¢é, 45 cts kilo. 10. 32 de $40 y 18
de $35. 11: 1—5;_3-. 12. 115, 85 soles. 13 Caballo, $100; coche, $40. 14. 54.

15. 30 bs. 20.  16. 4, 600 sucres; B, 480 sucres. 17 Ayer, $60; hoy, $50.  18. 30 y 50.
19. 4, 24; B, 32 lempiras. 20. 60 y 40.  21. Bote, 12 Km/h; rio, 4 Km/h.
22.4,45; B, 16a. 23.4,8 B, 9Km. 24.15. 25.25mXxX4m. 26.16 mx12 m.

EJERCICIO 204. 1. 120. 9. 120. 3..21., 4. 30. 5.60. 6. 792 7. 5040,

8.35. 9.24. 10.720. 11.720, 5040.  12. 720, 120. 13. 504. 14. 6. 15. 10.
16. 6. 17. 60. 18. 3628800. 19. 56. 20.,120.  21. 40320; 120. 22. 24.
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EJERCICIO 205. 1. 16a%. 2. —-125a% 3. 27x%8. 4. 36a'b=. 5. —8x%y".
6. 64a%0%c'*, 7. 36x8y10. 8, —343a%b%'2. 9. a™xbvr.  10. 16x1%y0z4, 11, —2Tm%nd.

2 8m3
12_ a::mbamcm_ 13_ manixlz. 14‘ _243a10b5' 15. 49x10y12210- 16_ %. 17_ — ::'
5
a*hs Oxt 16atbs 32m1dns 1
% : L . , — , —— . —abbt, . —min8,
18 7% e P Gpmm Bggme B el Tk

1
. ——al0h2o,
24 32

EJERCICIO 206. 1. @414 @ +490%. 2. 9x5—30x%y3+25x2y8. 3. a*b®—2a'b%+a'.
4. 49x10-112x%y'+64x%8. 5. 81a*b*+90a%b5+25a4b0. 6. 9xiyS—42x5y54-49x%y1.

a @y u 1 2 4 8 a ap.e i E o -9“ a
7. x%)*—2a*b*xy+atbt. 8. [xP+oxy+oyt. 9. Sat-Lafbitbt 100 SxCxtyt oty

11. éa“’—%—asb'iviaﬂb“. 12. -é;mlﬁ—m‘n3+§n“. 13 i_x2+%xy2+%y4. 14. %xau_

4 0 a®  16at 9 4x¥ 25x4  xMy2  gy1e

PR I Sett 5 Wt M oot
v . a¥  16a*

18 —att=—o

61" 305 TRIL

EJERCICIO 207. 1. Ba*+36a*b+54ab24-2703. 2. 64a*—144a2b2+108abA=2768.
3. 125x"+450x'y3+540x%04216y%. 4 64x0—14dxTy24108x%y'—27x%0. 5. 343ali—
735a19074+525a%b9—125a%%. 6. a+27a?x4+243a0x5+720a10x12, 7. 512x1—

1344x10y4+1176x%5—343x%12. 8. 27a%b3—135a7b1+225a%b°—125a%%. 9. —ad+-ab*+

a0 10, Da0—Tathte Tathi- bt 11 Soathi—Tathot Satbv— 2 pia,
. 3 Saﬁ fat
23 21 2_ 8 PR 5 ey e,
e e A gy o x et
1502 125 144x°  108x® 27x? 2703 27a% T2ab®  64b°
o 15 64x12——— 4 . 16 = - — .
2% 80 y? yb y? 8b3 5 25 125
343 147 21 1 1 18n*  216n°
3 Kby 10—y 12410, __mn__mq 124 —_ .
512 6d 2 tEr? AT m  m®

EJERCICIO 208. 1. x*—4x34-6x2—4x+1. 2. 4xi+4xd4-55242x+1. 3. x1—10x%4+
29x2—20x+4, 4. x%—10x5425x4+12x3—60x2+36. 5. 16a%—24a%+49a*—30a*+25.

6. x*+4y*+zi4+4xy—2xz—4yz. 7. 9—6x2—5x54-2x94-x12, 8. 25x*—T0x"+30x7+49x4—
2x54-9x2. 9. 4a*4-8a2b—8a2b2—12ab3+-9b1.  10. m®—4mOn+dmin®+4mint—8m?* n"+4n3.

a* ac be x? 2x a0y 25 1
. —+ b ——abt———, —2. — 420y ———+4—. e 3-}-— 2—

i) 2 +]{; a 1 32 12. % x'y+ +ay 3 +9 13 4.vc x 3x
4x+4 ia a* 2a+2l 2x+x2 15 9at 333+ 20a* 4a+16 18 al  da*
39 "X 3x "9 3a a* 16 4 20 5 25 1610
a2b.‘ 9 2&2 bi

+———t—. 17. x8—2x54-3x4—x24+2x+1. 18. x%—6x3+5x'+16x*—8x*—8x+4.
18 25 15 81

19. xP4+06x0—8x5+19x4—24x34+46x*—40x+25.  20. x5—8xT+16x0+4x5—22x4+24x+4x?—
12x+9. 21 9“369+42a’—18a3+130‘ 2a%+a®. 22 Tx“—~x"4-;r‘+ x*-——x~+—x+4
23. —rz“— a'+ a‘— a3+“ 2—:—’a+%. 24. »1°— 2x"+3x“—4x7+5x5—8x5+7x‘—6x3+
;')x-_~lx+4



RESPUESTAS ® 565

EJERCICIO 209. 1. x84+-3x04-6x2+Tx84+6x2+3x+1. 2. 8x0—12x°—6x*+11x343x*—3x—1.
3. 1—9x+33x*—63x3+66x*—36x°+8x8. 4, 8—36x+66x2—63x%+33x4—9x5+x9, 5. x¥—6x5+
12x7—20x8+48x5—48x4+48x3—96x>—64. 6. x12—3x10—3x8+11x%+6xt—12x2—8.

3 1 7 1 1 1 1 1 1] 55 20
a“+?a3—Ta7—-a-a“+ﬁa”+?a“~——7a3. 8. —Sx“—-;x"—I—Ix‘—-Ex3+;x2—4x+8.
9. a®—3a*+6a"—10a%+12a5—12a*+10a%—64*+3a—1,  10. x°—6x8+15x7—29x%+51x5—60x*-+
64x3—63x2+27x—27. 11. x9—12x8+54x7—112x0+180x5—228x4+179x8—144x%+54x—27.
12. 1—3x24+9x1—16x8+24x8—27x104-23x12—15x 144 6x16—x18,

EJERCICIO 210. 1. x*—8x3+24x2—32x+16. 2. a*+12a%+54a%+108a+8]. 3. 32—80x+
80x2—40x3+10x4—x5. 4. 16x*+160x%y+600x%y2+1000xy*+625y%. 5. a®—18a+135a%—
540a3+1215a%—1458a+729. 6. 64a%—192a%b+240a*b?—160a3b?+60a?b*—12ab5+bo.

7. x104-10x593+40x0y6+80x*yo+80x2y12+32y18. 8. x184-6x19+15x12+20x7+15x0+6+3+1.

9. 32a5—240a'b+720a%b>—1080a2b3+810ab*—243b5.  10. x24—30x20y3+-375x18y0—2500x" 2%+

9375x%12—18750x4y15+15625y18,  11. 64x0—96x%y+60x4y2—20x%y+ = x2yi—2xyS+ xS,
12. 243—135x2+30x4— 20+ Zx8—Tx10, 13, 64m18—576m on+2160m?2n®—4320mon?+
4860m5n19—2916m3n204+729n2, 14, xM4—21x12+189x10— 945x% + 2835x° — 5103x* +
5103x*—2187.  15. 243a—135a*b2+30a%b4—22a2b0+ 2-abs—-b10.  16. x1+14x1%y+
84x10y4+280x8y5+560x%5 + 672x1y10+448x2y12+128y18, 17, x¥—Bx?1428x16—56x17+
T0x12—56x°+28x—8x3+1. 18. a:“‘—%x‘“y+9x“y2—?x12y3+?x10y‘—:%xﬂy%f%x“'y“—
%x‘y7+%x2y3—;}§y9. 19. 128m21—448m¥nt+672mBns—560m *n1*+280m n1%—84mn?+

20 40 32 1 g i B i
Am 8724 —p28 C 10 8 snen Boenay B ap0y Og2psy B2 0 4 B LN
14m it Tl Ll SRl M Ta*Y i) 2 rm s w

1876 . 16625
—ab+——ab.

I 376
3 4
—a4—at—
2 16 16 64

EJERCICIO 211. 1. a®+12a%b+60a*b2+160a°b3+240a%b4+192ab°+64b%. 2. 32m10—
240m*n*+720m%n%—1080min® + 810m*n12—243n's. 3. %12+ 6x1098 4 15x8y8+ 20xyo+
15x4y124+-6x2y10-+y18, 4. 2187—5108y7-+5103y'4—2835y%1+945y>5—189y 0421y —y*0.
[ " h: . 1 5 } .
B. 64x15—576x19y4+2160x12y8—4320x%y124+4860xy10—2916x%y0+729y*. 6. §x1°+ﬁx’*y‘+
9¢5 bHa* 20a® 135a* 486a 729

St Bty Boovi2. 118 _LB__ Lo i
e L A 729 27b+3b3 b? v b b3 be

8. 1—8x4+28x8—56x12+T0x16 —56x204+28x24—8x2¥+x82 0, S
2187x7  243x%  9x%y?
[3 ¢ > 3]'

70 i 105 567 1701_2187. 0_1_2§_zz4+£_70m2+_am5_2_1m8+

3xiyd © 2x3yt  Bx2yS  32xy0  128y7 m?  mt  om 2 8
14

imn oy .11, x244-8x2mn+28x18m2n2+ 56x13m3n3+T70x12mént+56x"mon5+28xmons+
a8 e 28612 4b1
8x3mTnT4mn8.  12. 19683 — 1968352+ 8748b%—2268b°+378b5—425° + ~ o

bre bie 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1
—— . 1B l—— e ——— ==
243 19683 x KX X3 x4 XD x® T 8 x® l0

14. §4m12—960m1n5 + 6000m8n10—20000m®n15+37500m*n20—37500m?n?5+15625n5.
15. 16384—7168x5+1344x1°—140x15+3—:‘x20—2‘xﬂﬂ+Lx30— x

el %36,
G4 1024 16384

EJERCICIO 212. 1. 10x%2 2. —2240a*b®. 3. 330x%. 4. —4320x%% 6. 20162104
B. —14a%ho. 7. 13440x%y0. 8. —330x%y1. 9. 50052200  10. 495x1¢.  11. —12ab7.
12. 5670x5y".
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EJERCICIO 213. 1. +£2ab% 2. +5x%4%. 8 8ab® 4. —2al?x%  B. x8xlyh
6. =24, 7. x3yias, 8. —4ax*y". 9. —3mn?, 10. ==0x¥yt219, 11. 10x3y®.
12. *3a*b. 13. *=2a%b3c%. 14. xTa"b*, 15, —xoy?, 16. = = 17 =

5x2 T 4xd

b2 2 2 w 3 2 2
1822 e w0l neX) 8-> a6t Wl
2x3 3bc? x2 1y= " . 6m* be? 293

EJERCICIO 214. 1. 4x—3y% 2. Ha®—Tax. 3. x*—2x+1. 4. 2a*+a+1l. b. n®*—Hn+2.
6. x¥—5x24+6. 7. 4a'—3a*+5. 8. x+2y—z. 9. Z—x3—ab, 10. 5x*—Tx%43x.

11. 2a*+42ab—3b~. 12, x%—x24x+1. 13. x*—3x2—2x+2. 14. x*+3x2—4x+5.

156, xt—dx*4+2x—3. 16. 3—6a+a*—a’. 17. 3x¥—4x242x—1. 18. 4x3—Hx*+6x—3.
19. mi—2m2n+2nt.  20. 3x3—xZy+4+2xy2—2y3.  21. 4a*-—-3a*b+2ab*—b3.  22. 6x*—3x*y*+
4xy3—2yd, 23. Hat—da*x+ax?—2x3.  24. 2a*—3a*+2a*—a+1. 26. xO—xt+x0—x2+x—2.

%# 2 ¢ 1, x a ¢ 8a* a 4
ERCICIO 215. 1. —— - 2.——=—4+—- 3 ==b+- 4 ——=—+-—
EJERCICIO 215 9 x+3 X :;+a 2 i 4 26
2 bz X 3 2 2 2 3 b2
g Con-t w805 ol gyl T 3% geaa-d
4 2 7 3 D 4 5 9 X
i 2pi® B gl Tt E 9B L. psaasnl
3 x 2 a* 308 a x 4 Ba x4
LBy % B P a2 L 0D gy B D2
px 2 Ba 4 2 5 Txy 2 Bab Smn 5 Yax
woissprions mia-lanl. o
Rt M TR 2" T8® T g

EJERCICIO 216, 1. 2-3y. 2. 4a2+5b% 3. x24x+1. 4 2x?—x—1. b 1—3x42x2,
6. 2—3x+x2  T. x3—9x2—4. 8. x9—x?—2. 9. 2x2—-3x+1. 10. 3a®—5a—4. 11. a®—
2ab+b*. 12. x2—3xy+5y. 13. a*—a*+4.  14. a®—3a%x+2x%.  15. a*—a*+a—1.

16. x#—4x=42x—3.

%% x a*  a X 2 b

L e D | i s e | Seiged 4. __1+_

EJERCICIO 217. 1 5 3+2 2 a+- 3 3 2 +x % %
2a 1 x 2a 3b
5. ————— 6 —+1+=.
3x 2 Ha 30 da

EJERCICIO 218. 1. Y% 2. ¥mt 3. 4Vad. 4. x\Vy. 5. FJW\/E.
6. xVEXVyVZ. T 202¥a'VEh. 8. 3VEVyl ‘fz- 9. bn‘/abc" 10 8mn*¥/n

5 1 B 3 E
11. 4a20*VBVYE. 12, 5 mndxt.  13. a. 14 \‘ 15. x2,  16. m'. 17. 2x%. 18. a2b3.
18 1358 230 (il - 1isg.x
19. 3x2y>. 20. 2atbics. 21. Sax®yiz?, 22. 3m no, 23. Sa2bs.  24. ambne".
a* 3 1 3 1 a%c
EJERCICIO 219. 1. 7 8. prs 3. T 4. 7 b. T 6. 5
alb= x=y? m=n®
"
x* 9 x* 2a%c a*bc’ 3n?
7. — 8. —. 9. —. 10. 3xy? | = ; . 18. »
2 Lz 2 Y 11 b4 xy*z 8m
o atbic : _
o 2 1 32 . :
4a=cH 2 y b2e? ah® £ z
14. 1 16. 17 18 — 19. 3a®m2nd. 20. .
T a*msn? T dx 3¢t ol
3“2’:‘ x:ly‘l



RESPUESTAS @ 567

EJERCICI0 220, 1. — 3> 8 3 1 5 8
a2b* xy? m-In-2x3 3ab® 2
2 1 3 1 i
. [ 1 3
6. T i b 8. prrEe 9. —= 10. = . 11. —
Hx iyl x2y- adh-8p2 xy?
3
2 2 Bygling 4
12. . 1320 14 3abt 15. xS, 16 x¥yr 17, SOX)
9m*n * 1 4
4 2mont 1 3
18. a*b®  19. - 20. a®x-2y2.  21. 8a%b3x-l. 22 3xy%8,  23. minix2.
| va 5Va 3 2¥/n3 1
EJERCICIO 221, 1. —. 2. —. 3. ——. 4. —. b. ; 6. ;
Vx Vb2 4’ vVx Vm? 4%
3 1 Vyd 1 1
7. Vx3¥y 8. . 9. 10. 12.
4 Va VF sva" VRV e ava
2 8
b 1 2 2.3 1B
- Myt wecwmi 18. ¥y 19. 2%
xWx a a Vx d = 5
a2 x2y?
1 2 . 3y* 1
20. 5 21. x3 22. a2b3, 23. - 24 z 25. 64. 26. 4. 27. 27.
a®h¥ x¥ m2n
1 1 32 1 1 1
28. —. 20. 9. 30. 4. 31, —. 32. —. 33. 1—. 34. 1—. 36. 1—.
243 343 243 2 5 2
i { ’ 19 27 2 2
36. 1—-. 37. 729. T—.  39. 2—. 40. —. 41.— 42.32. 43.81. 44.2—.
- 32 4 125 3 : g 3
EJERCICIO 222, 1.1l 2 18% 3. 2 4 5128 5 862 6 27—
0 2 10 8 27 8

13 5 1
7. 365 8 3. 9. 126+
3 3 1

1
EJERCICIO 223. 1. x. 2. 4% 3 1. 44> b5.x. 6.a 17 3m65 B 24t
T 4

9. x % 10.3n% 11.4a 2 12.1. 13. x% 14 6. 15. ab%  16. b.
5
17. mn. 18. 2b
4 2

EJERCICIO 224. 1. a-8+2a4+a—=+2 2. xi+x2—248x2—x4. 3. x¥—2x%+1.
4. 2a+a%—a%+3a%—-2 5. 383—5+108 3—83- 6 x:—4x:+4x 7‘ :. 7. b-3+a2h-14a+b.
B, %12y~ By-TLx-iy-8, @ a‘b- —-a‘b 845a *b 1—-8a f 10. a"-‘-!-a-%b_ ;_+a"b‘1+2b”2.
i 4x%+3x’-‘y%—x%y’. 12. x“—?ax3—3a;x—9a:x§ 13. 15a%+a*—19a+17—24a"+10a"*
14. 2—Tx- 1+9x‘2—x'3—7x“*+4x-5 15. m§+m?l’n—n%—m-1n§. 16. a—6a%+a~%.

i 2m+4n:~“;}~2+4m ; 18. x~292=11x"y+1.  19. x~'y2+4+13x?y-4+-6x3y-6.

20. 3+7a 3b*+a2b:—a abz
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EJERCICIO 225. 1. a%. 2. xP° 3. m%. 4. a3 5 x* 6. .ai;_ i 7. x”%.

8. a;. 9. m % 10. a_sa 11. 23. 12. i 18 xy. 14.a 2b 3. 15. a*b-

16. y_;—. 17. rnén"%. 18. 2x'~‘"yg_. 19. al?bt.  20. x-Sy,

EJERCICIO 226. 1. x*+3x242. 2 a%—2+a_ % 3. m*2-m2. 4 2x-:}-—x%+2x17.

B. mﬁl-—2+2m'§j 6. a%+2a%—a_ %. 7. x3-—9x-24x-1, 8. a""b"’—i—a‘“b‘“—}—a"lb'l. 9. n+m+m3n*1.

10. 5a*—3a+4—2a'. 11 a%b'3+a%b'”—a lb 12. x-‘+2x iy 249y 18, mf '-—2—m_ %
il o 81 L 12 4 4 .

14. 2—f§x= 34+2x 83. 151- 4>1c3+—x2y2+xy x%y2%.  16. x—‘)a*x“+a‘x‘7'§la 1'];. a-r:zb;—i-b—a 2p2,

18. m n*—3m T—m n 2. 19. x2y-14-5xdy-i42xtyD, , 2. a 55'542:? 3h—a-2b2.

1

EJERCICIO 227. 1. a% 2.a%% 3. a% 4 x. 5. .m% 6 a% T x%
a
8. 4ab®.

Ca-|(-

9. a12b-4.  10. x }r" 11. 243226715, 12. §m *n-l.
3 & 1l 2 1

EJERCICIO 228. 1. a+2a‘b‘+b 2. x%I—2x y‘+)r“ 3. mi+4mi+dmt. 4. atht—
3 3 1

1

8
2. 6. a2 ’f)2+b. 7. x*—2x%y 24yl 8. m*n?—
4 2

2ab-+ath+. 5. a?—6allh “+96
B .8 21 1
om In Hemnl Q. a+ 3a3b3+3a"b
i 3 2 1 3 3 1 12

12m*n ~+48m"n"3+64n ? 12. 8(1‘“——36.‘1"*0-?+54a“‘b“—27b_?. 13. xT—3xyi+3x2yi—y.
8 1] 4 3

2
3.

10. x2—0x%y 14273y %—27y% 11 m*+

1
14. a*+4a® hd+6ab3+~ia2b2+!f"‘_ 15. x‘” 4x- “y ‘+6x-‘v 3~41c"y 14y 3, 16. x345xdy I+
& 29 1 15 42, 1 4 il
10xy -+10x y A5y ‘+y 4, 17 mi-Hm? n‘-Hﬂm n’—l[}mn+am”n3—n~" 18 at?—

1

1ml"md-kb(}abm—lbUa“m +240a%m? —192a*m*+G4m®. 19, x- 1"+Jx “y*+1{]1c"’y"+

a

10x-0y*. +Jt“y+y“ 20. a*+6a*+13a2+12a'+4. 21 a——2x*+x~+4x“—4+4x 2.
7

3 5 2 1 1
22. a+6a*+11+6a ~'+a'1. 23. m”+4m1—2mﬁ—]‘>m_+‘}m 24 ab 3—4a°b s+6—
o ¢ b 3 o 4 1
da 2i4a 108, 26. x24-3x1—5xi4-3xi—1. 26 1-~{1a3+lua3-20+1m_ —6a 3+a—2.
3 4 T 5 2 1
27, m=46m3+15m5+20m+15m4-6m3+m?,

1 1 2 1 1

EJERCICIO 229. 1. x243x142. 2. m*+3+m . 3. 3¢*—d®+4. 4. a+2a —3a2
1 1 1 1 2 1 1 2
B. m*n *—24+m nd. 6. a%—4a—3. T. a1—9%5 2+3. 8. x3—2+4x E. 9. {r“—l—a —1.
2

m
EJERCICIO 230. 1. ax'—l+alx. 2 x—2xi+x2 8 a?—ba'+2et 4. i
a
3m-2 b %x}r"—-—},—+—:—x“1y. 6. —r;+ﬁx“1-a"x. 7. 3m2+5+5m-2 8. iab:'c-ly-l—-

[

L 1 11 11 1

%+%a"“b-“xy. 9. a®b 3—24a %, 10. *b?4+3—a2b-2. 11 x%yi—4+x y 3,

EJERCICIO 231, 1. 3v2. 2. 12v3. 3. 2V2. 4. 2¥2. b. 6V3. 6. 5::\/2“5.
7. 27xy2vx. 8. 3a?63V3ab. 9. 3n3VBm.  10. 4a*bdctVIlabe. 11 4y*V/2x%y.

2
12. gn/menE. 13. 10ax®y29/20%2 14 2abc™/5h. 15, 3x%ysV5y 16, 4%%?23

L

2



RESPUESTAS @ 569

e 3a® ! = ==
17. 8xy%¥/2x%y2. 18. m3v3am. 19. : V3a%h, 20. a¥bh. 21. 3Va+2b. 22. abv/3a—3.
x

23. 2y:/2xi+4x. 24. (x—y)V2. 25. (a—b)Va+b. 26. (m4n)v2a. 27. (3a—6)Va.

1

V6. 5. 1\/{'i.
2 6

=

. 3 .
EJERCICIO 232. 1. é\/;ﬁ. 2 Zx/ﬁ. 3. V2. 4.
o -

. 3 -
6. 2 V2x. 1 —ar\ISy. 8. —VvbHmn. 9. a—\/30a. 10. 1\"/18. 11. ¥95.
4x 3y* m* 2x 3
. —— 1 —
12. 31‘\3/33:. 13. 5\-"3 2b. 14. Eab_"e 4ﬂb2x2. 15 3\5462:«:)13.
x 2

EJERCICIO 233. 1.V3. 2.¥2 3.¥3 4 V2 5 3V 6 Vbab
T. 5¥7ab2 8. yV3x. 9. xyV2y. 10. nV2mn. 11. ax*V7a. 12. nx¥m?x.

EJERCICIO 234. 1. VI3, 2 VA5 3. V2. 4 Vi 5 Visah 6 Viixly®
7. Va5bT. 8. ¥/1%8mS. 9. ¥i28aths. 10. Vairab. 11 VBx¥+2x.  12. Va'-3x+2.

EJERCICIO 235. 1. ViZ5 Vi 2. V4 ¥3. 3 739, V356, VBIZ. 4

7. Yo, Joaoms. 8. VAT, VA, VEmB. 9. V2135, VI6E, Va9xS.

10. 9V, SVEADS, 4ViZews. 11 3VaT, JVEY, VA,  12. V33w, VAR, VXY
EJERCICIO 236. 1. V5, ¥8. 2. V7 Vi5. 3 Va5, VIL. 4 V33, V3,

EJERCICIO 237. 1. —8V2. 2. 3V3. 3. —29V5. 4. —18V2. b. _}\/g_
6. _f?\/g, 7 ;\/3. 8. ‘_:\/3—,_ 9. 5avh. 10. avy. 11. 2xV3.

12. %{'/2". 13. %\/‘2‘ 14. aVa?.

EJERCICIO 238. 1. VE—3vE. 2 2V7—V3. 3. VB-12v7. 4 5v2-20vb.

5. 4v/3. 6 4/T1—V5. T 10V3—2V7. & %\/ﬁ—%\/‘é_ 9. %\/54._:“\/6', 10. 1v3.
11. 5v32. 12. 12V/7. 13. 9xvVa+7Vvh. 14, oanvm—mvn. 15. 4bv/5Hx. 16. 0.
17, 4a2Vx+3y. 18. 2va+F1. 19. 2v/u—b.

EJERCICIO 239, 1. v2-2V3. 2. TV3—-3V5. 3. ¥3-2¥2. 4. 26+ V5.

6. V2. 8. 49/3—33/3. 7. 4V/5—9V/3. 8. ~¥2+=90. 9 VI =V/5.

10. -:—W 11. /8. 12. 11¥/3. 13. 4v/5—-18V/2. 14. 0. 15. 26¥/3a.
EJERCICIO 240. 1. 3v2. 2 30v7. 3. V6. 4. 3V4. b. 50¥6. 6. xV10.

7. 450. 8. 18a¥D. 9. 84V15. 10. 6V11. 11. 30V4. 12. 2V2.
3 }

13. —Vax. 14. —2—~\/2xy.
ax y?

EJERCICIO 241. 1. 2—V/6. 2. 30+14V15. 3. 20v/3+24v5—-20V30. 4. \/6—4.
5. 55+13V15. 6. 54+7v31. T Ba—2x—5vax. 8. 791-111v35. 9. V10—/15-1.
10. 5v15—V6—21. 11. 154+3vVe+7v15—2V30. 12. 3a+2+3Va Fa. 13. 3a43b—
TVat—ab. 14, 14x24+3xVI—x2 15. 3a—14+3Va®—1. 16. 2x+410—8Vx+2.

17. 5Va?+-ax—6x. 18. 3a—x—3Va?—x2.
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EJERCICIO 242, 1 xVix. 2. 24a¥@abf. 3. 3xYoxiyZ 4 2aV27a%0.
1 " 1
5. 5VATY. 6. mVIZBmTm. 7. VBX. 8 VBx. 8. 5\'/' 52005 10. 2.
7

V3y

aﬂll..

EJERCICIO 243, 1.2vZ 2 1v3 4y B 35" 6 Lva.

3 ;
7. 2Vax. 8. 2x¥/x%. 9. V12.
EJERCICIO 244, 1. 2032 2 1UBT:S. 8 VBaW% 4 V%S 6. —V312%mn™.

6. Vizyz  T.mV¥m. 8. —Y2a°0%

EJERCICIO 245. 1. 32. 2. 12. 3. 175. 4 8¥3. 5. 162a26¥2a%D. 6. 2xV2x.
7. 9099265, 8. 3V2. 9. 32ax.  10. 4x+4. 11 9x—9a.  12. 192ab*Va.

13. 5—2v6. 14. 35+8VE. 15. 12—2V35. 16. 211—60V7. 17. 2x—14+2vx2—x.
18. 17x+1—-8Va%+x.  19. 20—2Va?—1.  20. 10x—3+4Vix*-1.

EJERCICIO 246. 1. ¥Va. 2. V9. 3. V3. 4. 3a. 5. 9a. 6. V2.
7. ¥5a. 8. ¥3a. 9. VaT. 10. azhs, 11. Wkt 12. Va+b.

L e 5 1 5
EJERCICIO 247. 1. V3. 2. 2V, 8. E\/’5 4 —\/ax. 5. —Pa, 6. -—1-\/" 3x2.
3 2 20 X 2a 3x

7. Lyea. 8. 3@'9::‘" 0. lez 1w lvw u Pven 182
a 3 2a 3m £

2hax

2vV10—-17 4 17+3V35,

25x.

EJERCICIO 248, 1. 4v2-5. 2. 2+V3. 3

. 3 2
5 19—-7V10 6 95V2+76V3 7 _9\/G°+21 8 6v21-29 0 14+9V6
g 2 ) 5 e 5
10. 97—11V7T, 11. f__£ 12. w 13. 2“_"‘___'*"/‘”‘__
3 10 4a—x
— -\/ _\/ 2
14. 9x—1—2v/x2—x. 15. 2va*+a—2a—1. 16. M : & u.
a—Va?—b? * B
18- _!_'-
’
2 —12V2—-2V345V6 2V3+8V5—-5v15—1
EJERCICIO 249. 1. i@. g U - o s .
. 3+VI5—V6 " 24v2—-4V/3+10V6—5 " 5V2—14V5—6V10-9
6 ' 23 ; ' 31 '
¢ 5 5 74+2Vv10
EJERCICIO 250. 1. v6-2. 2. _:”%ri. 3. _7+2‘/5, 4 -T2
" 3v21-13 ¢ 224+5v30 q 66-+29Vv6 . 36—5VTT
4 19 ' 30 17

EJERCICIO 251. ) i 2. 8. 3. 2. 4. 1. b. 5. 6. 4, 7. 9. 8. 10.
9. 6. 10. 15. 11. 20. 12. 11. 13. 15 14. 17. 15. 2. 16. 9. 17. 5.
18.1. 19.6. 20.4 21.9. 22.6. 23. —5 244 25 (at+b)2 26 (a—1)%

EJERCICIO 252. 14 29 816 4. 95. b 1. 6. 7. 7.9, 8. 3.
9. 9. 10. 131,
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EJERCICIO 253, 1. ai. 2. V2. 3. 6i. 4 9i. 5 V6 6 3bh. T i2V3
8 T 9. 3V3i.  10. 2m2. 11, }i. 12, iVa bR

EJERCICIO 254. 1. 6. 2. 7. 3. 361. 4. 22i. 5. (2a+a*+a®).

8. 15V2i. 7. 15V5i. 8. Tadi.

EJERCICIO 255. 1. —20. 2. —63. 3. —960. 4. —V6. 5. —6V35. 6. —15.

7. —84. 8. —42i. 9. —30i. 10. 860. 11. 15Vxy. 12. —5. 13. 86. 14. 56+3VG.

EJERCICIO 256. 1. 2. 2. V5. 3. 3V3. 4 3V2. 5 5/3. 6.6 7. 2V3.
8. 3Vh. 9. V3. 10. V5.

EJERCICIO 257. * 1. T+i. 2. —6-+3i. 3. 20—41. 4. 21410 B. —92-+3:.
6. (5+V2)+Ti. 7. 6+(V2—V3)i. 8. (3+V2)+(1+VH)i.

EJERCICIO 258. 1. 14. 2. —10. 3. 18, 4 -—-14. 5. 16. 6. 2v2.

EJERCICIO 259. 1. —2-5i. 2. 5+14i. 3. 6+7i. 4. —1—4i. 5. T+43i.
6. 8+130i. 7. 2—=11i. 8 24+(VB—VB). 9. (VE2-VB)-1li.  10. 15—(VT+V3)i.

EJERCICIO 260. 1. —2u. 2. 6. 3. —14.i. 4. 2V2i. 5. 2V3i. 6. —8V2i.

EJERCICIO 261. 1. 3—29:., 2. 2—29i. 3. 41+11i. 4. 103+T7i. 5. 17+2V2i.
6. (204V6)+(5V3—4VI)i. 7. (V6—V10)+(2+VIB)i. 8. —1+3V15u.

EJERCICIO 262. 1. 2. 2. 13. 3. 27. 4. 28. 6. 27. 6. 86.

4+31 3—291 26—831 8+21V3i —24+9V10:
EJERCI . 1.2 8 3 * T " 3 s G i
CICIO 263, 1. i 2 5 3 % % 5 7 37

EJERCICIO 265. 1.1, ¢ 2 2 —3. 3 -3, -8 479 5 2. 6 5 -3
7. =6, 65. 8 -1 13 9. & 10. 4 2% 11 -7, -8 12 5, -11. 13.1
14 3 - 165 - 16 3= 175 -1 187, -7

EJERCICIO 266. 1.3, -1. 2.2 -1l 3 -1,5 47+ 5 -2 -2%. 6.5
7.1 8 7-3; 93 -1p 108 —4 11 -4 -1 12 -1, -6

EJERCICIO 267. 1.1, 2. 2 5 -3. 3 8 11 4. 15, —19. b. =1, —8.
6. 13, —5. 7- 17, —12. 8. 9, -2 9. 11, -1 10. 3, —8.

EJERCICIO 268. 1.3, —; 2.2 —1% 3 6, 15. 4 8 —4%
5. 1+VAl, 1-Vvll. 6L -5 7 1L -17. 8 4 -1 9 5 -8

8 9+\/4_1 B—V"Il- F 1 ] 1
10- 10: _T- 11. 5 » 5 . 12 ('i; _"3_5' ].3 2, Ia- 14- 4; 2?.
15. 5, —- 16. 2, —11. 17. 3, —11. 18. -3, 13;. 19 3, —13.

20. 3+V13, 3—VI3.
EJERCICIO 269. 1.3 —2. 2.2 -9. 3 5 —13. 49, —12 5 —4 5.

6. —25 T1lpn -3 8.4 -¢ 9 —20,5  10.2,4 113 -8
12.6, 7 13.8 -9 14 -2 -13. 153,10 16 12, -3%.  17. 6, L
18. =8, —4.  19. 5 —5  20. 5 4
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9 b2 o 111
EJERCICIO 270. 1. 54 —7a. 2. i’i k. G2 B B NP e ek
2 a a 7 6
3ab a 3a m 2n
20 —ab. 2 <N &o=a b, 9.2 =8b. e - :
6. 5 a I = 5 8. —a, b 9. 2q, =30 10 5 3 11. —a, a+b
2 b b
12. l. - 13. a—b, a+b. 14 ——m. — 4 m. 15. 2a—b, 2a+b. 16..0, 2,
a b s 2
Gi b
1. 86 W-mmis Wit 2?2 mau-2 m2l
" e 2 3’2
23. 20, —3a. 942 % a5l os 265 -2,
2 a2 a 3

EJERCICIO 271, 1. +4. 2 =VI1. 3. %xivV2 4 *=. 5 %3V2. 6. 6.
7. +V1i. 8. :%. 9. =iVT. 10. 2. 11.=V3 12. +3. 13. +3. 14 =1

EJERCICIO 272.  1.0,5. 20, -8 30,5 40, 5 50 —8
6. 0, +. 7.0, =1 8. 0, —1.

EJERCICIO 273. 1.2, 2.5 31 44 51 64 7.2
8. 0, 5. 9. 3. 10. 1, 6. 11. 1, 16. 12. 9. 18. 1 14. 2.

EJERCICIO 274. 11.1, 3. 1224 18 -1, 3  14-1 -3. 152 -3
16.1. 17.—4. 18.2, -2  19.-2, 5. 20.2. 2.2, 2, 22.-L 3,

EJERCICIO 275. 1.7y2 260y 36. 3.4, 14; B, 11 aitos.  4.45 y 15.

8. T 6. 8y9. 7.12 m X 8 m. 8. 40 sacos, bs. 25. 9. Caballo, 900 sucres;
arreos, 225 sucres, 10. 15 y 8. 11. 17 y 6 anos. 12. 36 libros, $5. 13. 10 filas
de 18 soldados. 14. 50 soles. 16. 6. 16. 16, $12.  17.30 a $5. 18. 10.

19. 8 a $3. 20. 6 h. 21. 10 cab., 5200. 22.4,5,6. 23.12y15. 24.30a 5 cts.
25. Q. 90. 26. 32 y 11. 27.15 m y 5 m. 28. 40 Km por hora, 29. 12 dias,
7 colones. 30. 18, $5. 31 T 32. 10 anos. 33. 10, $4.

EJERCICIO 276. 1. Reales y desiguales, racionales. 2. Reales y desiguales, irracionales.
3 Reales e iguales. 4. Imaginarias. 5. Reales e iguales. 6. Reales y desiguales, irracio-
nales. 7. Reales y desiguales, racionales. 8. Reales ¢ iguales. 9. Imaginarias, 10. Reales
v desiguales, irracionales.  11. hinaginarias.  12. Reales y desiguales, racionales.
EJERCICIO 277. 1.Si. 2. No. 3.58i. 4.Si. 5 No. 6.5i. 7.No. 8.Si. 9.8i. 10.No.

EJERCICIO 278. 1. x2—Tx+12=0. 2 x*—2x—3=0. 3. x2+12x435=0. 4. x>—x—
110=0. 5. 2x2—3x+1=0. 6. Hx*+11x+2=0. 7. 3x2=Tx—6=0. 8. 2x2+ Tx 4+ 6=0.

9. 8x*—2x—3=0. 10. 7x24-33x—10=0. 11. 3x*—13x—30=0. 12. 8x*+17x+2=0.
13. x*+34x—936=0. 14. x*4-26x-+165=0. 15. x2—2x=0. 16. 3x24-x=0.
17. x2-25=0) 18. 4x2—1=0. 19. x?—14x+-49=0, 20. 3x2—13x—H88=0.

21. 12x*+64x+45=0. 22. 14x2473x—22=0. 23. x?—ax—2a%=0. 24. 12x2+5bx—
262=0. 25. 2x2—mx—m?=0. 26. x*—ax+ab—b*=0. 27. 6x2—(3a—20)x—ab=0.
28. x*—2x—1=0. 29. x2—4x—1=0. 30. x?—6x+10=0.

EJERCICIO 279. 1.5y 6. 2. —13 y —20. 3.17 y —18. 4. -7y —42
5.-13y19. 6.2y—3 T.—6y—3 B8 LTy-—- 9 -ly> 10.-3y-T

miys 12Iy-+ 1BIy-3 wmsy-iL  15Iyi 16145
y1=V5 1T p+VBy ;—V3. 18 —3+Viy—31—VI. 19.2ay-a  20.-2b

y —bb. 21. -21‘- y —E.
3 6
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EJERCICIO 280. 1. (x—T)(x—9). 2. (x+11)(x+13). 3. (x—31)(x+5). 4. (2x—3)

(x+2). 5. (4x—1)(3x+2). 6. (5x+1)(x+8). 7. (6x—5)(x+2). 8. (4x—3)(8x—4).

9. (4x+7)(2x+9). 10 (9x+T)(Bx+1). 11 (6x—5)(3x—6).  12. (11x+12)(x—15).

13. (34x)(2—x). 14. (5+x)(1—2x).  15. (3+2x)(5—2x). 16. (1+4x)(4—3x).

17, (8x—T7)(9x+1).  18. (6x+1)(6—5x).  19. (10x—3)(x+21).  20. (20+x)(5—x).

21, (x—1)(18x+49).  22. (3x—2a)(2x+a).  23. (Hx—3y)(x+5y). 24. (3x=Tm)(bx+m).
o 1+1vV3 1—iV3 ) . .

EJERCICIO 282. 1. 1, -1, i, —i, R 5 g 3. 3, —3, 31, —3i.

4. 4, —4, 4i, —4i. 5. —2, 1+iv3, 1—iV3. 6. _5_. -5, bi, —5i. 7. —4, 242V3i,

2-2V3i. 8 3, -3, 3+'Z_\/3'. 3_2\@. _3+2'3\/3'. N 82 14V

_'1_3\/5- 10- 2V’2’} —'2\/‘2" 2\/2!‘: '—2\/22.

EJERCICIO 283, 1.1, &5 g2, £8. 8. 2, =5, 4, %5, *6.

9 3

b. x1, x2:. 6. =3, =51 7. =T, 95, 8. =1, =V5. 3
1. £ =i g2 =2, *ivE 18 =2, =-VEBB. 14 =1

EJERCICIO 284. 1 -1, 8 2. -3, —V3. 3. 3 —V3. 4. V5, =2,

2
51,2 6=xp = 7.-1 -1 g +-L 9L 4 10409
11. 25, 12. 16, ..

EJERCICIO 285. 1. VZ24+v3. 2. VB—V3. 3. 1+V7. 4. 5—V7T. 5. V3+VI1.
6. V2+VIi. 7. VG+VvE.  8.9-V3. 9. VE+VIs. 10. V7+v21. 11. 2V3—V2,

12. 3V5+VI0.  13. 3V5-2v7. 14 15-2V7. 16 5VII-3VE. 16 1va+lvE.
17. V3= 18 7+1VE  10.2+VE 20 2+VE. 21 1+V7. 22 VEHVA
23. V3+Vv15. 24 VI3—VIL. 25 2v5-VID.  26. V3+VE.  27. 3VI0-2VE.
EJERCICIO 286.  1.31.  2.60. 3.150. 4.437. 5 —44. 6 —170.

7. —45. 8. —416. 9 113 10.152. 113} 12 3% 13.2%. 14 101
15. 49. 16 —145. 17 -1%. 18 -73. 19 -2+t 20.8L 21 -20h
22. —1-.  23.21;.  24.56. 25 —158.
EJERCICIO 287. 1.16. 2. —111. 3. -1 4 4-
8.—5. 9.12. 1014 11.40. 12.17.
EJERCICIO 288. 1.9233. 2. 1786. 3. —1752. 4 11840. 5. —17040. 6. —10050.
7.225. 8.135. 9. 1427 10 —1392. 11 692, 12.563L. 13 272 14. —35L.
EJERCICIO 289. 1. +8. 5.7 9. 11. 2 +19. 16. 13. 10. 7. 4. 1. 2. —5.

3. +—I3. —23. —33. —43. —53. —63. —73. 4. +—42. —23. —4. 15. 34. 53. b. +—8l
—69. —57. —45. —83. —21. =9. 6. +L 14 2. 2-. 3. T. +5. 62 7— 91 103, 12.

2 ] 5

on
-

6. -%. I

128

4 6 2 1 2 .8 .8 81 18 7 1 11 1 P Y
S- '?—4- _2?- ""1—3'- _‘;- ‘;- 1?- 3- 9- TT- ;;- a- l_ﬂ' ?. ;E' 3. 10- g 1- rd
1 5 2 6 3 .2 7T 20 13 & _l_ _3_ g = a - a e o 3-
2= 1—7. 1?. 2? 3 o | oty = G o B, ey 12. +-2. 2? 27 3=
1

olf 1 5 B Ul O SR 1 1 1 38 18 11 1
Jn' 44_ 4? 5. 13 T2z 30" 30 100 30" & 100 80 80 10
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EJERCICIO 290. 1. 1470. 2. 16200. 3. 9417. 4. 10100. = 5. 10800. 6. $40.75.
7. $131.20. 8. 33660. 9. bs 5430. 10. 7.75 m; 55 m, 11. 400, 800, 1200 sucres.
12. 22 8, 32 11, 49 14, 7° 23. 13. $1648. 14. 246 km. 15. 534. 16. —27.

I7. 8. 18. $500. 19. 4200 soles. 20. 402.5 p. 21.165024. 22.80. 23.16500 colones.

2 IEL Rt 18 208
EJERCICIO 291. 1. 192. 2. 729. 3.-. 4 s Py Gam T 165—5.
A 2 " _ 82 0T 1
$:98: . 2187 10. 250" 1. = 12. 729" 13. _235- 14.  Zeoad’
EJERCICIO 292. 1.1 2.2 3.5 42 5 %3 6 -2 T -
1 2 2
8. t—‘}'. 9 i?. 10. ‘_‘?.
EJERCICIO 293, 1. 117 2. -84 3.1722 4 9555 5 6. 4 —4l.
954 a1 17 20 243 4 #72 10
* =11 8 1g. 9 4. 10. 6.
EJERCICIO 294, 1. #5:+25:+125:+625:3125. 2. +—T7:—14:—28: —hH6:—112: —9224.
3. #128:+64:32: +16:8:+4:2, 4. %4%:3:2:1%:%:%. 5. %2:3:4».3—:6%:
1.qe8 . 9528, 5,31 P A O e R [ B e e [P IOL I gy U Y
]0?15322:’:"‘:345 6. e g Vs e T 81421121‘4"11032.

]
2 3 1 1 2
EJERCICIO 295, 1.22 2. % 3 -8, 4.-12 511 613 713 g -24%,
EJERCICIO 296. & 2. 2 —. 3 2. 42 51~ 65 7o 8= 95

43 a433 99 111 45

EJERCICIO 297, 1. 64, 126 lempiras. 2. $10485.75. 3. 2187 balboas. 4. EILB.
6.3 6.5 7921100 8. X 9 bs.36400.  10. $7174453.

10
EJERCICIO 298. 1. 97.888. 2. 82814.4. 3. 0.00819. 4. 214992. 5. 210.857.
6. 13.1577. 7. 8.7141. 8. 619.55. g. 75.982. 10. 455700. 11. 1024. 12. 0.003375.
13. 120980.56. 14. 0028224 . 15. 139313.183 16. 1.73205. 17. 1.25992.

18. 1.49535. 19. 2.29017. 20. 2.60543.

EJERCICIO 299. 1. 6569. 2. 2.63890. 3. 16.9235. 4. 5.1062. 5. 76.464. . —2205.14.
7. 0.054327. 8. —2.13734. 9. 0.3888.  10. 4.6512. 11. 6.6526. 12. 1.19132.

13. 0.00075182. 14. 0.4888. 15. 7.9988. 16. 61.591. 17. 12.6564. 18. —11.6101.
19. 2.60614. 20. 1.20766. 21. 0.086551.  22. 0.77958. 23. 1.20782. 24. —1.10756.
25. 0.56893.  26. 0.69241.  27. 0.80434. 28. 5.23685. 29. 8.9943. 30. 5.95366

EJERCICIO 300. 1. 1.556302. 2. 1.875061. 3. 1.477121. 4. 1.681241. 5. 2.079181.

6. 1.991226. 7. 1T.535294. g. 1.352182. 9. 0.292256. 10. 1.942008. 11. 2.306424.
12. 1.651278. 13. 0.397940. 14, 0.176091. 15, 0.146128. 16. 0.367977. 17. 1.113943.
18. 1.397940. ;

EJERCICIO 301. 1. 0.6826. 2. 3.2059. 3. 4. 4. —0.25107. 5. 5. 6. 6.
7. 2. 8. 4. 9. 1.42186.

EJERCICIO 302. 1.5 2.6. 3 8 4 6. 5. b

EJERCICIO 303. 1. $595.51. 2. 4908.94 soles. 3. bs.19251.15. 4 $1183.21. 5. $15812.33.
6. 3018258 sucres. 7. $65266.27.  g. $849.09. 9. $936.54.  10. $800.16.

11. $1454.02.  12. Q. 31624 13. 5a. 14 Ta. 15 T%. 16. 3% 17. $10852

EJERCICIO 304. 1. $5180.21. 9. 8540.43 soles. 9, $48146. 4, bs. 363245.
5. 712.19 bolivares. . 1510.82 bolivares. 7, 127320.55 sucres. g 57743.90 soles.
9. 6438.89 bolivares. 10. 5060.61 bolivares. 11, 62173.96 sucres. 19, 2648.61 soles.

EJERCICIO 305. 1. $2462.38. 9. 2906.03 sucres. 3. $1576.79. 4. $687.79.
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